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Po'Pr'Pt"'?.t)
eL- frr'F" 'Fr "'Po

Also jedo Unbel<annte ist einem Brucho gleich, dlessen Nenner 
'lasiiussere Produkt der Koefficienteu pr...t" i4 und alessen Zdhler mau

crhiilt, wenn ,nsu iil fiesem Produkt statt des Koefficienten jener un-

behanuten tlio reclte $eite, nhmlich po, d8 Faktor aetzt. AlIe Unbe-

kanute[ haben also ilenselbeu Ner,terr und werden rrnbestimmt oiler

uuendlioh, wonn alieser Neuner uull wird, das hoisst

1'r 'Fz "'Io :0
irt.

s 46.

Dass jeue Ausdriielie liir o,, ..., ro nie,ht otwa blosse Itechnunge-

for.men ilorste.llcn, sondern die vollkomnreDen Lbsuugeu der gegebenen

Gleichuugen euthalten, wiril uoch iletttlicher erhelleu, rvenn wir ftlr
irgend eine hestiururte Anzahl von Gleichurgeu statt fltt ltz " ' ihre

\Yortho substituiren. Man ha,t ftir drei Cileiohnngca

(r)
'11,, . .!)! ltr

irr
trt, ' ?r' 11r'

r; Dic Goaehz,e iler s,usseren Multiplika,tior unil Divisioa laason fibrigenr koiu
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wo
I.:(ao j-{,0 *.0), It-(\iD, lc,), ...

ist, unil zwar a0 gleichartig ist nrit ar, uud Bo weiter. srbstibuireu wir
rliese Austlrfiehe in obiger Gleichung, multipliciren dure.h, indem wir'

tlie Produkte iler gleichartigeu Grbssen, tla sie null wertlel, arsl*ssen,

nud or.dne,n euhprecJrenil ruit Beobachtung des ftir 'eiussere l'rodu.kte

festgestellten zeichengesetzes) so haben rvir sogleic\ wio man bei go-

.ilgir Uebung ohre weitsres aus obiger Formol ablesen karn,

(2) *,:i*@.,_o ̂  ,

worin wir, da allos entaprechend georduet ist, wietlor die gervDhdiche

Multiplikationabeaeichnung einfiihren kounten. Dies ist dic beLannte ze

rorne! ilurch welche aus ilrei GleicLu.ngeu mit ilrei unbekaouton eiue

ilersolben besbimut wird, und es zeigt sich, wie ilieselbe volll<omnren

in iler eo selrr viel eiufaeheren Formel (1) enthalten isi'
wir habeu hier, uur sogloich dio Anwenilbarkeit uuserer Aualyso

auch an eilem Beispiele, wolches nicht melr auf fie drei Dime[oionen

bosehrii,r&t irt, darruthun, etwas Yorgegriffen, indem ilet Begriff der

zahl unil tler Division, ilen wir hier anwanilten, eret deu Gegenetonil

Eobon im Ziihler untt Nenaer zu, vgl, Ifupitel IY'
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tles vierten Kapitels ausmaohen werdeu; wir wertlen jedoch spH,terhiu

noch einmal auf tliesen Gegenstauil der Arrwenilung zuriickkornmeu,
und dort das Yerfahren auch ausdehnor auf Gleichu-nge:r hiiherer
Grade.

Drittes Kapitel.

Yerkrriipfnrrg der Aunflehnnngseird$sor htihorer Strrfcu.

A. Theoretische Eutwickeluug.

$ 47, 48. Summe von Ausd shnungen in oinem Gebiete nii,ohet
hiihsrer Stufe.

$ 47.

Durch ilie iiussere Multiplikation siud hiihere Ausdeh:rungsgrbssen
entstanclen, die YelL:riipfungen derselben [aber'] haben wil }isher nur Le-

trachtet, sofern gleichartige Ausd.ehnulgsgrbssen addirt werden solltcu,.
indem die Addition sich hier auf ilen allgemeineu Begriff des Zusam-
rnendenkeus griindete, welehsr iiberhaupt die Atldition des Gleicharbigen
(wonn dasselbe gleich bezeichuot ist) charalrterisirt. Yermbge dieses
Begriffu hatten wir die im vorigen Kapitel dargelegten Gesetze ent-
wickelt. Das Gruutlgesetz der Multiplikation, dass man statt cles zer-
stiiclleu Faktors seiue Stiiche ei-nzell einftihreu, uud die so gebiltleten
Prodrikte ailcliren tliirfe, fancl cla]:er seine Beschr'rin}ung tlarin, dass die
tlaclurch entstehenilen Proilukte, um eie nach tlen bisherigeu Begriffer
aclc'liren zu kbmen, gleichartig seil mussten.

Um fiese Besehriinkung auftuheben, werden wir daher den lle-
grif der Addihiou Jtir hbhere Ausdehnungogtbssetr erweitem miissen.
Der so erweiterte Begritr muse yon der Art sein, ilass er erstens bei
gleichartigen Ausdehnungsgrbssen iu den gewiihnlis[sn umseh-lh,gt, und

74 dass ftir I ihn die Gruudbeziehuag der Adfition zur Multiplikation gilt.
?a Natiirlioh mues tlarln fiir diesel.be fie Geltung iler Additionsgesetze

uac.hgewieseu werilen, ehe jene Yerkmiipfirng als Adalitiou fixirt werilen
kan:r. Somit iet Llar, dass, wet"' es tiberhaupt eine Addition ungleich-
artiger Ausdehnuagegr0eeen hbherer Stufen giebt, das Gesetz bestehen
muEg

A.b+A.e:A.(b*c),
wo L uncl c Streeken vorstelleu. Nounen wir schon vorlii,ufig fiese Yer-
htipiung eins Addition, um einen bequomeren Wortausalruck zu haben,
so wiiralen wil clie Defiaition aufstellen k'rinueu:
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Zwei iiusserc Prod,tlcfu n-t* Stufe, wclche einm gmeinschaftlichm,
Ialrtsr (n,-7)-ter Stufe habcn, adllb't man,,indeut nwm dic unglcidwn
Ialrtorm addi,rt, md dieser Sumrne d,cn gattcinulnfllichcn Fahtor awf'
din$elbe Weise hiwufiigt, win er dar Stiicl;m hinwgeftigt war.

$ 4s.

Dieser forruellen Defiuition miisseu wir zuorst &r.dnrch eiue au-

schaulichere Bedeutuug goben, daas rvit unte.rsuehen, wie weit sie reicht,
das heisst, welche Austlehnungsgrbssen man na,eh ihr addireu kauu.

Es leuehtet sogleich ein, dass awei Ausdehnungsgriissen n-ter Stufe
nur dann nach dem.aufgestellten Begriffe summirbar sind, wenn sie dem-

selben Systeme (n * l)-ter Stufe angehbren; wir wertlen aber zeigen,

da.ss sie alsdann auoh'imner surnmirbe,r sinil, inilsp je zwei Ausdell-
uungsgri5ssen n-ter Stufe r{, untl Z}o, welehe tlemselben Systerne
(z f t)-ter Stufe aagehdren, sic.h stets &uf einen geureinrehaftlicher
llirktor (n - 1)-ter 

'Stufe 
bringen lassen.

$ind zuerst ,{.o nnil B^ gleichottig, so leuelrtet es ulmittelbar eirr,

indenr, n'oun (, - 1) eiufache [nktoren von ,{o korsta,rrt bloibeu, rler

ll-te aber sieh beliebig tlurch Fortsehreitrurg oiler ll,flckschreitulrg ver-
iindert, auch rlas lrodukt jeden boliebige.n mit ,1" gloiolrartigen'llVerth,
also auch den W'erth lBn aunehnren kaltn. I{ieriu liegt zugleich, dass

man jede Ausdeh:rung t-ter Stuf'e auf (u - 1) beliebige ['drtoreu,
welehe ilemselben Systeme t-ter Stufe *ugehdren uxd von oinauder

uuabhilugig sintl, bri:rgeu kamr
Sirrd l, urd lt, ungleiclr.utig, so sei

Ao:at,fi,a...u)t,

wo (rr, .. ., a, Streeken vorstelleu, welche von einander ruurbhiingig siutl.

f)omr muos B, nothwenitig wenigsteno Einen tr'attor enthalten, welcher ;o
von rlen'siirnmtlichen Strecken &r...e, unabhiingft istl os sei ooal
ein solcher Faktor, uad also

I)^ : 6r . bs . . t ltu-1.ua*t. ?6

Da iu einsm System (m $ l)-kr Stufe nieht uehr al,g (n f 1) von
eiuaniler unabh6ugige Stlecken angenonmen wertleu kiianeu, Bo mues
jeiler von ilen Faktoren br.,.b,-r von jenen Strecken d1 ...o,11r ab-

hiingrg sein, das heisst aich ale Su--e ilarstellen lasseu, deren Stiicke
iliesen Strecken gleichartig. sinil. Detrki man sich nun jotlen dieser'

}'aktoren D, ... D"-, als solehe $rrm6s ilargestellt, so katrn man rIuD

il jeiler dasjenige'Stiiok, ras mit 4,.'1 gleichartig irt, freglasaen, ohae

den TVerth ilee Produktes .B, zu [ntlern (vgl. $ 35). Nach ilieser
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Weglaasrug sei ilas Prodtlit br.br...bo_t tbergegangen il C,_r, so
ist also

Bo: Cu-t . @n*r.

I)ie Ilaktorel yorr C),,-1 sind nur rroch von den Streeken d, ,.. a,o, d,ag
heisst vou cle' Fahtoreu der Ausdehnungsgriisse 1,, abhii,ngig; oder
rnit autlenr TVorten, sie gehbren dern s;rsteme An an, folglich wird sich
l" n-achlfer im Alfang ilieses Paragrapheu angewandten Sehlussfolge
auf den rlaklor c,-1 brir:gen lassen, wenn der ra-te Faktor willkii]n-
lich gewH,hlt werdeu clarf; aomit lassen sich beiile Ausdehnuagsgrbs*erl
lo u:rd Bn anl den gemeinschaftlicheu X'aktor Cn_r bringeu, welel:er
von (ra - 1)-ter stufe ist, oder, wie wir uns auch kiirzer *oud"ii"kur,
beide haben eine Ausdshnungsgriisse (n - 1)-ter strife geueinschaftlicrr.
so wird ,un fie obige Defi-uitiou so umglewancrelt werclen kbnneu:

ztaei, Awsdelttr,mtgsgt'dssut, tz-ter' gtufe, werche tremserben sysrcnt
(n t l)-ta' Skfe angehdren, werdao atklirt, indgn nwn si.e auf einm ge_
mei,nscih,aftliclr,en rralttor @-t)-tw skfe bfingt, utrl, ilte summe cter in-
gleic'lte*, Takloren nrit cltesem gemeinschafttichcn Fal$or uettcniiltfL

S 4[), 50. Geltu-ng der Adclitionsgesetzo ftir diege noue Summo.

$ 4e.

uo, uu, dic Geltung cler Additionsgesetze, oder vielmehr zu,iichst,ur clie d-er Gruldgesetze nachzuweiseu, haben wir z uerst d.ie yer-
tatischbarkeit der stiicke darzuthun. Diese siiicke werilen sich naeh
tlem vorigen Paragrapheu darstelleu lasser ix der Form -A. . b wd
A . c. Nun ist

A.b + A. c : rr. (b + c) : A. (, * t) : A. c + A.b,
76 also siurl ilie stticke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dossen I Geltuag

lplchgewiesen werden muss, ist, da,es

(a+B)*c-A+(B+c)
76 seir aueh ilam, wenn A, Ii, C Ausdeh*ungen ri-ter Stufe in tlemselbeu

Systeme (n f 1)-ter Stufe siad, und fie Aaditioo den vorher bezeiclr-
ueten Begriff haben soll.

IMir haben zu dem Ende fie E'rage zu beontworten, was drei
solohe Ausdehnungen gemeiaschaftlich haben werilen. Nurr ist schon
im vorigen Paragrapheu gezetgj, dass je zwqi tlerselben eine Ausilehnuug
(rr - r)-ter stufe gemeimchaftrich haben mttssen; Bo zum Beispier hat3 sowohl mit 1 als mit c eine solehe gemeinsehaftrich; und ia diese
beiden Ausdehuulgeu (re - l)-ter Stufe, namUc\ welche B mit L, und
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welclre eE uit C gemeimchaftIioh hat, ilemselben Systeme 3*,;, also

demselben Systeme m-'ter Stu{e a.ngehbrer, so haben sie nsch ilomselben

Satze des vorigen Paragtaphen eine Ausilehnmg (ra - Z)-ter Stnfe gc.
rneinsclra,ftlich, und fiese int eoruit allen drei Grbssen A, B, C ge-

meinschaftlich, Es sei D dieser gemeinschafiliche Faktot (n-Z)-ter
Stufe, so werden sich jene drei Grbnseu, da iiberdies je zwei eine Aus-
deblung (a - l)-ter Stnfe geureiuschaftlich haben, auf die Forlreu
brirgen lasseu

A: D.b.c, B- D.a.c, C: D.d.0r.
Niimlich je zwoi derselberr werden ausser D noch ei-uen gerneiruchaft-

licheu Faktor erster Stufo haben, dessen Gr0sse aber trillkiihrlieh isb.

Dieger sei c zrvischeu A nnd, I), zwischeu -B unil C sei er o, untl zwar
eei die Griisse yon o so bestimmt, ilass 3: D.a. c seil tler gemein-

schafblichc f,'alrtor, auf welchcu ,1 und C gebraelrt werden ki)unen, sei

ausser D eler Haktor b, otler ein mit 0 gk:iehartiger lrr, und zlvar sei'orl

b und lr, so gewiihlt, class

A:D.b.c unil A:D.a.br
sei.

Nachrlerr nun -d, B, A a'uf. diesc F'orm gebracht sind, aeigt sicL,
tlass sich (d + JJ) * d tlurch dic folgendeu Uugestalturrgeu irr
A + (B f C) verwaarileh liisst. Erstens

(A + B) + C: (D .b. c+ D. o. c) + D. u,.b,.

Wir habeu nun die durcb fie l(larmuer angedeutete Sunrrua,tiorr ztt

vollziehen. Nun liinst sich der Austlruck D.b.c* D.". c znriiek-

flihren I auf D . (0 * a) . e; rnan kann n?imlich znerat in beiclen Sum- 7z

rranilen c auf dio vorletzte Stelle briugen, rvohei tlie Vorzeiehen sir:h

?inilern, dam kann man nach der Definition die Summation I vorneluneu, ?z

uud endlich mit ilerselben Zeioheuiintlerung aleD summirten l,'aktor
rvieder auf die alte Stelle lringen und erhiilt

(A + B)+ e: D.(b +a). c * D. a.b,.
LIm nol diese beiden Glieder summireu zu hiinneu, hat urnn uur stat[
D.a.b, zu setzen D.(b+e).b, was verstattet ist, rveil b orit D,

gleichartig ist, und mF.q deu Faktoren, ohne tlas Prcsultat zu Endeu,
Sbticke hinzufugen darfr welche. den audern }'a.ktoren gleichartig sind
($ 35). Ffihrt man dnnn auf der rechten Seite die Sumunation aus,

eo hat man
(/ + 3) + C: D.(D + a). (c f 0,),

*) Wir beaeuootr ila,r $yatom ebeo go wie tlie Ausdehoung, welche einen
Theil von ihu bildet, wdil keiac Zweirlouliigkoit moglich iet.
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wothuch man fi€ tlroi Glieder auf eins zuriickgefiihrt, hat{,). Irr dieseur
Gliede kaul man nur zuerst ilie Summe b f a wieder aufliisen und
erhii,lt auf der rechton Seite deu Ausdruck

D .b . (c+ b,) + D. a. (c i b,).

In dem erston Gliede dieses Ausdrueks lranu nuu wieder (g Bb) rJus

sttiek I,r weggelassen untl das zweite Glied aufgeliist werilenl dadureir
verwanilelt sich der ga:rze Ausdruck in

D.b. c+ (r. e. c + D. a.br),
ilae Leisst iu / + (B + C) uld man hat also iu der That

(.4 + 4 + c - a + (B + c).

$ 50.

Is ist uuu noch tlas rlritte Grundgesetz ($ G) zu t,rrveiseD, class
uiiurlich tlas Resultat der subbrakLion eindeutig ist, oder class, werrrr
clas einc Stticli uaverii,ntlert bleibt, ilas andere ai:er sich iiu<Iert, auch
clie Summe sich Ardern mtisse.

Es sei ir::rerhalb eines Systems (re * 11-ter Stufe

A{ B:C,
wo Ar Z nnd C von n-ter Stufe sind. Es iiadere sich .B in B { D,
so wiril nun

a+(B+r):(a+B)+D:c+1)
sein, und es ist zu zeige:r, dass wenu B + D von -IJ verschieileu ist,

7s auch O + D vou C verechiedeu seil mfisse. Das erstere setzt I voraus,
dass D nicht uull seil riuu kbnneu wir aber zeigen, dass, wenn Il
nicht null itt, es auch zu einer Grbssc (C) hinzugelegt, ihren Werilr
iincleru mtisse.

Unmittelbar ist fies klar, rvern C und I gleichar.tig sind, inderr
rs alas dureh zusaumerdeuker des Gleiohartigen I hervorgegangene loth-

wendig von jedem tler Stiicke verschieden ist. Sind aber C uuil .D ver-
schied.enartig, so liisst sioh leicht zeigen, ilass itrre Summe nrit beiderr
verschiedeuartig isb (imn,61 vorausgeaetzt, dass keins vou beitlen 1111
ist). Da alles ir demselben Syeteme (m f l)-ter Stufe angeuommel
ist, so werden C uad D sich anf eiuen gemoinschaftlichen tr aktor
(m - l)-ter Stufe bringen lassen- Es sei dieser Z und

+) Man ktinnte nun zeigen, ilass der Ausilruek: / + (B -| C) eich auf rII..-
selbe Glisil zurflclfiihreu Iiesse, allein wir setzen ilen eirnal eilgeschlagenon Weg
der forto&reiterilen Umwautllurg fort.
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C: E.ct D: E.d,
also c+D-8.(cld).
Siutl nun C wd. D verschieilens,rtig, so darf rJ nicht in dem Sys[erue

-8. c enthalten sein, .also ist auch (c + ,0 nicht i:r ihm enthaltel,
also auch n.Q*d) nit Z.c verschiedenartig, also kaln es ihm aueh
nicht gleich seiu. Bomit wiril trorgh Hinzulogeo der Griisse D auch
die Grbsso C geiinrlert; weun also ilas eire Stiick jener Surnme sich
iindert, w'rihreuil clas a.ndero dasselbe bleibt, so uruse auch tlie Summe

sich anderD. Soll folglieh clie Summe und ilas ei:re Sttick ilerselbeu
unvoriinilert bleiben, so muss es auch das anilere, ila"s heisst das Re-
sultat der Subtraktion ist eirdeutig.

Da uun alle fuei Grunilgeeetze der Adilition unil Subtraktion hier
gelten, so gelten auch alle Gesetze dersellren

Die Grunilbeziehung dieser Additior zuu Multiplihatiou ist uoch
uicht, vollst?iudig dargelegtl aaeh cler Defi,l,itiou ist zwa.r'

A.b+A-c:A (tt{c)1
allein es ist anch zu zeigeu, tlass

(t+IJ).c-A.c!1t.c
ist, woru d und J3 Griisseu ,l-ter Stu{'e in einem Systeure (n f l)-tel
Stul'e sind. Dann kuru man L : E.a, B: E. Zr sctzeu (tach $ 48),
uud hat

A.c*B.c:E.a.clE.b.c.
Der rechte steheutle Ausilruck liisst sich, werD man a und D zuerst
auf die letzte Stelle bringt (vobei sich das Zeichen itntlert), daur uach

der Delinition sumuirt, und. endlich den !'alitor (" * b) wieder auf
die vorletzte Stelle zurttckl;ringt (wobei das Zeichen wieder dag ur-
sprti:rgliohe wiril), verwandeln in E. (o*b). c, daa heisst i" I (..4 | B) .e , zo

also [ist] die B,ichtigkeit jener Gleichung bewieseu.

Da gomit ilie Gruntlgesetze cler Beziehung zwisehen A"dfition ulrl
Multiplikation hier gelteu, so gelten auc,h alle Gesetze dieser BozieLru:rg,

und unsere Yerkutipfungsweise ist ilaher sowohl alr sieh, als auch I irr zs

ihrer Beziehung als reahre A.dtlition nachgewieseu- Somit libruen wir
uun den Eauptsatz iil.es rorigon Kapitels ($ 36) dahin erweiters:

Pib d,ussere Prdulttfr gelten, waut Profuilafu ans n-etnfarhen Fal*
lmen nu,r fu einem Sgsterne (n t \)-tw Stufe bewacht*t werilm, a&e Ge-

setse der Addiiionwnd Subtralation, und al,le Gesetze der Beil,ekung swi.schat

ilwwn umd, der Mu,l,ttphlntion, wmn m.an die fiir dieu Yulmiipfimgat
wfgastell,twa BeSni,ffe fathiik.
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$ 51. Formolle Summe oder Summen.grtisse.

Auch dies Gesetz hat also roch. eine Beneliriiuhulg iu sich, was
darin seiner Gru,d hat, tlass wjr hbhere Ausclehuuugeu bisher rrnr
addiren konnten, wenrl 6ie eineur und demselbea systeme niiehst htiherer
Stufe angehtirten. Wir mtissen trun, rru das C+esetz il seiner Allge-
meinheit atfstellen zu kbn-nar, auch zeigen, wa,s unter der Sumue vou
Ausdehnungen, welche in beliebfu hiiheren Systemen liegen, verstandeu
sein kiin:re.

WoIIten wir hier denselben Weg einzuschlagen versucl:en, wie in
de, vorhergehenden Parag::apheu, u,d also als Summe zweier Grijssen
,4.3 und l. C, welche nicht deurselben Systerue nii,chst htiherer Stu{'e
nngehbren, (Ue Grdsse A .(B f G) auffasse,, so wiirile dies zu nichts
ftilrren, da darm B und c auch Ausdehnu,geu hiiherer stufen sinri,
rvelcho nicht eineur unil dcrnselller systerre nii,chst hbhercr Fjtufe nu-
qehbreu, unil also die eine Suurure ihrer Bedeutulg ,ir,ch eben so un-
bokannt ist, wie tlie aldere, Is bleibt uns also nichts til:rig, als clen
Begriff der Summe in tlieseu Itallc rein formell aufzu{asse:r, ohle rlass
es r:rbglich w[re, einc Ausclehnuug aufzulveisen, welcire als clie Sumu:e
sich darstellte.

Wir defirriren ilaher die Sumrno von Ausdehnungen rz-ter Stufe,
welche einem hdheren Systeme als rleru (a f l)-ter Stufe angehbren,
ilaclurch, dass die Grundgesetze iler Addition auf dieselbe anwendbar
seia sollen, dae heisst aJso als ,,dasjenige, wae konstimt bleibt, welche
veriinderungeu man aueh mit der tr'orm d.er srrmure clnrcli Anwenrlung
der Adilitions- und Subtmktions-Gesetze voruohrnen mag.d,

80 Is erecheint somit tliese Summe uicht mehr a,ls reine Ausdehaulg
das heisst als solche, welcho durch fortschreitende Multiplikation der
Strec.ken gewonnen wertlen tiirrrte, sondem sie tritt als Griisse von
leuer Arl,, und. zwar zuniichst als Gr6sse yon bloss formeller Beileu-

80 tung hervor, die wfu | daher a,m pasrendsten mit dem Narnen iler
Sum,mengrdsse belegen kbnnteu; wir faseen sie mit der Ausdehuu:rg
unter dem Begritre der Awdehnwngsgrdsse zwaruruen. Um ihre kon-
krete Betleuturg zu gewinnen, uilssten wir ilreu Bereieh ausmitteLr,
das heisgt aufsucheq wie sich fie Form der Sunrme, die in dem'Werth
tler Stiieke besteht, Sudem kiinne, ohne tlass tler Werth der Surnme
selbst sieh iinilere. Dadurch erhalten wir eine Il,eihe von konhr.eten
Darstellur:geu jener formellen Sueme, und ilie Gesammtleit alieser
miiglichar Darstelluugen in Eins zusamrnengeschaut, wie fie Arten
einer Gattung (nicht wie die Theile eines Ganzen), wtirde uns ilen
konkreten Begriff vor Augen legen,
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Inclessen cla diese Sumuengr6sse uic.ht eher als in einem Systeme

vierter Stufe eirtreteu kann, sie also iu Il,aume, als eiaem Syeteme

dritter Stufe, keine Anwentlulg flnclet, so Yerspatea wir uns dieee Dar-

stellung bis zum siebeuteu Kapitel+), ia rvelchem sieh die Bedeotnng

einer solcheu Sumrne auf eiueu vcrwantlten Gebiet ergeben , und sich

ilurch Anscliauu gen sowohl iler Geometrie, als besqnders der Statil
fiuchtreich gestalter rviril.

$ 52, 53. Multiplikation der Ausd'ehnungegrbasen'

$ 52.

Dagegen diirfen wir ulsere Aufgabe uicht falleu lassen, das in
diesem urrd tlem vorigen Kapitel ge'\Tonnene Gesetz von alle[ schranlieu,

in deneu es noeh zusamnen.geengt ist, zu befreieu, rurd also auch <iie

Beziehuug tler Multiplihation zu dieser Adfition aufzufa,ssen. Aber da

rlie formelle Summe heine Ausdehnung tlarstellt, so ist auch das iiusseli

Produkt je[er fomrelleu Summe in eine streeke uoch nicht seiuer Be-

rleutnlg rraeh besLimmt. Nuu muss auch diese rvietlerum formell iluteh

das Fortbestehe[ der multiplikativen Beziehulg bestirrmt rverileu, uld
tvir haben oourit, we.r' es iiberLraupt efue solche }ftltiplikation jeuer

Sumnrengrbssen geben soll, dieselbe so zu defirireu, tlass

(.A + B + C +").r, : A.P * B'P * C'r' * "'
sei Doeh dtirfeu wir fies uul danu festsetzen, wenn bei ilem Kon-

stantbleiben von ,{+ B + C + " ' auch :{ .p + B.f + C'P+ "'
konstant bleibt, intlem ilas Wesen der Sumrne nur ir dieseu Kon- sr

stantbleiben besteht, unil tlas Pri:rcip der Gleichheit das gleicirzei[ige

Konstanthleiben erfordert.
AIso haben wir zu zeigen, ilass, tt-e'.''t

a+B+..:P+0+ ..
ist, auch

A.p * B .p *'..: P.I + Q.2 + "'
seirn rntisse. Dies ergiebt sich alrer leicht, indem, wern A + B * "'er
iler Summe P + Q f "' gleich gesetzt wiril, ulcl beides formelle

Summen sintl, ilurch blosse Aaweudnng tlet Additiousgesetze (audere

Anortlauug, Zuga.nmeufassung der Stiicke, Aufltisung der Stiicke in
kleinere Stiicke) aus der eilel die audore hervorgehen muss. Da uun
jeilet solchen YerH,nderuug, welche ohne Aenderung des Gesamr'''t-

werthes verstattet ist, eine ebensolcho nlit den um deu Faktor I, rer-

+) 
fDa,s heisst, clem rweiten Kapi[el des zweiten Abscluribtr].
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rnehr:feu Grbsseu entspricht, so wird, wenn mau rnit diesen die ent-

splecL€nilen Operationen, wie mit jenen vornimmt, gleic,hzeitig, wii,hrend

sich /4+ll+..-i" P+ 0+.. rerwandelt, utohA.p*J9.p*..'
i:n ?.p* Q.g f ...tibergehen. Somit wirtl es gestattet sein, jene

Defirritiou festzustellen, weleire hienraeh nichts ist, als oine abgeHrzte
Schreibarb,

$ 53.

Da ferner, wenn mit melrrerorr Stresken fortschreitend, das heissb

so multiplioirt wiril, dass das jetlesmal geworuene Besultat mit tleur

niic}st{olgenden tr'aktor multiplicirt wirtl, tlas Gesammtptodukt stets

gleicheu Werth behiilt, sobald das I'roilukt jeuer Streoken sich gleich
bleibt, so kbunen wit ablrtirzenil statt jener Strecker, mil welehen

fortschreitentl multiplicirt ist, ihr I'rodukt setzen. Eierdurch ist ilet
Begrif iles Produktee zweier Ausdehuuugen bestimmt, urd eo auch

das Produlit einer for:uolle sumne iu eine Ansdehnurg, cirr Produkt,
wa*s zlrat iu Allgerueinen wieder eiue formelle Snmme liefert, abet

iu besonderen FiiIIeu auch in eine Ausrlehnung iibergehen ha.nn'l').

Dass nun nach dieser Bestirumung allgemeiu

(a+B).P:a.P+B.P
ee ist, crgiebt sieh leicht. Denn es sei ?:c.rI ..., so iet

(a + B) .P: (A + r) . c. tt...
uach cler ebeu festgesetzten Bestimmung, feruer

(,4+B).c:A.e{B.c
nach $ 52, also durch wieilelholte Anweudulg desselben Gesetzes

(A + B). c. d,... : A. c. ct... { B . c. tt...,
das heisst

(a+B).P:a.P+8.P.
Bz Ist eler zweite Fak[or zerstfickt, so liisst sich das entspreehende

Geeetz lier nur fiir reale Sumruen nachweisenl fftr tliese ergiebt sich
aus obiger Gleiehmg durch Yertausohung (wohei die Zeichen sich eut-
weiler in allen Gliedern oder in keinem iindern)

P.(a+B):P.a+P.8.
tr'iir formelle Slmmen ist noch nichts tiber die Yertausehbarlieit

iler Faktoreu festgoretzt uad daher.auch jene Schlussweise noch nieht

+) Niinrlich, wen-n die Sttieke iler Summe von m-ter Stufc sinal trrd eiuam
System (m -| ln)-tor Stufe ange}rOren, ao wird dulch Multiplikatiou mit eiuer Ass-
dehnung (rn - l)-ter Stufe tleeselben Systerres offeabar die forrnells Sumr:ro in
eine Aua<lefinu"g verwanclelt,
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ar\yer1dba.r. Da wir iiberhaupt noch uichts iiber den Begriff eines

Produktes, dessolr zweiter tr'aktor eire formelle Sunrrne is[, f'estgesetzt

habeu, so ist uxs evlauJ:t fiir clen Fall, tlass der zweite Faktor ei[e

formelle Summe ist, rliesellie Yorausgetzulg zu maehen, wie fiir tlelr

Fall, wo iler erste es ist, uocl also auch alarr-E

P.(a 1- B): P. a + P. B
zu setzen, untl dies selbsb nuf den FaIl zu iiherbrageu, wo auch P eirie

formelle Surrme ilarstellt.

+) Unter cler elementa,rer otler konheten Darstellung eirer AusdeL:rung vcr-

etshen wir ilas Gebiltle, welchem diese Ausdehaurg zugehiixt.

S 54, 55. Elauptgesotze der iiusseren Multiplikation.

$ ir4.

Naehriem w'ir nurl aJle bis dahin uoch bestehencieu schranken auf-

gehobeu, und ciie Geltung <1er rurltiplil,ativeu Grunclheziehung fiir alle

Ausdehnulgsgriissen theils aus dem Begrife nachgewiesen, theils durch

DefinitioDeu festgestellt haben: so gelten. sourit alle Gesetze ilieser Be-

ziehung, wie u,uctr nlle Gesetze der Additiou unil subtraktion, und es

sir1d auf iliese weisc alle angegebenel Begriffe iru allgerneinstel sinne

gerechtfertigt. wir fassel claher, nachileur wir au schlusse fieser Ent-

wickeluugs.oihe augelaugt sind, tlie Resultate clerselben iI folgeldo[

Siitzen zusammeu:

lVmn, alle Elernente ei,ner Austleltnung Qn [lrer elemenlaren' Dar'

stel,l,ung *)) eiwer wnil d,erse'l,bat, Et'zeugung urtterN\orfe,L lwuden) , das'lwisst

statt xedes Elementes eine gleiehe streclw gwetzt wird,, I dere* Anfangsalerucnt ss

xenes Eletnent ist, so ist die Gesantmtlrcit det so gewonwnett El,etnentc

die leonhrete Darstell,u,ng einer ausd,ehtxxozg, u)e1fr114, als Tlrc'il, les duge-

hot^igat, Sgstem.s aufgefasst, das Ptochirt jenet Awdchnung 'itt, dia$e Streckc

ist, wnd w'fu' nanntul d'asselbe ein tiusseres,
nterner:
Wm,m tnaru ei.ne Attsd,e}trntng mit den einfachen Talctaren' einer an-

tla'n fortsehreit'end auf d,ie angqebene Wei,se I mul,ti,pl,i'cirt, so i'st das B'e- et

scltat als Produkt jena asten ausde'lw,trg in d,,iese letde charaliler'isi,tt.

Als Surnme owcia' Awsd,eh,nwngm n-tur Stwfe in ei'tlem' Sgstente

(n {l)-ter Stufe uw'dc d,i'ejenige Awsdehnung naehganiesen, welcke h'er'

aorge:\rt, wen% rnan iwe beiclen auf ci,nen gemeinsch,aftl,ichen Faktor

(n - L)-ter Sl,ufe bronhte, rttnl, d'i,e ungl,etcken Ealctoren addirte'

Al,s Swrwne zweter Austleknungm n,-ta' Stwfe in ehr,ecn Sgstant uott'

hiikqrer ats (.n | \)-ter Stufe ergab si*h d,in fonnel,le Swmruengrbsse, uehhe

d,asjwige darstell,te, was bei aruoend.u,ng dcr add,i,tiansgesetae konstqxht blieh.
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Endl,ick als Produht ei,ner Stanmengriisse i,n eine andere (]riisse ooutde
die Summa awfgefass't, welchc lre.ntorgeht, wenn jed.es Stiictt, iles ebwt Fale-
tors tnit jedena des antl,e,rn nniltiltlic*r't, und diasa produlcte oddir.t werdett-

Die Gtiltigkeit aUer dieeer Bestimmrmgen rrurile iladurch darge-
thau, dlass fiir die Addiiion dio Grundgeeetze dergelben uud thr rtie
Multiplikatio, die Grundbeziehungen ilerselben rur Addition nachge-
wiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle Ge-
setze der Acldition u:rd subtraktiou unrl der Beziehuug der M*ltipli-
kation zu beiden hier noeh fortbestehen.

[s b]eibt uns
Multiplikation als
entwielieln.

$ 55.

nur noch tibrig, die Gesetze, welche die iiuesore
solche charakterisireu, in allgemeinerer Form zu

Y[ir hatteu oben iu $ 8.1 als tlas Eigenbhiim]iche ilieser Art rlcr
MultipliJratiou ilas Gesetz dargestellt, class ruan, wenn eia ehfacher
Faktor eines Procluktes eineu Summanden euthiilt, welcher mit eineru
der angrlj.nzeuden Iraktoren gleicharbig ist, tliesen Sunr man<len olue
Wertl ii,uileruag tlos Produhtes weglassen )iann I claraus ergab sich
($ 35r 36), dass das Produht von rl ehfachen Faktoreu stets dann, aber

84 auch nur da,. n als .u11. erscheint, wen:r I sie von einaader abhnngig
si,cl, das heisst vou einem systerne nieclerer stufe a]s trer rr -teu um-
fasst werdeu. Dies kbnnen wir ri.nmittelbar. auf nral:toren beliebiger
Stufeu atsdehrrsl, lysnn wir mehrere Ausdeh.nungeu ilann von eiu-
ander abhiiugig setzen, wen,u ilie suurne i]rer stuf'enzahleu grbsser ist
als die iles Syster,rs, welches sie alle urufasstl tlenn ilan:r wird fie A-n-

84 zahl iler einfachen Faktoren, welelre I i]rr Produkt etth[It, griisser sein
als die Stufenzatrrl des ,mfassenclen Systems, also ihr produtt in cler
That null sein Also:

Das ciussere Produkt ist nu,l,l, wwn die Ealatorm aan, einantltr ab-
hdngig si,nd, omd, hat ei.nen geltmden Werth,, wenn sie es nicht si,ncl.

Aue der Eigenthtimliehkeit iles liusselen proiluktes ergab gich uus
(S 35), ilaes zwei einfache Faktoreu vertauscht werilen dtirfen, wenn
man zugleich das Yorzeichen des Produktes iindertl clies Gegetz er-
weiterten wir tlahin, dass ein efulacher tr'aktor eine geraile arzaLl von
ehfachon tr'aktoren ohne, eine urgeraile mit Zeichenwechser tiber-
spriugeu dilrfe. Da eine B,eihe von einfachen Faktoren als Ausdebaung
erschien, ileren stuferzahl rler Axzah] jener einfachen tr'a.ktoren gleich
ist. so folgt darauo zuerst, dass eine Ausd.eh::ung von gerailer ,Stufe
eine, eiafa,chen F aktor, also auch jeilen anilern, ohne zeichenwecrrsel



B. Anwenduugeu.

S 56. Erzeugnisse der I'ortbewegung im B,aume.

Die iu diesen Kapitel entwickelten Gesetze lassen gegenwlrtig
nul eine theilweise Anrveudung auf die Geometrie un<I Statili zu, in-
derr die Suurnrengrirsse, welche zuerst in einem Syetem vierter Stufe

auftritt, hior keine Alweudurrg fi1ds1 [a:ur. [ie Anwendturgcn be-

scLLlhnken sich ilaher nur auf die erste H'riUte dieses Kapitel-< (S 47-50),
und bcstehen dariu, dass fie Gesetze, welche im vorigen Ifupitel fiir
jene Disciplinen festgestellt wnrclen, von ilrten Schrankcn befreit unrl

von einem allgerneiueren Gesichtspuukte angeschaut werden'

Zuerst ir iler Geornetrie haben wir den ueuen Additiousbegriff arif
die I'Iiichenril,ume (als Ausile)lrungeu zweiter StufQ zu tibertrageu.

Doch miisseu wir dann aar den Flfi,chenril,umeu ihre Riehtuugerr,

das hsisst die Eichtungen iler Ebene, welcher sie angehiiren, festhalteu,

+) Es liiast sic.h fies, verul d. uncl D ilie beziehlichen Stofenzahleu ilor Au-*-

tlelrnungeu -d, uud B sild, so austlrrlcken, daee ..1 . A - (- 1)"0 B ..d sei, --Wonn beitlo Faktoreu noch dulch eineu tldtten Faktor getrennt eiutl , so hiirrgt
bei rler Yertauschuag tlas Zeiehen noch vou dieseu ab. So hat rnan zum Beiapiel

A' B' C- (-11o0*oc*"o C' B' A'
Ftir die formelle Auffassung der ,,useoren Moltiplikation bemerke ich uoeh, dass

man ue Eigenthtimlicbloit, wenn einmal die multiplikative Beziehung zur Ad-
dition festgeetellt iet, auch tlulch tlas Gesetz, ilnss zwei einfache tr'aktoreu uit
Zeiche'twecheel vertauechbar seion, vollkommen hEtte charakterisiren ktjnuen.

IJem ist o. D allgemain gleich - D . a, oiler

a.b +h.(t,:0,
80 llruss tlies auch noch gelten, wenu D:a wirtl, donu ist a.a]a,a:0! aJso

2a.a:o otler a.a:0. Dara,us folgt ilaun, tlase fiberhaupt dae Produkt zweier
gloicho,rtiger Strecken uull sei, woraus cla,nn das den Begriff der Ensseren Multi-
pUkatiou charakterisirerde Gesetz, 'wie wii ss oJren ilarsfullten, herrorgeht.

Gr a ssm n:r n, Wgrkc. I. 8
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iiberspringen diirfe, uucl wiederum, dass bei Yertauschulg z'weier be-

liebiger auf einauder folgencler Falrtoreu dann und nur ilauu Zeichen-

wechsel eintrete, wenn beide vou ungeratler Sbufe sinrl.*) Dass nun
dies Gesetz auch noch ftir I Summeugrbssen gelte, ist klar, iaclem es, es

werul m&r mit deu einzelnen Stiiekeu durchmultiplicirt, ftir' fie eiu-
zelnen Produkte gelten muss, a.lso aueh ftir dereu Summe. Also:

h,aei awf einander folgatde Falatot"en si,rtd n,it od,er ohne I Zeichar.- at

xlech,$el uertausclfiiar, 1e nachdem d,ie Stztfenzaltl,en beidw Talatarm augleick

Mtgerude sind, odq' nicht.
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uud also zwei Fliichenriiume als ungleiohartig auffassen, werur clie

Ebonen, denen sie arrgehiiren, eine Yerschiedelheit in rlen nichtuugerr
darbieten, Da nuu die FlIchenrilume, auf diese Weise aufgefasst, Aus-
dehnungen zweiter Stufe siuil, so werden sich zwei Fliichenriiume, dl
sie zugleich einem uud ilemselben Systeme clritter Stufe (dem Il,aume)
augeh'r5ren, naeh $ 48 auf eiuen gemeinsehattlichen Falitor erster Stufe
bringeu, das heisst sich als Spathecke (Parallelogramue) von gleicher
Gruutlseite darstellen lassen. Die Summe derselben wird somit eiu
Spabheck sein, welches dieselbe Gruailseite hat, clessen Ebhenseite [vgl.
S. 911 aber tlie Summe iler beiilen Iliihenseiteu jener Spatheclie ist,
Ilieruac}, kann man nun die $5tze vorr del Fortbewegung (S ?8 untl 29)
allgemeiner so aussprecherr:

Bd Die geonwtrisclte'k) Summe iler Tliichenrihtrne, uelchc eine I gcbrocltcu,e

Linie bci ,i,h,rer Forlbzutegwq beschreibt, ist glcic)t, dem f,lcich.ent.aion, 20cl-

clr,en eine gerade Lini,e, die m^i,t jmer gebroclterxe?D gl)cicher?, Anfangspntnl;t
nncl Zndpunht lmt, lteschreibt, wenn sie siclt auf g'l,eiclte Weisc fortbewegt,

oder uocL allgemeiter, inilenr wir ilie Streclie vom Anfangspurrlit
86 zurrr Erdpunkt dor gebrocheuen Linie die schLiesseude Seite ilersell:en

ller]]len:

Di.e geomeh'isclte S*ynrnc der tr'liiclzcnrtiunr,e, xnelcllc eine gebrocltene

Linia bei gebrochener Ba;ltn bcsckreibt, ist gleiclt, dem Eliichenraunt,, utel-
cherz dic Seitc, el,ie die wslav sch,l,,iast, i,n einer Bahn besckretbt, die tlic
zweifu schli,eqst.

tr'iir die Beweguug iler Fliichenriiuare hat mau den Satz:
Die Swntme der liiitytwriiunte, uselclrc eine bel,iebi,g gebroclrcne Fkiclrc

in belicbig gebrochener Bahn bcschre{bt, ist 11l,cich denr, Kiirytenaruu,, uel-
c'hen dic aeometa'isch,e Sunrme ;jawr Fliiclunrtiwme (rlie die gebroehenc
Fttiche bilden) in rlu jene gely.ochaw schliesscnclar, Bulm beschrcibt-

. $ 57. Allgemeiner Begrif de6 Gesammtmomentes.

Aueh fiir ilie Statik uud Mechanik bestelrt die Anwendung dieses
Kapitels in einer Erweiteruug, welche jedoeh hier so fruchtreich ist,
dass nun erst der ganze Reichthuu der Beziehuageu hervortreteu hana.

Zuerst fie Besclrrii,nl<u:rg, welche }ei dem Gesammtmoment meh-
rerer {rii,fte in Bezug auf einen Puu}t hinzugefiigt wurtle ($ 41), f:illt
jetzt weg, und wir kOlaen ilaher sagen, uater delr Gesammtmoment

&) Dieses Ailjehtivs betlieno ich mich, wem fie zu summirontlen Grtisscu
noch uicht hinreicLentl al.s Grdsseu nit konstantor Richtung tezeichnet sind, um
die Su:uure ron der rein aritlrme[ischen Sunine zu nnterscheialen.
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melrrerer Klefte in Bezug auf eiaen Puukt sei die Summe allbr ei:r-

zelnen auf jenen Punkt beztiglichen Mornette Ye Etanden; unil zugleich

ist lrlar, ilass, wemr mflu duroh diesen Pulkt ciue Strecke a.Is Axe

zieht, das Monrent in Bezug auf iliese Axe gefurd.en wird, veun uran

111.s6 Axe in jenes erste Momert multiplicirt" Sind zum Beispiel np,

!0, .,. die Kril.fte, so ist ihr Gesanrrntmouenh Mn in Bezug auf ei:neu

Purht p gleiclr

[po]. tof) * tszl' tzdl * "';
uncl iu Bezug auf eine Axe og ist ilas Moueut derselben Kriifte gleich

loel .[so] topl * [os] .[ez). Ird] * "'
oiler gleich

[se].ue.
Dasls nun auch hier tlas Gesammtmomelt der il.netn Kr'aifte iu sr

Bezug auf eineu belie}igen Purkt null ist, beilarf wohl kaum eiues

Beweises, intlem sogleich einleuohtet, dass tler Beweis s,uf ii,lxiliche

Weise, uur uoch einfacher, erfolgt, wie der o'beu ($ 42) ftir den be-

schr'rinkteren Begriff gefiihrte. Und damit ist k1ar, wie fie sii,r.rt-
Iic,)reu obeu aulgestellten S[tze ($ 43 uuil 44) auch in dieser i Yerall- sz

gemeilernng noch geltcn Namentlich rvild der irr S 43 aufgestellte

Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden kbnnen:

Das Gesarnmtrnomart aller Baoqungen, welche den ehtzclnat, Putklctt
(eines Verctns uon Pwnkton) innerlwh eiltes Zeitrontns m,itgctheilt toerdur,

ist gletch el.em Gesamnbnommt tler sihnmtl,,iclwt, Ertifl*, wel,che rluu I't't''
ei,ne d:teser Punkta wiilwwd Xawr Zeit aotu au$at, tndtgetheilt tuu'clen, ntl

zwar in, Beaug auf jed,at' bel,iebi4m Punkt.*)

Wirken also namertlieh keine Krii,fte von aussen ein, so muss

auch ilas Gesanmtmoment aller mitgetheilten Bewegungen wiihrcnd
jedes Zeitraumes null sein, das heissb das Gesammtuoruent a,ller lle-
wegungen, welohe den Punlten einwohaen, muss in tler Zeit konstanb

sein.'rr) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveriinderliche Ebene

uuil in derselben einen konstanten trfiichenraum tlarl jene Ebene ist
es, welche La Place ilie unverS,nilerliche Ebene (pil,an inuariablc) rr6nn6,

untl welche vermittelst unserer 'WissenscLafb sich auf die einfachste

I(eise durch $umnra,fiien ergiebt Die Schwierigkeit iler Ableitu:rg nach

den sonst iibliohen Methoden iibersieht sieh leicht, wenn man rur

+) Die ilara,us hervorgehentle Gleichung verden wir spiterhin bei iler Au-
weniluag iler Difforerzitlrecbnulg auf nnnre Wbsenscha,ft darstollen; s. $ 106.

$$) Es ist dies, wie man eicL lciclrt tiberzeugt, ilas Priacip iler kougtauteu
tr'lii,chenrliume.

8*
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eiueu Bliok wirft au-f clie i:r -[,a Grangds Mhaniq,rc analyliguea,) odet
in La Place's MCcanique cdlnsfu gefuhrten Eutwickelungen, uutl auf die
komplicirteu Formeln, in welehen rlort rlie Darstellung fortechreitet.

$ 58, 59. Abhitngigkeit dor Momsnte,

$ "68.

Wir hilmten zwar schon hier tlie HauptsEtze fiir die Tlreorie der
Momente aufstellenl tla intlessen die Betrachtuug der Momerfe irrr

88 zweiten Abschnitte sich noch weit einfaeher gestalterr I wird, so .rvill

ich hier nur ein Paar Beispiele geben, um zu zeiger, mit welchel
Leiohtiglieit sieh durcL Hiilfe unserer Aralyse tlie hierhergehtirigeu
Aufgaben liisen lassen, ,::d in rvelcher Ergieligkeit die interessantesten
S'dtze r{araus gleichsam hervorsprudeh.

Zuerst sei rlie Aufgabe fie, aus tlem Momente in Bezug auf eileu
sB Punht clas iu Bezug auf eine, andern um eine streeke vou I gegebener

Liiuge *ntl Riehtung vqn lhir eutfemben Punkt zu fintleu, wern fl.ussel.-
dem rlie Gesaumtkraft (die s*m,re dol als sttecken dargestellten
K*ifte) ihrer Liinge uad Richtu:rg naeh gegebe. ist. Es seien d uud r
ilie beiden Puntte, Mo d,aa gegebeno auf tlen ersten puult beziigliche,
M, das auf tlen zweiten beztigliche Moment, lu|), lydl,... fie Kriifte,
at ! t ... ihre Angriffspunkte, s die Geeamrubr<raIt ihrer Lh,ge und r,ich-
tung nach, alao

pen, ist 
s:[of]*lzdl*....

xI, : loul .lail * [oy] lrdl * ..
M.: lraf.tdpl + lcy).ly6l * ....

Zieht man beide Gleichu[gen yon einandsr'r5, so erhiilt man, cla

lool - k.l : to"l * lafl: lofl
ist, untl so weiter, ilie Gleichung

Mo - M, : larl. ["8] * [rd] * ...) : [or] . s,
wodlurch fie Aufuabe geliist ist, uuil man hat deu Satz gewoniren:

Riiekt da Beeiehwt.gsgrunkt um-ei,ne streelec fort, so ninnmt clas r[o-
cnent tun ilas iiusscre Produht der Gesarnmthrafl hr, tliesa Strecke zu.**)

Eierin Iiegt zugleich, dass ilas Mourent dasselbe bleibt, werm jenen

*) P. 262-SCg [tr partie, sectiou IlI, S 2, No. ?_11].+t) Eie,.bei ist das wort ,, z.,unehuen " iu demeerber allgemeiuen siane ge-
ilommen, iu welcheut ma,u auch Bagen krrn, g habe u,r (_ B) zugenomr:tra, .*"io
6 darous gewordeu ist.
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iiugsere Prodult null ist, das heiest wenn der Beziehrragepunkt in der
Eichtung tler Gesammtliraft fortschreitet, otler ailders ausgedrtckt, ilass

die Montanta in l3gaug auf all,e Ptazkte, wclche ,in ehtu utzd, dw-
selben rnit da' Gesamrnlkraf't ltaral,lel,m Lhtic liegat, eino,nder glei,ch sind.

Ferner:
Ist das Monwtt in Bezug auf irgmd etnat P*ttltt nwll,, so ist I es sD

in Beaug au.f jeden andcrw Punht glei,ch, dcnt, aussaran Prodalil ds Ge-

samnfikraft in dic Abwetchung dw letrten Punktes aot?, clem, ersten.

S 5t!'

Eine audere Aufg"abe, lyelclle die Abliiiugigkeit cler l\fomeute in
Bozug a,uf Axeu, die durch tleuselben Puulrt gehen, nuffasst, i ist die, al
atrs deu lVlonrenteu in Bezug auf drei Arel, clie durch eiuen Punkt
gehen uutl nicht iu ilerselben Ebeue liegen, das Mourent in Bezug auf
jede vierte A*e, ilie durch ilenselbeu Puuki geht, zu fineleu.

Es seieu a,-bt c tlie drei Axeq .i{, B, C die auf sie beziiglichen

Momente, ua { (tb { yc, wo d, F, I Zahlen volsiellen, tlie vierte Axe,
ileren zugehiiriges Moment D gesucht rrircl.t') Dau Moment in Bezug

auf ilen Durchsohnitt der clrei Asou sei JlI, so ist nach $ 57

A : a. Mt B --b. IlIo C : c, IiI r

D-(cra+pb+yc).M,
L0een wir iu dern letzten Ausilrucke clie Klaunrer: tuf, so wirtl

D-ag.M+pb.1I{yc.M
:aA*FB*yc.

Dies Besultat in Worten ausgeilriickt:

Aats clan Momcnle* ih'eicr A*en, die tlut'ch Etnat Pu,nkt gehen, olurc

irr, Di,net Ebefte pw liegen, hann nmnc das ieder andutt, Axc, ilie dttrdt
denx[ben Punkt gekt, fmd,at; wnil zwar heryscht pwtschm den Mamentan

tliese[be YielfadearGleinlatng, toic awisdrc,n d'ett Aren.**)
Wenn eiler iler Koef{eienten null wird, so hab man ilen Satz:

Aus den, Momentm tweier Ar*n, di.e durch cinen Punld geha1 kann

uan das jednr andwn'Aae, di,a thtch drrcelban Prmilct geli,t, finden., wntl

') Dass eich jeilo Skecto im B,aume a,Is Summe aue alrei Sitcken ilarstellen
llieet, welche droi gegobanon Streoker parallel sild, iut obeu gezeigt; darin liegt,
tlass eie eich als Yislfachen*nm,"e derselben ilarstellen liisst.

t*; Der Ktirze segea sagen wir, iwischen Gr0ssen beatehc eiue Yiclfaehea-
Gleiohrmg, wenn ilie Glieiler der Gleichung lur Yielfacho jeuer Gr6eser dar-
etellsu.
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Wir werdcn splterhiu bei der allgemeineren Beha,lcllung rlor Mo-
mente &uch diesen satz in riel allgemeiuerer tr'orm darstelreu r<'dn,eu.

Yiertes Kapitel.

Aeusscro Division, Zahlougrtissc.

A. Theoretische Eutwickclung.

S 60. 3egriff dor ii,ugseron Division.
{r0 Die z,r Multiplikatiou gohbrige analytische yerhriipftirg ist die

Divisiern; fblglich wird nach dem allgemei'en Begriff der anaiytische.
Verknfipfu,g ($ 5) rlas Dividirer: tlarin bestehe*, dass ma. zu dem
Pro<lukte und clem einen Faktor ilen auclern sucht I u:rd es wird ver-
uriige dieser rrkliirung jed.er besoudereu Art cler Multiplikahion eile
il'' zugehiirige Art der Divisiou entsprechen I dlie ii,ussere Divisiou wircl
also ilarin bestehen, dass man zu tlem fi,us$eren produkt unil cleru eiueu
Falitor ilesselben den audera sufrt.

Ee ist klar, dass hier, tla die Faktoren des iinssererr prorluktcs
iu Allgemeiueu nieht vertauschbar sind, auch zrvei arten der Divisiou
zn unterseheiden sind, je nachdem nii,mlich der erste tra.ktor gegebe,
ist oder der zweite (rg1. S 11). Wir bezeich:ren deu gesuchten l,h,kior
(Quotieuteu) so, dass wir ilas gegebe,e Proclukb,4. (de, Dinide,d) nach
gewbhnlicher weise iiber de, Divisionsetric\ den gegebenen tr'aktor ,Il
(deu Divisor) u'ter derrselben setzen, diesem gegebo,en Faktor aber
eiuen Punkt folgeu oder vora,ngehen lassen, ie nachcrem cler gesuchte
Faktor als lblgeutler oder vorangeheniler rr'aktor aufgefasst roe''den soll.

Aho f bedeutet den Fa,ktor C, welcher a1s zweiter traktor mit ,B

verkntipft I giebt, a,lso weleher der Gleichuug gentigt;

,"d 3., beileutet den tr'a,ktor'r,'-;"i:ale erster Faktor mit B vor-

hiipft / giebt, das heisst der Gleichung geniigt:
C,B:A,

oder beide Bes'immungen clurch blosse tr'ormehr ausgetlriiekt:

o .*.: n, *.o - n.

zwar herrscltt awisch,an dcn Monwntett d,icselbe YtelfaglrarGleichwng, ouic
awisclwn dcn Arat.
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Hierbei trabeu wir dann nur festzuLalten, ilass, wenn die Stufen-

zahlen von cler Art silcl, ila,ss clie Faktoreu dirett vertauschbar sind,

beiile Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen I nur mit sl
Zeichenweehsel vertausehbar siud, beidc Quotienten I entgegengesetzten Or

\[er[h haben. *) Daher wird ma,n im ergiereu [alle auch ilas Zeiehen

tles Punktes im Nenler wegla,ssen li6nneu, welrn matr nicht otwa die

Division uoch ins Besoudere a1s Eussere bezeiehuen will.

S 61, 62, B,ealitlit und Vieldeubigkeit des Q,uotienton'

bq 61'

Es koumt nnn dat'auf itu, aus tler tbrrncllen Bestimrnrurg tlie

weseniliche Bedeutur:g des Quotienten zu ermitteln.

iJa ilas iussere Produiit zweier Austlehlungeu stets eine Ausrlelr

uurrg giebt, welc]rer je.ue bciden rintergeorduet sind rnrl deren Stut'en-

za,hl die SurIr[re isL aus den Stti.feDzahlen der tr'altto]en, so {olgt zrr-

niichst, tlass auch tler Quoticnt uur dann eile Ausdeh:1rng ilarstelleu

li6nne, rveln der Divisor dem Dinidend ultergeorclnet ist, tlas ]reisst

yotr clem Systeru des Dividend gauz umfasst wird; uncl dass 
'lann 

zu-

gleich tler Divisor vou rriederer stufe seirr Druss als iler Dir.idend,

tlie stuJeuzahl des Quotieuten alrel tlie Differenz ist zwisehen alereu

des Diviilenil uril Diyisors. Irr jedem a,udet[ Falle lia;ru also iler Quo-

tient keine Aus<lohlung rlarstellen, sonder'r uul. eine formelle Betleu-

tung haben, die wir vorliiufig atrl sieh Jreruheu la'ssen. Uurgekehrt

zeigt sicb aber auch, ilass cler Quotient jetlesrnrl danrr eile .A,usdehrurg

darstelleu muss, wel][ jene Bedi:rgung erftillt ist, dass uEnrlich tler

Divisor tlem Dividentl untergeordlet sei' Nitmlieh nach $ 48 kau uran

jetle Auscleluurg ,t-ter stul'e a.nf Qa - 1) beliebfe ihl untergeorilnete

Taktoren bri.ugen, sobalal aliese urr Yor oinauiler unabhiiugig siud, und

somit kann man sie auch i,tf jede geringere Anzahl nntergeordneter

T'aktoren bringen, tlas heisst sie a1s Produkt darstellen, tleeseu eiuer

Faktor _eine 
beliebige ihr untcrgeorilnote Ausdehlung ist. AIso

Der Quotiad 'i,st nw' dartn, aber auch stets clann, eine Ausdehnung,

wsnn iler Dfuisor dern Diaidattl xentergeoralnet und aon, niederw Stufe

'ist, und, awa,r ist se:ine Shofenaah,l, dann det Untersclriccl tler betdcn Stufat-

aahlat, des Diuidentl und Diuisors.

*) Da die Yertauschuag iler !'aktoron nur dann einen Zeichonweahsei er'-

forilert, rwenu beiile vorr rugerailer Stufeirzahl si.nd, das Protlukt also von gerader,

so welilen auch }eiile Quotieateu nur dana entgegengesetizten Werth haben, wen-n

der Divicleuil von gora,iler, iler Dirisor von ungerltlor Sbufe iet; in jeilom anilern

Ealle werilen sie gleichea Werth haben,
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$ 62.

!2 Es bleibt nur zu urtersuchen, ob in dienem Fale der Quotieutle eindeutig ist, oiler rnehrdeutig, und wie im letzteru rale I die Gesa,murt-
heit eeiner T[erUre gefuuden weralen kann.

.A
r:,;s sel ,. der zu untersuchende euotient, unrl .B cler Gr0sse yl

.ntergeordnet. Naeh ilem vorigen paragraprren giebt es nuu alemal
eineAusrlehnuug, welche mit ]B multiplicirt L giJt, ,las heiest welche
als Quotient aufgefasst wertrou ktr.,,; es sei c eine solehe, so dass also

B.O: A
ist, unil tiic x''rage ist tlie, ob es rosh aucrere vou c verscrr.iedeue Ars-
dehnungeu gebe, lvelcrre statt c in diese Greic]*rug gesetzt wercreu
litin:re,. Jedenfalls rniissteu dieselben vo' derselbeo 

"stirt" 
sein wie (.1

(s 61). Jede vou c vorschiedene A.sdeh'ur:g derselrre, stnfe rvird
sich, wenu x eino beliebige Griisse derselbeu stufe ist, trar.etellen
Itrsseu in der Form o + x, uucr es ist arso x so zu llestilme,, tlass

B.(c + x):,1
ist, wenn C + X auch rr.Js oiu lyerilr tles euotieuteir
soll. Mau hat danu

B.C+ B.X:.4_8.C,
das heisst

iL
E. erscheineu

3.X:O
giebt aber nac.h $ E5 uur tlas produht zweier alhiiugiger

Griissen, aber ci, solches auch allemal NuIl, folglich g;;; ;;:;.
tlem partielle, 'werth c d.es.Quotienten noorr jedo a"idera d"ou.l", ;"bh.
von ihm um eineu vo,o Divisor abhii,ugigen summandeu ,"r*.rri"auo
ist, aber anch keiae anilere. Die Gesammtheit dieser C.Or**q aJ *r,ll abhii.ugig sin{ oder welche statt X goiotzt der Gleichnug

.B.X:0
geritigen, kiin:ren wir uurr naoh der Defaitiou des Quotieuter nit $bezeichne.ul somit habeu wir

a--! 
-n 

t o
B. - "rE'

Dies Resultat kiin:ren wir in folgeuclem Satze darstellen:ea wenn der Diaisor (B) trem Di,aid,entr (a) untergeordnet uncr aonse niedqer Stufe ist, so ,at 
.der Quotiart nwr gartill, be$|wfi, I unrt arra,

ftndet man, t^ffin rna,n einm besonclere*, Wi*, (C) dcs g"ot;"oi* i*ut,dm allgerneinen,, indon rnan den unbestimm,tcn aasdntcrt einet oon dent
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Dtaisor (B) abhtingtgen, Grdsse atc jencm besgndmr Werth hi,nmaddirt,
odu es ist dann

4-:nro.*)
B. .- I .B

Auf clie Rauurlehre iibcrtragen, sagb tlieser Satz aus, dass eustous,

weul zn eiuem Spathcclie (Parallelogrnmme) die Grundseite u:d dor
Ir-liichenrauur (nebst der Ebene, der er angehtiren soll) gegeben ist,
dal:r tlie anderc Seite, die wir E0henseite genanat haben, nur partiell
bestimmt soi, untl ilass, weun ilrr Anfangapuukt fest ist, tler Oft ihres
Endpu:rktes eine mit iler Gruudseite parallole geratle Lilie sei; class

z'weiteus, wenr zu eineu Spathc ilie GruurlfliicLe uutl.tler I(6r'perraum
gegeben ist, die antlere Seitc (tr0lienseite) nur parbiell bestimmt sei,

untl cler Ort illres Endpunktes hei festem Anf'augspunkt eiae mit der
Clrunilfliiche parallele Eheue uei; rnd dass entllioh, rv^eun zo eiuem
Sprthe die H0heuseitc rurtl ile.r Kilrperraum gegebeu ist, die Grund.-
fliiche par"tiell bestiurmt sei, inilem dieselbe als der verilnder'liche ebeue

Durchsclrnitt, eines Prisuras, dessen Kanteu tler l[bheuseite parallel
sincl, erscheint

Dies letztoro beda,r'f eiles Naehweises. Ist nii,irlich eine Gruld-
fliiclrc als besondere.r'Werth jenes Quotientetr gefrrnden, das heisst giebt
sie wirllich mit cler gegebeneu Hilheuseite iiruserlich urultiplieirt deu

, ,. r,..gegebeuth K0rpen'luur, uld stellt man sieir iliese Gmndfliiche iu Forur
eines Spathecko yorr so rrild ruan jodes antlere Spatheck, was mit tler
gegebeneu Ebheneeite iiusserlie,h multiplicirt dassolbe Produkt giebt,
tladurch aus denr elsteu gewinnen, dass man d.en Seiten des ersten
beliebige urit der lliihenseite parallelc Sumuancleu hfuzufiigt, woliu
claua iler ausgesprocheue Satz liegt.

li 63, 6"1. Ausdruck ftir den oiadoutigon Gluotienten.

$ 63.

Aus ilem Satze tles vorigen Paragrapheu ergiebt sieh, ilaas ua,n
die Gesotze der arithme|ischeu Divisio[ nicht ohne weiteres auf I unaore 94

Wissenschaft tibertrageu kbnne, namenUich dass man im Dividenil I una o+

Divisor nielt gleiche Fakforen wegheben dtirfe. Aber tla iiberhaupt
die Bechn"ng mit uubestimmten, weun aueh nur partiell uabestimmteu
Gr6seeu, na,rnigfaehen Schwierigkeiten uaterliegt, und in der ander-

") Es iet elies uubestinnte Glieil sehr wohl zu rmgleicbop mit der urbe-
bestimmten Koastarter bei tler Integration, u,nil das eigentLfimliche Yerfahren,
velches daduroh herbeigefiihrt wild, ist hier ilaeeolbo wie dort. +r)

+*) Yorgleiche die Anm. zu S. 39 und 43. (tS7?.)
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weitigeu Aualyse des Endlicheu nichts vo llrommeu e*tspreeherdes
fiudet, so ist es am zwcclin-*issigsteu, cliesen unbestirnmteu Ausrlruck
dure.h bestiurmte Ausilriioke zn ersetzen.

Es ergiebt sich ,iinrlich, ilass iler euotient ei,, bestinmter ist, so-
ba,ld clerselbe sei-ner Art nach gegeber, das heisst das system gleicher
Siufe hestimmt ist, dem er angehbren soll, vorausgesetzt nii,rli6\ da5s
clies System von dem des Divisors unabhiingig, dem Systeme tles D!
viilend aber untergeord-net sei. wird fiese voraussetzrmg erftirlt, so
ist in cler That immer oiu, aber auch uur Eiu W'erth des euotienteu
uriiglieh, 'welcher i* clom gegebeueu systoue liogt. Denn denrrt ura,u
sich irgeud ei-ne'ttiesexl systeme gloichartige ausdeLnung (c) mit deu
Divisor multiplieirt, so wirtl das Produlkt tlem Dividenil gleichartig
seir, also auch ilureh Yergrtisserung otler verlireilerung jener Aus-
dehnung (c) de^ Dividend gleich gemacht werilen kbnnen, wobei diese
-4'*eileh,u.g (c) selbsi sich als Quotient rlarstellt. Aber auch ,ur rin
solcher werth des Q*otienten rvird hervorgehen Es sei uiiurlich o
eiu solg,LerWerth cles Quotient., o', so tlaas also B .C: A istl es

vern*udle sich C i* eirr"e ihm gleic)rnrtige Gr0sse Cf e, vo e nicht
gleich Null ist, so'hat man

B .(C + C,) : B. A + B.Ct: A{ B.C,i
es ist also 3.(C+Q).icht gleich,{, <la B.C' weil beide Faktoreu
nach der Yoraussetzung von einaud,er uuabhfi*gfu sind, uicht Ntll gcben
kauu. also jeiler antlere mit c gleicharbige werilr genitgt statt c ge-
setzt nicht der Gleichung

D.C-A,
ilas heisst, kau' nicht als eiu TYerth des euotiente, ,l a*rgefasst
werdenl also giebt es nul eiueu solc,hen,

Dies nesultat kaun man a*ch so ausdtticken: Wenn zwei gleiche
Produlrte eiueu gleiehen Faktor haben, u*d d.er andore Faktor iu beiden
gleiehortig, von dem ersten aber u:rabhii,ngig ioi, so ist auch ilieser iu
beiilen gleich.

95 Es komnrt nun darauf an, ftir diesen bestimmten euotienteu eine
angeuressetre Bezeichnung zu finilen. Es sei ? iter Diyideud, -4 der

os Divisor, B I eire Grdsse, weleher der Qootieut gleichartig sei' sol!
-4 unil B seien beitle dem systeme ? *ntergeorilnet, aber vo. ein-
ar,niler. uuabhH,ngig; ilan" wirtl .P sich als proilukt von l, in .B, wo
A, mit I gleichartig ist, darstellen lassen, der euotient wird also

ar.B
A
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seiu; ilieseu hbnneu wir, sofern er rnit B gleichart'ig sein soll,
liiufig ruit

A

bezeicluen. Also "r-L Il soll die nit B gleichartige Griisse 3
zeic.b:ren, rrelche der Gleichnng

geuiigt.'') 
A''B:A'Bt

u;o

123

vol'-

be-

. $(j4.
Urn lnn ilie Bedeutung dieser Ausdriicke auszumitteh, Inbeu wir

die yorbiudung eiues uncl clesselbeu .A.usrlmcks i f *it verschiecleueu 00

tlrirssen zu uut ersuchen.

Zuniichst ergiebt sich, dass, wenn At B, C aon einander wtablttingig

.sirlrtr, und

ist, tlarn auch allenal

seiu nnsg. Denu aus der erstet Gleichmg hat urau uach iler Defiuibiou

AI ,B:A'8,'

*,) Dio Bezeichlung liauu keiuc Zrveideutigkeit hervorrufen, drt, rvir l.risher

noch nicht eiuen Quotieutea z,rveier gleiehartiger clrdusen kennen golernt haben.

Dnbei breibt vorriLufig uneutgchietlen, ob ir diescr Bezeichnung { in tlc. ltlrat-,4

ala Quoticnt unil ssino Yerbindurg mit -18 nls Mulliplikation a,ufzuflasscn sei; tloch

rvircl die Angemessenireit cler Bezeir,hnuag erst elsun l{a,r. werden k6nnca, rvenn

rvirklich jene auffassulg sieh herausstellt. Dureh eiueu seitenblick auf rlie ZaLlen-

lelrre, nit welcher hier urisere WisseDseha,{'t ir Ber"tihluug tritt, ohue aber von

ihr Siitze zu entlefunen, leuchtet, eiu, tlasr wenn "d. ein Yielfaehes vou 'd ist, aqch

B, ein oben eo Yielfaches von B scil miiesc, u-nil tlass also, wena wir *ttt {L
die Zahl veratehen, wclohe aogiebt, ein Wiorieifaches /., von -d eei' ilann .B, in

t
iler Form f B dargestellt werclen ktinne. Alleiu eo einfach iliese Aawoutlung

iler Zahlenlelre auch geiu mag, so diirfeu wir sic hier nicht auheh-en , ohne

unserer lMissorschaft zu echadsn. Auch wrirtle sich iliseer Yernr,th e,n unserel

wissenschifb baltl genug riichen ilurch tlie mandgfachen verwiclielu:rgen unil

schwierfukeiten, in tlie wir selrr balcl ilurch rlen Begrifr tlcr Irrationa,lith[ getathen

wtirclen \Mir bleiben daher, ohne uns alurch tlie betr:flgerinchc Auseicht auf eiaet

bequemen Weg verloeken zu. laosen, unseror \fieseuechaft getreu.

*o:=o,
a; c:B;c
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uxal sotzt -* + C - C' so ist

41. C - A.C,.
Multiplicitb men alie erste dieser Gleichungeu mit C, die zweite rrit
n (auf zneiter Steflo), eo Lat mau

A B
B

C A Br.c,
8,C.,

l.

l.A C A
iulso auch

A.Br.C:A.8.C,.
Da :run B, . C ruiL -B . Q gleie}artig ist, unil der aadere Fahtot (.1)
sowohl, als das -Produkt auf beiden Seiten gleicL ist, ro rnuss (S 63)

rrasheisst 
BL'O:B'G"

B :1I C c1 CB -t

s7

seiu. Also weilr

o4B:n'
ist, so geben tfie Ausdriielie f "ud ] "rt jetler beliebigeu von .4. .B

ulabhiingigon Grbese verbuuden dasselbe Resultat.
Aber wir kbr:rsr mm zeieen, dass dies aueb daun noch der FaIl

sein mtiase, eoerut beide Ausdriidrc uxii eitxcr Grdssa C oarbunden, sinrl,
sueleh,a nM' aut. A unil tnn B rutabltiingig ist, ohne ntgleieh uon dent
P.rod,rilete A.B zmabhtingig ea sein.

Zunii,chst erweisen wir dies fiir cleu FalI, rlass C eiue Streche eei,
ilie wir mit c bezeich:ren wollen. Is sei also

.Ar._.,
A"-"t

oder
A*c:A.c*

wo c zwar von /. und B umbh?ingig, aber von 1 . B abhiiogig sei.
Um nu:r zu zeigen, dass tlann, we:rn

4,, -oA"-ut
ist, auch

B, A..
7ic:ir:r'

sein miisse, sochen wir den Falitor c durch Einzuftigung eiuer von
.4 ..B unalhii,ngrgen Strochs p selhst davou u-nabhiingig zu machen.
Man erh6,lt dann statt L,.c den Ausalruck A,..(" * trr); diesem wird eiu
Ausilrucli gleichgesetzt werden kOnnen, dessen elster Faktor _,4 [ist], und
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desseu zwsiter mit (c f p) gleiehartig ist unil also als Suume zweier
urit c und 2 gleichartiger Stiicke tlargestellt werden kann. Es sei der-
selbe c, * p' so hat man

A,.(c * P): A.(r, *-t,).
Multiplicirt ruan diese Gleichuag mit p, so erhfi.lt urau I

Ar.c.g:1.cz.p
oriler, ila Ar.c - A. c, ist,

A.rt.p:A,cz.pt
untl ilaraus folgb, da fie entspreehendeu Foktoren gleiohartig siutl,
uaelr g 63 ilie Gleichug 

ct : cz.

Ftilut rnan dr,her statt c, dlieseu Wer[h c, o'beu eiu, Bo erhiilt marr

/'.(r*p):A.(4*pJ.
Und rla nun ,) vott .r{ . B uuabhii,ugig wnr, also aucL (c f 2) tlavou
uuabhiingig ist, so k0lnen rvir nu:r das oben orwieseue Gesetz au-

wenilen, dass
.B,.(c *t,) : Ji. (a, f 2,)

istl also auoh, mit p ruultiplicirt,
B, . c .7t : B . cr .lt i

unil ila hier tlie entsprechenden Faktoren gleichattig sinil, so lrat man

Br.c:8.c,otler 
+ r: cr: + c

q,uch tlan:l uoeh, wemr c von A. B abh?ingig ist.
Nun kiinnen wir ilies Beeultat leicht ausilehueu auf deu Fa[ dass

die Ausdrticke f uud 8f,, *"l"he der Gleichung

+B:Bt oder d.B-A.B, os

entqprecheu, urit einer beliebigen r,an A irnd von 3 unabhiiagigeu 93

Grbsse lriiherer Stufe C verbmden sind. Es sei C-e,i|,.e..., sa

llsst sich jede mit C gleichartige Clriisse Q in der Dorm c,.d.e...
ilaistelleu, wie wir sehon aD. mehreren Orton gezeigt haben. Ist also

A, n ?t ^r-- . t1AU:C, oiler A1 ,C:A.C,,
so hat 'n, nuu tlurch jene Substitution

Ar. c. d.e... - A. rr. d. e...,



126 A Abscha. I. Kap.4. Aeuesere Divieiou. $ 6{-C0.

woraus, vermbge dor Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (g 63)

Ar. c: A .4,
somit auoh naoh dem soeben erwiesenen Satze

Br.c:8.r,
also auch durch Wierlerlolung rlerselben Schlussreihe

\.a. d. e... : B .rr.d.e...,
das heisst

ocrer 
B* c: B ' cl

$c:c,:*c.
Wir haben eomit den allgemeineu Satz bewieseu:

lYewt
A
A

r.:sf, so ist autk in Bcoug auf Xula Griisse C, roelclo aon A und, aon R
wnabktingig ist,

C
B

C
1J

I B: lt,

.Lr

A

A B:BA

i*t, ilie Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind,

99 die Ausdrne*e f urra f tlnter obiger Voraussetzurg selbst I einand.er

gleichzusetzeu, und clatlur.ch ilen Begrifi, den diose Ausah.iicte au sich
haben, zu bestimmen. Also

9,J Wenn

oder Ar.B:A.8, ist (A und B uoru ei,nander unabhrhtgig gadacht),

$ 65, 66. Begriff des Quotienten zweier gloichartigor Grtisesn.

s c5.

Da uun iler Begriff tler Ausdtiicl(e j' rrod f oo, bestinmt ist,

sofer:n sie mit Griissen verlrurileu sind, die von -d uud 3 rurabhii,ngig

sintl, uutl fffr jede zwei solche Yerbindungen, in welc,he 4j *rO i'
mit ilerselbon Griisse eingeheu, unter der Voraussetzung, dass

*o:o,
so setden wir

* a,r^ 2'



s 66.
Zuerst ist

a;lt,+q:4;b++,.
N?imlich !tt, + c) ist eirae ruit b f c gleichartige Strecke, welche

sich ilaher auch ill I StticJcen arrsdriickeu lasseu muss, die mit b utd' c 1oO

gleichartig sind l es seier dies l'. ulil c,, also

(1) !o+c):b,*c, 1oo

oilet
l,'(l * c): A.(t', * c,).

Degtiff clcs Austlrucks f . fiI

Bu jsf lr'lar, wie hierdurch die Beileutuug ,oo f -A auch ilann be-

stinrrirt ist, wean B vot A abhii,ngig i'st; eleun rnan hat uur eine l[iilfis-
grbsse C anzuuehnten, welche vou -.4. und 3 '"a'bhiingig ist, uud C,

so zu 5estimuen, dass nach der angegebeueu Defurition $ sleich ist

f , so i*t dutcb. Sultstitution cle's Gleiehel

! n:e;,n,
uud clarlur.sh auch iler Begriff iles ersten Ausdruclis bestimmt' Nanrelt-

lich ergiebt sich tlaraus, tla'ss

*n:n,
ist. DeuD ilirmut ruou ei]le Htilfsgr.bsse B, welche von .4 uuabhiingig

ist' utrd eebzt 
* - 

lu , .

dns heisst

*n:n,,
so uruls oue,h nach cleu allgeureiuen Begri-ff des Gleichen

*=n:!i n
seiu; iler lctztere Austlruck ist aber, wie wir soe}eu zeigdeg, gleich l,,
also auch der erstere, was wir zeigerr wollbeu.

Ifie,raus uu, folgt zugleieh, class der Austhuck * ,t Quotie,b

aufgefasst werclen h0rute, sobalil seine Yerbiuclurg uit antleur C*ri5sseu,

wie wir sie bislrcr besclrrieben, als Multiplikation da,rgethau ist, dns
.heisst 

die Beziehung jener Yerlinilung zur Atldition uls eiue uulti-
plikative naehgewiesen ist.
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Man multiplieire iliese Gleiohulg mit c, so hat man

Ar.b.c-1.br.ct
also aucl vermlige der Gleichartigkeit der Iaktoreu

A, .b : A.b, oder *O:0,.
Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multipliliation urit 0, dass

A
A

ist; substituirt mau diese Ausdrticke ftil 1,, uutl c, iu die obige Glei-
chung (1), Eo hat man in cler T,'hat

* <u+ q: +b + +,.
Es ist dies nun augzudehnen auf den Fall, tlaos statt D u:rd c

Ausdeh:ruugen hiiherer Stnfeu B uLril d eintreten. Die Summe der-
selben giebt nach $ 47 rur danl eino Austlehnung, wonn beicle Aug-
cle}nnugen lr-ter Stufe sich auf eineu gemeinsohnftliohon Falitor
Ql - l)-ter Stufe briugen lassen. Es sei daher

Darursei 
B:b'D' c:e'E'

*r:u,, *,:,,,
also

. AL. (6 + r) - A . (b,l c,),
so ist auch noeh, weuu urau diese Gleichung mit Z multiplicirt,

. A,.(6 * c).8: A.(b,! c,).8
otler

_ A,.(b.E * r.E): A.(b,.8! e,. E)
oder

7(2) #@+Q:b,.8{e,.8.
Es ist aber, weuD mau clie Gleichungen, ilurch welche I.r, uncl c, be-
stimmt wurile4 iu Ptoduktforu darstellt unil mit Z multiplicirt,

also
A'b. E : A.b,.. E; Ar.c.D : A. cr.E,

c

707

ror untl auf tlieselbe Weise
!s:u,-a
lc-c,.n.

Diese Ausdriicke ftir 1,,, . -E und cr. E in ilie obige Gleiehung (Z) sub-
stituirt, ha,t ma^n

*to+q:+n+ oLc.
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Gilt nun die multiplikative Beziehung filr reale Summeu, co #lt -
sie auch fiir formale, weil iliese ihrem Begrift'e nach rrur ilurch jerre

bestirnmt sinil; da n'rilrlich ilann B f C keine AusdeLuung darstellt,
so hat auch

A

uur die formelle Becleutung, <lass es

,1r 3+ A

A
1 (B + r')

L

lL : & .l't t

gewimeu, gehel
yolr eina[(ler uI]-

(:i A

gesetzt \yer'ale. Es gilt also rlie multiplikative Beziehulg {lir iliese Aus-

,lrti"t. (r! , ...) ,Ug.-ein, unrl ihre Verherip{iurg, wie wir sie aul'-

gefaost habeu, ist als wahle Multiplilratiou zu fasseu. AIso ist auclr

{L selhst ein rvahrer Quotier:.t *).

$ 67. Proportion.

Utr eine auschaulichere Iilee rles Quotienten zu

wir zunEchst vou Strreclieu au$; es seierr rr uud I
abhiingig, und

oaler .rl .

so hat mar aus tler letzter Gleielmug

er.b*br.tt-(),
oder dn ulau dem z.weiteu Fahtor Stticke hinzufiigen dr,rf, die tlen rrr3
erster gleichartig sind,

., . (a f l') + l'r. (a f b) : tt, 10?

(", * tr,) .(a{b):rt,
c'las heisst 0, f D) rmcl (o, f Dr) sind gleichartig oder kburen als
TLeile desselben Systems erster Stufe autgefasst werdeu. Nach der
h'zeugurgsweise tles Systems erster Stu{e muasten ila,rn a, utd D,

enbsprechende Thoile von a u-nd D sein. Schreibt man nun die ur-
spriirgliche Gleichulg alc Proport'ion

arzd,:br:b,
so golangt marr zu ilom Satze: Yier Streeker steheu il Proportiou,

6) Da tlie Stufenzahl des Quotienten ttie Difereaz iet z.rvischea den Stufeu-

zahleu cles Diriilentl urii Divisor, so iet 4j als Ausdelurunga-Grosee nullter Stufe

zu f&eseu, war auch ilaurit iibereilstimnt, dau, rvenrl eine Aurd.elrnurng mit ihr
multipiicirt wird, sich deren Stufbnzahl nicht lndert.

Gra3so.surr | ''rvorko, I. I

ur

l)

(,
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wenn die erste vor der zweiten del errtsprechende Theil ist, wie die
ilritte vou der vierten. Nach ilem Begriff tles Quotieuten zweier gleich-
artiger Grtisseu bleibt der Werbh desselben u:rgelindert, wenn man
Dividend und Divisor mit derselben unabhii"ngiger Ausdehnung multi-
plicirt, deu Quotienten erweiterbl niimlich wenn

ist, oo ist au.ch

also

a,!.b:a.Zr,, also
o,

ar. E .b:-a.E .b'
{lt

a.E ,al so q

&tb I

b

ar. E b

b

Sourit kann mar auch jed.es Veriiiltniss duroh eine beliebige Aus-
rlehLnu:rg erweitern. Nun kiln:ren wir sagen, dass a, , Z von a , E der
entsprechende Theil ist, wie &r Tor a, u:rd somit haben wir cleu all-
gemeineu Satz :

Yier Griissen steheu in Proportion, wenn die erste von der zweiten
der entsprechende Theil ist, wie die dritte vou der vier[en.

$ 68. Zailongrbsse, Prod.ukt derselbon vnit einer Auaclehnungsgrbsae.

Wir ]raben nuu ilie Verknitpfungen fieser neu gewormenen Gr'dssen,
die wir Zahlengr'dsscn Dernen, sowohl unter sich , als mit den Aus-
rlehnuugsgrbseen darzustellen.

Die uultiplikative Yerkniipfung derselben mit tlel Ausdehnuugs-
grbssen haben wir dargestellt, ruil ilre Beziehuug zur Addition ge-
siehert. Wir haben nuu die rei:r moltiplikativen Gesetze dieser Yer-
kniipfuug, das heisst fie Yereinbarkeit und Yortauschbarkeit der
Faktoren zu untersuchen- Es ergiebt sich, class maa in einem ii,usseren
Proilukt, worin Zahlengtbssen vorko-merr iliese jedem beliebigeu Fa}tor

Io3zuordnen I kaun, ohne den Werth. des Resultates zu inilern.

In der That ist, ? ** r bezeich-net,

rol a(B.C):(uB).C.
Den-n es sei a.B oder 9r 3: Br, oder

ot.B:a.Btt
so hat man durch Multiplikation mit C

at.B-C:a,Br.C;
also aueh nach aler Definition
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*rr.c):8,.c,
oiler

a(B.C):(uB).C.
'Was die Yertauschbarkeit a,nbetriflt, so isi die Bedeutung des

Ausdnrcks Au, wo A eirr:e heliebige Austlehluug, a aber eine Zahlen-
gr6sse ist, noch nioht festgesetzt; uncl wir kburen diese Betleutrurg
nach der Aualogie bestimmen. N[mlich, cla die Ausdehnuugsgrbsse
nullter Stufe a1s Ausdehnulgsgrbsse von gerader Stufe ersc,heint, eine

solche aber in ei-uem d.usseren Produkt beliebig geordnet werden dar{,
so hbmren wir feststellen, dass unter La ilasselbe verstandeu sein solle,
wie u:rter a./-, woraus daun folgt,

dass die Btall,ung ainer Zaltlengt isse inner'halb emes iiussercn Pro-
duhtes ganz gleichgiiltig ist.

XIas endlich den Quotienten einer Auetlehnung tlurch eine Zahlen-
grbsse betrifft, oo ist desseu Bedeuturg aus dem allgemeiuen Begriff
der Division sogleioh klar, uud die Eirdeutigkeit ilieses Quotierteu, so

lange iler Divisor nicht null wir( ergiebt sich leicht. [n der That, es sei

x u
ar'

und wir halren oben gezeigt, dass es nur Ei:reu ^it 4 gleichartigen
\[erth X giebt, welelier dieser letzteu Gleichung gentigt, wiihreud jeue

Gleichartigkeit in den vorhergehenilen Gleiehuugeu ausgesagt ist.

S 6f), 70. Produkt mshrerer Zahlongrbason

. 960.
Zu dem Begriffe dee Produktes u.ehrerer Zahleugriisseu gelangeulal

wir vom fortschreitenilen Proilukte aus.

Setzen wir das Produkt

(1) P .o|y . ..: P*
wo die Austleh:rung P mit deu Zahleugrbsse\ a, fl, y, ... fortschr.ei-ro*
tentl, tlas heisst so multiplicirt werden soll, dass clas Resultat jetler

frtiheren MultipliJ<ation mit tler niiehstfolgenden Zahleugrbsse multi-
plicirf wird: so entsteht die Aufgabe, ei:re Zahlongrbsse zu firilen, mit
weloher ? multiplieirt sogleich dasselbe Resultat P, gebe. Zu dem

S+

B
a

wo a von E unabhlngig sei, so hat nan

aX:.B, t*:O, a.X:a,.8,
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Eude seien d, F, lr... ilargestellt in den Forruen

at Bt cl

Fio d&ss P, A, fl , (', ... alle von eiuanaler unabhiingig seien. Multi-
plici't man ilnn:r beide Seiten der obigenC*leichrug (i) nrit 4.8.U...,

mau uach dem vorigeD Pa.ragraphen die Zahlengrbs*en
. . oder

at B1 c,
A' Bt or "'

jedeur beliebigen dieser Faktoren zuoldneu, nlso arch

weiter, und erh[lt dad.uroh

P . 4. Br. C,... : Pr. A.-B . C....
Also ist, ila P, dem P gleichartig ist, naoh der Defi::ition des Quo-
tienten

P ? A 8,.C,
A.R.C

Somit haben wir clas Gesetz, dass

A.B,T
io5ist, Nimmt man nur eine Ausdehnung 0 zrr I Btilfe, welche

CriA

so kann
u,fr,!,.

von .tl .B.C .

u:rabhiingig ist
Grbssen gleich

! auo. -rl, unrl so

p n. 4 c, ... :, a,'8,'v, "''a B c ' 4.8.u...
ist, zuniichst zrtrar uur', wenn ? tor A , 1] . C. . . uuabhri"ugig ist, aber

demniiohst auch, wonn P hiervou abhii,ngig ist. Um dies zu zeigen,

stellen wir zuerst ilie Zahlengrbsscr e, 0t y, ... oder die Quotienteu

+,... inneueuFormeu(+, )dar, so ilass P von A.B.l-... un-

abhiingig ist, so werden wir uu:r ilas obige Gesetz arwendeu kbruer,
und eiue Zahlengriisse g erhalten, ruelehe statt der forlschreitenilen

Faktoren +,.^. (oau. f,...) sesetzt.werden kannuntlwelehe gleich

A1 -Br.rr...

als auch von dieser neue!. GriiBBe A. B

so ergiebb sich Q"Fy ... vetmbge der

A 8,,C,

sowohl
.r...
erstetl

a A.B ,C

Qp.

ar.Bl .cL

l'

verm6ge cler zweiten aber gloich

106

Also ist
() A,B.C
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Ilisrutte gehen sogleich zwei ftir die VerL:rtipfuag der Zahlen-

grtiseen htichst wichtige Folgerungen hervor, uiimlich erstens, dass,

weurr fiir irgentl eine Grtrsse .P ilie fortsehreitende llultipli]*rtion uit
nrehreren Zahleugrtissen d, F, 7,. -. ilulah die Multiplikation rnit einer

bestimmten Zahleugriisse q ersetzt wird, dies aueh filr jede auilere

Grilsse gilt, die statt, P gesetzt wird, indem niimrlich der fiir g im'
vorigeu Para,graphen gewonuene Ausdruek gnnzlich u::abh5ngig ist vor
P, und. lru! vorr den Zahlengrbsseu a, p, ... abhiiugtl zweitene ilaos

tlie Zahlengrbsseu auch beliebig unter sich vertauaoht werdeu kiinnen,
weil man in dem Produlit

A.Br .. .

A,B ...
im Zil,bler und Nertuel gleiche Vertausehulger Yollehrnen kaun, iudem

datlurch ia beiclen gleiche Zeichenfi,nderu.ngen, also ftir ileu Werth des

Quotienten gar keine hervorgoht. Die erste fieser }'olgenrngen be-

rechtigt uns, das Proitukt aPy ... selbst gleict g zu getzen. Also:

Unter clem Prod,ukte uwhrerer Zalilatgrdsscn ist dieienige Zahlat'
grtisse zw oersteh.etu, wcld* 'tn ihrer Mwltiplilcation rnit irgotcl eittet Aus-

delr,nung dasselbe Rcw,ltat l,iefert, als wcn* | diesa Ausdehnwtg fb:rtsclu'ei- tol
tarcl ntit den, Taktnren ienes Pro&ilates rnu'l,tiyi,iedtt utird,.

Eiernach ist a.lso, werl ,{, B, C, , ' . vou einantler uuabhri,ngig sild,
a, B, o, ..,:ABC

at.Bt,ct..,
1061..8.C...

Die rrveite Folgeru:rg, tlie wir vorher ableiteten, sa,gt nutr aus, class

man Zahlengriissen als Faktoren unmittelbar vertauschen k6u:re.

$ 71. Gteltung allor Geaetce &ritbmotisoher ffultiplikation und
Divisiou ftir die Zohlongriiseen.

Um nun ilie Gettung aller Gesetze arithmetischer Multiplikation
und Division (t. $ 6) ftr fie Zahlengrbssen nachzoweisen, haben

Ploilukt mohlerer Zahlengrdsaeu. 133

Nuu rvar aber
P.ofry...-Pg

vermbge der zweiteu Reihe vou I'ormen, algo ist anch verurilgo iles

geftrndouen T[erthes fiir g

P f, Bt C' ... : P AL !.4r-.-t-.. 
t^ ,I B C ' A.B.C,..

Es ist also tlas obige Gesotz in seiner gauzen Allgemeinheit bewiesen.
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wir uoeh die Einrteutigkeit tles Quotienteu {, *o I*rg" a nicht null
ist, darruthun.

Es bedeutet uach der allgemeiuen Definition analytischer Yer-

lnripfungen j aielunig" Griisse, welche urit a multiplioirt p giebtl es

sei nun ay gleich p, so haben wir zu zeigen, dass, werrt zugleieh a2l
gleich p sei, y nothweudig gleieh y' sein miisse, vorausgesetzt noch
immer, dass a nicht null sei. Es soll also, wenn "4 irgentl eine Aus-
clehnnng vorstellt, vorausgesetzt werden, class

/.8-A(ay):a(oy)
sei; da man a,ber nach dem vorigen Paragraphen statt mit deu Pro-
dnkte, mit den einzelnen Faktoren multipliciren kanu, Bo hat mau auch

(Aa) y : (-.to) y'.

Nun haben wil aber bei rler Defilition der ZahlengrDsse festgesetzt,
class zwei Zahlelgrbssen, wolche mit dersrrll:en Ausilehnuug multiplicirt
gleiches Resultat geben, auch ale gleieh betrachtet werden mtssen.
Ist nun a nioht null, so tst Au eile wirkliche Ausdeluung, also nach
der angofiihrten Bestimnrung ,/ : y , d,as heisst der Quotielt zweier
Zahlengr0ssen eindeutig, so lange der Divisor nicht null ist.

Da nun auf der Yertauiichbarkeit und Yereinbarkeit der tr aktoren,
wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienteu iu dem angegebeneu
Umfaage, alle Gesetze arithm6f,isp6sr MultiplikaLion und Division be-
ruheu ($ 6), und dieselben Gesetze auch Iiir die Yerlortipfung tler Zahlen-
gr'dssea mit den Ausdehnungen gelten (S 6s), so ergiebt sich, dass

707 al,le Gesetoe @'dthmetischq Mwlti4il,ilwtiom, ltnd Diai,ston fiir die I yer-
kni,ipfung der Zahl,engrdssen wnter si,ch wnd, nri,t clen Awsilehnu,ngsgtt)ssen,
gelten*).

10? Hiertlureh ist nun zugleich tler wesentliche Zusammenhang zwische.n
der ariihmotischen und der iiusseren Multiplikation dargetha,n, inilem
jene als specielle Gattung vor alieser erscheint, fttr den Fall n?imlic\
ilass fie Faktoren Ausilehnungsgrbsser uullter stufe sind. wir beilieneu
uus tlaher ftir die Multiplikation iler Zahlengrbssen beliebig balil des
Punktes bald des uumittelharen Ausina,nderschreibons, indem das letztere
uns oft bequem ist, um ilie Kammern zu ersparen und dadurch die
Uebersicht ru erleichtenr.

*) 'Wir entleh:ren tlabei nichte aus iler Arithmetik, als uur den Namea, in-
ilem wir die Gesetze clieser Yerlcrtipfu.ugen ia tler allgemeinea Formealohre g 6
umbhi,ng;g dargethau halen.



Division und Adttition zw'eier Zahlengtdesen.

$ 79. Addition der Zahlongrbssen.

Um zur Addition zweiet Zahlengrbsseu (a uail p) zu gelaugen,

haben wir zunii,chst den Ausdruck

eC{pC-C, I

zu betraehten, unil die zahleugrbsee zL1 sucheL, nrit welcher c multi-

plicirt werilen muss, danrit tlerselbe 
'Werth 

Q hervorgehe'

Zu dem Entle seieu a, p tlargestellt irr den Formen f und f ,

wo4YonCunabhiingigsei.DieobigeGleichungverwa.rrtleltsich
dann in

Tc+!r::c,
und dureh die Multiplikation mib a in

or.C*or.(.! --a.C,,
otlor (o,*or).C:a.Crt
also

{r: o'Io, c-

\Mil haben Bomit ilen Satz gewomen, ilass

Tc+lc:o'In',
sei, untl zwar znnichst nut, wenn a von C uuabhS'ugig ist; aber auf

dieselbe w-eise .wie fu s 69 liisst sich dies auf den FaII der Abhangig-

keit augdehaen.
Aus aliesem Satze uun geht hervor, tlass, wenn

aC t BC: yC

i-et, tlanu auch, weil der Ausalruok ftir 7 nur ron c und p und nicht

,oo c ouuzi,ogig ist,, ilieeelbe Gleichung ftir jaiten Werth von C fort- ros

bedeht, 
"na 

au.i" Iiegt ilie Berechtigung, in iliesem Ealle a { p gleich 7

zu setzen. -AIso wir setzen

weDn

a* F:v,
aCf pC-yC

ist, wo c irgenil ei:re Aueileluung bezeichuet; das heisst, nach der De- ttts

finition ist aCtfC:lai_fr)u.
UmnundieseTerkniipfungalswahreAdfitionuachzuweisen,

habeu wir fie Geltung der ailditiven Grundgesetze unil der aililitiven

Beriehung zur Multiplikatisu ilarzuthuri'

i35
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Zuerst liegt tlie Yertauschbarkeit der Stticke ilirekt in der De-

fiuition, da auch die Stiicke cC und pC vertausohbar sild. Um die
Verei:rbarleit, der Stiiclie nachzuweisen, gehen wir darauf zuriick, dass

(aC I BC) + yO: uC +(pa * yC)

ist; diese Gleichung verwantlelt sieh, weun ma,n das ia tler Deffnition
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweirnal s,nwendet, ix

t("tf)*y)c:["*@*i7c,
woraus folgt

("+f)*y--"*(.{t*y).
Entllich ist aueh das ltesultat del Subtraktiou eindeutig. Denn wird
der '\[erth von B in tler (*leiohung

d+p:y
gesnoht, so erhalten wir, wenn

a:!\, fi:?, y:oi,'
gesetzt wird, na,ch clem obigen die GleicJrulg

oder 
a' { a' - au'

d'z: a\- /.It'

Aleo hat a, einen bestimmhen Werth, also auch ': od,er B, das heiest

y - a hat nur Einon Werth, das Reeultat der Subtraktion ist eindeutig.
Da somit ilie Grunclgesetze der Atldition und Subtraktion geltorr,

so gelten aueh alle Gesetze derselbeu.

$ 73. Beziehung dioeer Add.itioE zur Multiplikation,
Allgeme iues Cleeotz.

Es bleibt urs uur noeh iibrig, die Beziehung clieser Addition zur
Multiplikation darzustelleu, uncl zu zeigen, dass

tos "(p+D-"|-layist.
Es ist nach dor Defirition des Produltes ($ ?ft)

P.*(fr *y): t'*.(F*D,
wo der Puukt zugleich ilie Stelle iler Klammern vertreten soll, iler
Auedruck der rechten Seite ist aber uach ilem vorigen Paragraphen

:Pa.F*Pu.y
:P.aF*P.uy.

ros Also ist wiederum nach dem vorigen Paragraphen, ila

P."(P*Y):P.uP1 P.aY



Geeetze ftit die Verknfi.pfi'rrg iler Zahlengtdsson lSl

ist, anclr " (t] + y): dfl f a7. Durclr Yer[mtipfung ilieses Besu}tates

nrit den friiher gewon[etren gelaBgen wir nun Eu alem allgemeinen

Lelrreatze :

Alle Gesetae der arithmciisclten Ya,t'l;niipfu,ngen, geltnn aucht, liir tlie

Yerlmiipfr.utgen iler zahlengr\ssun uuter siclt tatd. mi.t tlm Ausdehnungen.;

tmd ol,l,e Gesetze ils dusseren Multiltlikati,on wnll ihrer Beaielwng zur

Aldition xmil, sltbtuaktion bleiben. bestehan, atrclt, wenn rnan die zahl,en-

lrd$se als ausilehnurtgsgrdssc nul,lter Btufe nirnrnt, nut dass das Reatltat

rlcr Di,tsi,siott mit 'i,hr ein bestitntntes toird-
'Wenden wir clen Begritr cler Abhiiugigheit, wie wir ilin in S 55

ftir Ausdehnungen aufstellte[, auch auf die zahlengriisseu an, als Aus-

deluungsgrbssen mrllter stufe, so zeigi sich, dass diese immer uater

sich urrd vou a]Ieu Ausdehnulgsgrbssen uuabhii,ugig gedacht werden

r:riisseD, weDn uie.ht eliwa eins dieser Grbsseu uull wird. Die NulI hin-

gegen erscheirt uach $ 32 immer als abh[ugig. Auf der audern seitc

u.ocheiuen die ZzNetgrdssen stets als einauder gleichartig'

B. Anwenduugen.

S 74. Die Zablengrbsee in der Goometrie.

Da wir schon iu den Auwenduugen zu ilen vorigen Kapitelu der

lsichtereu uebersicht wegen ilie zahlerrgliisse rnit aufgenomrneu. hatten:

so bleibt urrs hier nur uoch iibrig die hier gewii,hlte Methotle auf fie

Geomettie anauwenden.

Es ist als eix wesentlichel Uebelntand bei tlen bisherigen Dar-

stelluugen cler Geometrie zu betrachten, dass ma,n bei der Beha[dlulg

der Aehnlichkeitslehr.e auf cliskrete ZahleDverhlltnisse zurtielizugehe:r

pflegt. Dies Yeriahren, was sich zuerst leioht darhietet, venriclielt,

wie-wir schon oben audenteten, bald geuug ill tlie schwierigen unter-

srtchungen tiber inkomnreneurable Griisseul u:rd es riicht sich das Auf-

geben I des rein geometrischen Yerfahrens gegen ei:l dem ersten Ar tto
scheine nach leichteres durch ilas A1lftreten eiaer Menge schwieriger

untersuchuugen yon ganz heterogener art, welche tiber das wseon

der rfiumlichen Grbssen nie]ts zor Arrsc.hauung bringeu. Allerdings

kanrn man sich uicht der Aufga,be entziehen, die rii,umliehen Grbssen

zu messer und das tl,esultat clieses Messens in einem zahlenbegriff aus-

zudrticken. Allein diese Aufgabe karn nicht iIl tler Geometrie selbstlt0

hervortreten, souilern uur ilann, wenn mall ausgeriistet ei:rerseits mit

dem Za.hleubegriff, audlerseits nrit den riiumlichen A:rschauuugeq jenen

auf iliese ailwenclet, also in ei:nem gemisclrtet Zweige, welchen wir im
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allgemei:ren Si nne mit dem Namen cler Messkuude belegeu kiinnen,
und von \rolcheur die Trigonometrie ein besonderer Zweig ist*). Bis
auf diesen Zweig nuu die Aelrrrlichkeitslehre oder auch noch gat die

Fliicheninhaltslehre hina,usschieben iu wolleu, wie es zwar nicht der

Form nao\ aber dem Gehalte naoh in iler That bisher geschehen ist,
hiesse die (reine) Geometrie ihres wesoutliehen Inhaltes berauben. Nun
findlen wir zu dem Wege, ilen wir hier verlargen, in der ueueren

Geometrie mannigfache Yorarboiten, in unseror Wiesenschaft aber iet,

uns der T[eg selbst auf,s vollkom-euste vorgezeiahnet.

S ?5 - ? 9. R€iD geometrische Darstellung dor Proportionen
in der Geou.etrie.

s 75.

Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welcho jedoch ihrem

ItVesen nach rusammenfalle,n, wie verschie(ler aucL ihr Ausdruch kli:rgen

mag. Nliurlich vier Strecliell, ron deneu tlie beiden e rsten und die

beiden letzten unter sich parallel sind, aber nicht diese arit jeneu,

etehen iu Proportion, nach cler ersten Betraclrtungsweise, wenn das

Spatheek aus dcr ersten uud viorten gleich ist ilem aus der zweiten

und dritten; xach aler zweiten Betrachtungoweise, weltn die Sumrne

aus aler eleten uxd dritten (im Sirn:re unaerer Wissenschaft) parallel
ist mit der Summe aus der zweiten ulil vierten, Schon aus der in

n'ig. 19 &.
g 67 geffihrten Entwiolielurg geht ilie wesentliche
Uebereinet'm-ung beider Betrachtu.ngsweisen her-

Yor, indeD w'en]I

ar.b: a 'b1
war, daraus hervorging, dass

(rr*b,).(o*D):0w),
das heisst beide Snmmen (a. f L) und (4, * LJ

l)

a

a' parallel warerl, uail ebonso wiirde aue tler letaten

rrtGleichung ilie erste folgen; uad es ist a,leo gleichgiiltig, YoE welcher

iler beiden Gleichungen wir die Gtiltigkeit tler Proportion
ar; a -- brl. b

abhiingig machen.

*) Dio Zahlengttiese, wie 'w'ir sie i:r uneerer 'Wissenschaft entwickolt habeq
erscheirt nicht als dislrete Zshl , da.s heiset nieht als eine Moage von Einleiten,
eoualertr in stetiger X'orm, ala Quotient stotiger Gr6osou, und setzt lls.her den

diskreten Zahlenb egriff keineeweges voraus.
*+) Die Formeln giail hier nur Roprbse:rtanton geometriecher Sil,tze , ilie sin

joiler teicht aus alenselben hsr&uelesen kann, s. tr'ig. 12a.
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wir wollen ilie zweite Betrachtu:rgsweise als die geometrisch ein-

laehere wiihlen r:uil kbnnen dieselbe so ausdriieken: lMenn zwei Drei-

ecke parallele seite-.n haben, so sagen wil, dass zwei beliebige parallele

seiten beirier sich veilralter, wie zwei andere i]t eutsprechentler Folge

ge[omnren; tlenn wenl a und ] zwei Seiteu des einen, untl 4,, unil b,

iie damit parallelen Seiteu iles aniler, sinil, so si,'d eben ila'nn und

rrlr danu a f b untl a, *'b,. einander parallel' Hierbei ist' wohl zu

beachteu, dass auf tlieser stufe yier s recireu, a)s strecken, das heisst,

mit festgehaltener Lii,nge und Richtung aufgefasst, nur ilann als pt1-

portioniri erscheinen, wenn sie paarweise parallel sinil, uutl iliese paral-

ielen Strecken stellen w1r dam ir tler Proportiou auf die beitlsn olsten

und auf die beideu letzten Stellen.

s 76,

Der eigenUiche Nerv tler Entrvickslung berulb nun dari'n, die Pro-

portiou als Gleicrhheit zweier Yerha,ltnisso uaehzuweisen, so daes, we:rn

i., or: D: llr, unil o,. at: c: c, iet, aueh b :br:11: c, sei'

Um ilen geometrischen Ausdruck dieses
Fig. 1! b.

IE Satzes zu finden, setzen rvir{')
n : AB , dr: A(j,
b: BD, \:OE;

tlann wiirdeu, weur tlie erste Proportion be-

steheu soll, die Punkte A, D, E eile geracle

I-.,inie bilden mtissen, weil a f [, das )reisst

/.D parallel sein soll e, * b, das heisst -4-E'

Ebeuso sei

c: IJI,', ct: CG, 112

A. E

G

so rverder wietler vermi)ge iler zweitel Proportion ilie Pnnkte A, F, G

eine geraile Lilie bilden. soll nnn auch ilie dritte Proportion richtig

suir, so miisste IJ? parallol mit -EG seini es ist also zu zeigen, dass,

wenn fie Eckeu eiles Dreiecks in geraden Linien fortrtic.ken, die sich

in Eiuem Punkte schnoiden, untl zwei von ilen I Seiten parallel bleibeu, ttz

auc]: die dritte paraUel bleiben miisse.

Dieser Satz ergiebt sioh sogleich, we'''l die beiden DTeiecke oder

(waa auf tlasselbe rurtickl[ufb) die tlrsi Lhien, in welchen-sieh 
-die

ieken beweger:, ticht iu ilerselbor Ebene liegen' h diesem Falle darf

matr nur autcU .j" zwei der ron ,4 ausgeheuden Linien eine Ibene ge-

t) S. trlig, 12b.

H..:
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legt clenkeu, untl tlurch ilen Pulkt C eine mit BDtr' parallele Ebeue

1.g.o, *n wirtl diese tlie tlrei ersten Ebenen in Kanten schueiden, welche

*it duo Seiteu jenes Dreiecks BDI parallel sind, und wovon zwei rIrit

C-D und CG zusa,mmenfallen; eomit wird auch fie dritte nit EG nu-

sammenfallen, also EG mit D-E'parallel sein'

$ 77.

Liogen jene l-rinieu il Einer Ebene, eo hat man nur You B uud C

zwei ausserhalb der Ebene liegende ei]]antler parallele r,inien zu ziehen,

'fr

F
I E

16 121r

welche tlurch eine von d aus gezogene T,,iuie in
den Punkteu Il und 1 geschnitten werrleu. Dann

ist nach dem Satze tles vorigen Paragraphen

ersters ff1) parallel 1J9, zweiteus E-E parallel
fG, also vermtige des Para,llelismus dieser hei-

ilen Linienpaare wieiler nach clemsel'l:en Satze

DJ? parallel mit -D4.
Souit habeu wir allgemein bewieseu, ilass,

wenu tlie Ecken eines I)reieeks sich ir geraden

Linien forthewegen, fie durch ei:ren Punht

H.i_

gehen, uncl zwei Seiteu parallel bleiben, auch die tlritte es bleibt; oder

iiass, wenn zwei Streckenpaare eiuem nuil clemselben $treckenpaare
proportionirt siuil, sie auch unter einaniler proportionirt seil rniisser,

sobald die drei Streekenpaare drei verschiedene B,ichtungeu clarbieteu.

s 78.

Dor Begritr ei:rer Proportion zwisehen vier paralleleu Streckel ha[
iu dem Yorigen nooh keine Bestimmung erfahren. In der That igt

ilieser tr'al1, obgleich arithmetisch der einfachste, dooh geometrisch iler

verwickeltste, sofern zu drei para,llelen Streeken ilie vierte Propor-

tionale geometrisch uur ilurch zu Htilfe nehmen einor neuen Richtung
erfblgt.

Nach ilem P"i""rp iler im vorigen Paragrapheu gefiihrteu Eut-
wickelung babeu wir ein Streckenpaar eineu ihm para,Ilelen als pro-

tr3 portionirb zu setzeu, weul beiile einem urril I demselben Streokenpaare

proportionirt siud; ileun sind sie es mit Einem solchen, so sinil sie es

uach dem vorigen Pa,ragraphen aueh mit jedem trndorn, welches dem

vorher angenommenen selbst proportiouirt iet. Es gilt, somit, wenx

wir diese Deflnitiou noch zu Eiiffe nehmen, allgemein iler Satz, ilass

zwei Streckenpaare, welche einem unil ileuselbeu Stteckenpaare pro-

l)

1
d
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portionirt sincl, es auch unter sina,nder s6in stisseu. I Somit kbunen 11i|

wir aueh clie Propottion, wie wir ihten Begrifl geometrisch bestimmten,

in der That 6ls filsio.hhsit zweier Ausdriicke ilarstelleu, ileren jeilen

wir ein Yerhiilt:aiss neutren.

Geometriseh sagt dies Resultat, indem ma,n die proportionirten

Strecken an Eineu PuuJit antegt, zunfi,cbst ]rru'4u8, dass weDn'die
Ecken eiaee Dreiecks oiler tlberhaupt eiles Yielecks sich in geratlen

Linieu bewegeu, die durch Ei[eu Puakt gehen, und die iibrigen Seiten

rlabei sich parallel bleiben, auch die letate sich parauel bleiben mtisse,

und ebenso jede Diagonale. oder betrachtet uran dies sich d,ndeurde

Yieleek in rweien seiuer Zustfiude, so hat men der Satz: ,,Wenn ilie

geradea Linien, velelre tiie entsprecheuilen Eehen zweiel Yielecko von

gleicher Seitenzahl velbinden, durch Einen Punkt gehen, und alle ent-

sptecheuileu Seiteupaare bis auf eiues parallel sind, so rnuss auch alies

eirre Paar parallel seil." Jeue Yielecke heisseu ilann beliannUich ,,ii,h:r-

lich und ii,hnlich liegend", jeuer Eiue Punkt ihr ,,Aehnlichkeitspunkt"-'
Umgekelrrt ergiebt sicL, dasn zwei Dreioeke, welche parallele Seiten

habeu, auch ilhnlieh ultl iihnlich liegend aind, oder dass die geraden

Linien, welche ihre eutsprechentlen Ecken verbiaden, dutch Ei:ren

Pnnlrt gehen. Ilieraus wieder folgt, dass in iibdichen uuil Ahnlich

liegentlen ftiguren die Durehschnittrpunlte zweier entsprechencler Dia-

gonalenpaare mit dem Aeb:dictkeitspunkte in eioer geraileu Linie liegen,

untl fi.berhaupt, ilass, wentr utan tlie Verbindu-ugslinien entsprechender

Purkteupaare utld eheneo die Durehschnittspunkte eutsprecheuder Li:oien-

paare als entsprecheutl setzt, ilaDa jedesrnal in [Lalichen und iibnlieL

liegenden tr'igulen je zwei entsprechende Purkte mit deru Aehnlich-

keitspunkte in gerader Linie }iegeq je rwoi entsprecheuile Linien aber

parallel si-ud.

Hiermit shd daDn dic Siitze ftir ilie Aehnlichkeit, so veit ruar
gie ouf dieser Stufe (oir:re tlen Begriff der Liinge aufzune.hmen) ableiten

kanrl entwickelt, u:rtl tiber*Il auf ileru Begriff des Aelfir]ichkeitspunktes
'llasirt. Es ist aber auch leicht abzusehe:r, wie 1 

dem ganz enhsprecheud, rr'l
weDrr man noch rileu Begritr der Lii,nge, wie es in der fieouretrie ge-

wiihdich gesohieht, sogleich mit auftrimurt, alle Siitze der Aehulich-

keit gelbst genau in iler llorur in welsher uan sie gewbhnlich aui
stellt, da,rgestellt wertler kbnrrsa, olne ilass man irgend den Begri'ff

tler Zn.hl aufzunehmeu Ureache h?itte. Auf tlie woit'ere Darlegung

dieses Gegenstandes kaun ich mich nm 8o I weniger ei:rlassen, da t1+

die Eutwickeluug tlem zweiten Theile fieses Werkes parallel geheu

wiirde.
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Nachdern wir so das Princip der Euf,wickelurrg ftir die Gcometrie

dargelegt haberr, kiinten wir uns wohl tler Miihe tiberhebeq die Elt-
wielielnng noch auf ilie Proportionalitlt der Fl'richenriiurue auszuilelueu.

Auch erscheint es iiberflilssig, {iir fie Yerkuiipfirugen der .Zahlen-
grilssen, wie wir eie in iler abstrakten 'Wissenscha,ft formell bestimmt
haben, noch fie entsptechentlen Siitze der Geometrie a,ufzustelleu, da

dieselben ihres Fornra.lisruus wegen nnt ftir die Analyse eile Bedou-

tuug baben, urrd mohr als blosee analytische Abkiitzungen erscheinen,

als dass sie eige:rthiimliehe rl,umliche Yerhii,Itnisse ilarlegten.

flteressant ist es noch zu beuerken, wie bei der rein geonetli-
schen Darstellung wie auch in iler abstraliten Wissensehaft die Be-

trachtung vom Eaume aus zur Ebeue, uld dann erst von dieser zur

geraclen l.,inie ftihrt, untl dass eomit tliojelige Betta.clrtung, il welcher

a,lles rii,umlich aus einauder tritt, sich riiurnlich entfaltet, aueh als die

der Rauurlehle eigeuthiimliche und fiir sie als die einJachste erscheiut,

wii,hrcud, wenn fie Gebilde il einander liegen, danu auch alles noch

verhtillt erscheirt, wie cler Keim in fls1 KnosIJe, utril erst seiae rdum-

liche Bedeuturg gewinnt, wentr mau ilas IneinanderJiegenile i:l Be-

ziehung setzt zu dem riiumlich Entfalteten.

I'unftes Kapitel.

Gloichungen, Projoktioneu.

A. Theoretische Entwickelung,

S 80, Abieituag neuer Gleichu:rgon &us einer gegebonon duroh
Multiplikation.

Nachdem wir in tlen vorigen Kapiteln tlie Yerhiipfungsgesetze

kennen gelernt haben, welchen die Ausilehnungsgrbssen unterliegeu,

zs so bleibt uBB rrrur fibrig, diese Gesetze auf I fie Aufliisung und Um-

gestaltung tler Gleichungen, welche zwischen solchen Grbsseu statt-

fililen kbmen, anzuweuden'
Da die Glieder auf beiden seiten ei:rer Gleichung als zu aildirencle

oil,er zu subtrahireade alle vou gleioher Stufe sein miissen, so ktinner

wir der Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, u-nd also u:rter

einor Gleiehrng n-ter stufe eile solche verstehen, ileren Glierler vor

ra-ter Stufe sind. zunii,chst haben wir urs nur die tr'rage zLr stelle[,
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was fiir Uurgestaltunge[ wir mit solchen Gleiohulgen voruehmel diirf6D, 116

ocler wie *L r.du"u Gleiehurgen claraus ableiteu k'on,,en' Dass man

die Giierler ilerselbeu ilrit Aeuderung tler YorzeicheE Yorl einer seite

auf <lie aDdere bringen kaun, ist k).ar, uncl es fragt sich also nur noch

nach den u m gestalbungen, welche eine. Gloichung tlurch Multiplikation

u.cl Division lrleideu ka,un. Dabei wollen wir annehueu, dass 
' 
alle

Glieder auf dieselbe (lirke) Seite gebraeht seien, uud also die anilere

(r'echte) Seite gleich NuII ist'. 
Non ist lrlar, dass, werur man lreide Seiten rler Gleielrung mit

einer ulrd derselben Austlehraungsgrbsse multipiicirt, fla.n, die,reehte

seite 1u1l bleibt, auf cler linl{en aber statt del. ganzen sumrne clie ei1-

zelnen Glieiler ruultiplioirt 'werilen k6nuen. Man kann also, i ncler:r man

alle Gliecler einer Gleichung jedesmal mit clerselbet1 Ausdehntngsgriisse

nrultiplicirt, eirre Reihe neuer Gleiehunger aus derselben ailleitet, welche

inl Auge*";oen (wenn iler hinzutlehende Eaktor nicht ebwa von uuflber

Stufo ist) von hbherer Stufe sincl als die gegebeue'

lgt iie gegebene Gleic)rung von rl-ter stufe, nnil isb das systeq

velehem atte GHeaer angelrbren, urrcl welches wir ela* HaupLeyetem

der Gleichung nenrou, voa tl-ter Stufe, so ka'nn uan iusbesondere jene

Gloiclrung ,iit "irru. 
Atstlehnung von ergiinzender, dlae heisst von

(r, - m)'\e, Sbu{'e, welcbe gleichfalls demEauptsysteme angehbrt' multi-

pUri"*"ruodurhil,ltiladurcheiueGleichungvonrt-terStufe,ileren
Gti.d., alle einander gleichartig sild' Iliernaoh kaun mau also aus

jedet Gleich..ug, .lere,i Glieder ungleiehartig siril, insbesoSderl..eine
"Beilre 

von Gleichrrngera ableiteu, ilereu jeile lauter gleichartige Glietler

enthiilt.

$ 81.'Wiecleiherstelluug der ursptiinglichon Gleichung'

obgleich mrLlr rrul aus ei:rer Gleichung beliebig viele Gleichungen

hbherer stufen ableiten kan:r, so kann man doclr nicht urngekehrt aus

eiler tler letztereu die ursprtilrgliche Gleiehung herstellen. Iu der That,

wenn ma,u aug der urspriinglichen Gleichung

a: ot 176

in weleher -,1 ein aggregat von boliebig vielen Gliedern betleutet,

durch Multiplikation mit
Gleichung

einer beliebigen Ausdehau:rg -L ei-ne neue

A.L_O
abgeleitet hat, so folgt nun, werur nur die-Richtigkeit der letzten

Giliohung gegeben ist, keinesweges tlaraus die RichtigLeit der ersterenl lt.
viehnehr folgt aus jouer letzteu nur
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A

in welcher naeh deru yoriger Kapitel i j.Uu von -t abhingige Griisse,

die Null mit eingesehlossen, darstellt. Die Gleichung A :0 wird sich
daher nul dann ergeben, ltrenn vor,auegesetzt ist, da"ss 1 keiaeu von -L
abhii.ngigen geltenileu IVerth habe, oder mit andern Worten, wenn die
Glietler, als deren Surnme I gedacht ist, einem von L, unabhtingigen
Systeme augehdreu; tlas heisst:

wenn d,ie Glieder einer Gleiclwng all.e ainen, gemeinschaftliclun, Faktor
f, a%f d,a'selben Stel,l,e haben, urtd d:ie sd,mnr,tlicltm i.ibrdgw fraktorat trller
Gliedu ai,nena uon di,esern gemei,nschaftli,chen Faktor unahhiitrgtgen Systame
angehiiren, so laann tnan den. Faktor L i,n alleru Glierlern weglassen,

0

T

S 82, Projoktion oder Absohattung, Absohattung einor Stumme.

Durch Yerlofipfu:rg der Verfahruugsarber, der beideu vorigeu
Paragraphen golaugen wir nun zu eiuenr. Yerfahreu, um aus einor Glei-
chung anilere Gleichungeu der,selben Stul'e abzuleiten.

In der That, ist a+B+...:0
die .rsprii,,gliche Gleichung, so elhalten wir ilurch Multiplilration urit
tr (nae.h g 80) die Gleichuug

A.L+B.L+...:0.
Iflo]len wir nul hierau{ das Yelfahren von $ 81 auwenden, um ,1en

Faktor .L wegzrischaffet, so mtissen wil die Glieder dieser Gleichuug
i:r solcher Form darstellen, dass die fraktoren, mit welchen -L mnlti-
plicirt ist, j1g Qese,nmf, einem vor /, unabhiiugigen Systeme angehbreu.

Is sei G eia solches System u:rd 1', B', . . . seieu Ausdehnungen,
welche fiesem System angehbren, und die Beschafferheit habeu, dass

717 A.L:A.L, B',.L:8,L,...
sei, so hat man die Cileichung

A',_L+fr.L+...-0,
u::d daraus naoh tlem yorigon Paa.agraphen

a'+ B'+ ... :0,
eine Gleichurg, welche von tlerselbeu Stufe ist, wje ilie urspriirgliche.

117Ein jeiles Glied iler letzten Gleiehung iet aus tlem entsprechenden der
ereten aladuroh howorgega,rgon, claes ma,n in ilem systeme G eile
Griisse gesucht hat, welche mit eiaer von 6 uabhii,ngigen Griisse ,[,
multiplicirt dasselbe giebt, wie ilas entsprechende Glied tler ursprting-
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lichen Gleichung, utl es zsigt sic)r sogleieh, ilass, wenn eine solche

Gri5sse uriigJich ist, auc.l! immer nur Eixe miiglich sei. Nimmt mau
u[mlic]: zwei solche an, etwa .4 und /", welche aus L auf die au-

gegebeqe Woise entstrudeu sein solleu, so milssen sie na.ch der Yor-
aussetzulg rnit Z multiplicirt gleiches Itesultat geben (nflmlicb' A lL)i
ryir erhalteu also die Gleichung

A.L:A'.L,
und ila das Systeu G, welchem L' uncl ,{" angehbre!.r voll l1 uuab-

hiingig sein soll, so hanl mau naeh $ 81 hier -t weglaesen und trat

A, : A,,,
das heiss! Ileitle WertLe fallen in Einen zusammen; es ist a,lso in iler
'Ihat nur Eilre solche Grbsse rniiglich. Wir neraen hier :t die Pro-
jektion oder Abschattuug +), L die projicirte oder abgesohattete Grbsse,

G das Grundsystem, das System -t das Leitsystem, uucl sagetr, dass.
.,{' rlie ?roiel*ion oder Abschattung vou .d. auf G nach (gemiiss) dem

Leitsystem tr sei. Also unter der I'rojektiort oder Abscldattung ehter

Grlsse (A) auf' ei.n, Grmtdsgstan (G) nach einwn Le'itsllsterwe (L) wr'
stchen wir diejenige Griisse, welcke, dem Gt'u,ndsystctne angehdt"ettd, mit
einem Ihett des Le.itsystents gle.iches Prothiit' liefwt, rtlie die projic"u'k

oda' abgeschattete Grilssc (A).
l{ir kiinnen somit den im A:rfange dieses Paragraphen entwiekelteu

Satz in iler Form ausspreehen:

Ei,ne Gleic'hung bleibt als solche bestelun, wenn tnan alle ihre Gli,eda'tt,*
,in d,emselberu Sinne absehaltet (projicirt);

oiler auch, wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschatlt

tlenkt,
di,e Absclmttung (Projelcti,on) einer Sunwnc ist gleielt der Surunrc aus 1ls

dcn Altschattungm tler Stiicke.**)

S 83. Wanre die Absohattung uu.Il u-nd waan sis unmbglioh wird,.

Um iler Betrachtungsweise eine grtissere Ausehaulichkeit zu gebeu,

haben wir zu untersueher, wann clie Abschattuug uull, unil wann sie

uambglich wird".

*) Die Na,men Pmjektion untl Abschattung oollon aieht tiberall tlasselbe

betleuten, ilr Untersohietl wird aber erst im zweiten Abscbnitte dioees Theiles
heraostroten; auf tlie hier betrachteteu Gr0eseu augewandt, faJlen beide Begrift'e
zu8&Itr!1eII,

+t) Ich zieLe in tlem Ausdruck der Sbtze den Naueu Abschattung vor, weil
iu tliese.r Foru tlie Siltze allgenreil siurl, uail auch fiir ilie spii,ter zu eutwickolntleu
(irdssen bestehcr bleiber.

Gli,ssxr&ulr \furke. L 10
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Soll die Abschattuug ,4' uull weraen, so muss auch, ila'

A"L: A.L
ist, das Produht -4 . .L null, clas heisst A von 't ablrttngig seinl abor'

auc.h umgeliehrt, herrscht diese Abh?ingigkeit, so muss, \reil ilas system,

clem jecle*r gelte[de lMerth yon -/.' angehbreu soll, vou .t unabhii,ngig

ist, aiso dai Pro6ukt A. L fi.ht gleich Null E'achetr kann, 'A' selbst

uull sein. Also ist die Abscluttung dann, aber arich nur daun n[ll,
wenn alie abgeschattete Grbsse vom Leiteystem abhH'ngig ist' Da erd-

lieh jecte ilem systeme 6 augehbrige Grbsse, mit -L rnultiplieirt, dem

Systorne # . "t angehbren nruss, so whd A' ' L, also auch das ihn:

Gieiche /. -L, nothwentlig dem Systeme G . Z angehiireu, rvemr die

Abschattung miiglich sei-n soll; wobei iler Nullworth, wie immer, als

jedem beliebigen systeue angehiirig unil von i):-ur abhii,ngig betrae.htet

wircl. Aber auch umgekehrt, wenn ;1 , -L tlem Systeme 6 ' tr a'ngehbrt,

so ist clie Abechattung rtllemal mtiglieh; tleuu wenn /'tr nicht n"ull

ist, uud es ilem systerne G."L angehbrt, so mtissen die eilfacheil

tr'al<toren von yl . Z sich a1s summen von stitclisn dalstellen lassen,

rvelche denen vou G.tr gleichartig sindl also nuss da.un namentlich,il
sich auf diese Weise tlarstelleu lassen; aber diejenigen Stiicke, welche

mit den Faktoreu volr tr gleichartig sind, ]iann man, oh:re ilou Werth
des Proclukte s A . L zu iindern, [aus 1] weglassen i thut rnau ilies, und

nerut die so gewonnene Grbsse, welche nun statt l eintritt, -t, ao

siud die Faktoten von "d' nur Yon G abh?i.ngig, -{ gehbrt also zu-

zrt gleich dem Systeme G au, ist alss die I Absehattuug von l. Ist aber

zl ..t gleich Null, so haben wir schon nachgewiesen, dass die Abschat-

tung auch aull, also mbglicll ist.
Souit hat sich ergeben, ilass alie Absc'hatturg aller:ral dann, aber

auch xur ilann, nr'dglich ist, wen-n das Produkt iler abgeschabteteu

rr9 Grbsse in das Leitsystom ilem Produkte iles Gru:rdsystems in das Leit-

systom angehdrt. Da, wenn ,4. -t uicht null ist, fie angefiih*e Be-

dingu:rg mit der Bedingung ideutiseh ist, tlass L dem Systeme G ' tr
augehbre, so kbnnen wir die Resultate dioses Paragraphea auch it
folgendem Satze zusammenfassen:

Ist d,i,e abBuschattende Grdsse aon dm Leilsgstorte abhiingig, so ist

die Abschattung rutll; tst sie dauott unabkiingig, so h,at d,ie Abschattung

al,lemal dann einen geltanden werth, wenm dic abztgscha,ttet de Grijsse devt

aus dern Grund,- uncl Leitsystenle. s sotnrnsrtgesetztan Systeme angelt'iitt;

i,n, jedan cwilern Tralle i,;st sie un'rwg:l,ich.
-\Menilen wir tlen Begtiff iler Abschattung auch auf ilie Grbssen

uulltet Stufe, ilas heisst auf diq Zahlengrbssen au, so haben wir nur
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zu beachten, ilass fie allgemeiaheit iler Gesetze es erfortlert, ilieselire[

als jedem ileliebigeu Sylte.u angehbrig, aber, wenn sie nicht nuII

*ira, A. vorr ihnei orrulrt aogig zuletrachten (t' Ka,p' 4)' Daraus ge)rt

iuo, lru.no", dass die Zahlingtbsseu bei der Abschattuug sich nichl

5,nileur.

S 84. Absohe$tung oinorl Produktes und' einos Q'uotiorter '
Allgemeinoe Gesetz.

lMir gehen nuu zur Abschattung eirres Produktes iiber' um die-

selbe mit 
-ilen 

Abschatiulgen seiner Faktoren zu vergleieherl

EsseiA.BdasProdulrbr'{'urr1.B'dieAbschattungenvou']4
untl B auf tlas Grrutlsystem G nach rlenr Leitsysteme 't' so hat mau

die C*leichungeu

{.L:zt. -L uud I}' .L - B. L.

Ilie Abschaitung des Ptoduktes '{ ' B wird nur diejenige Grijsse

seiq welche, dem Sfstemc G angehbrend, mit 'L multiplicirt ein Pro-

cluli giebt, lvelches glcich e'n 'l ist' Da run 'z{"1' gleich ist A"L'
so kuro ich in tlem Produkte A ' B ' L stntt '4 ilen Werth -4' setzeu'

wie sioh sogleich tlurch zweirnalige Yertauschung ultl Zusanrmenfassuug

ergiebt,l')

ist, so ist il der That

mnu den Satz:

Som.it erha,lte ich

J,.8,L_A"B.L:,{.E.L,
letzteres, weil B . Z gleieh isl B' ' I'' Da nun /' und B' beitle ileru

Systome G ugehbren, so gehiirt auch '4" .B' ihm an' und ila rugleic)r'

wie wir eben zeigten,

A.B.L:A IJ,.L

A' . B' die Absehattuug von ,4 ' E; also hat

DieAbschattttngeinuProtlwktcsistdasProdttlataustltnAbschat-
lurzgan seiner Tal;toren, tnenn alle Abschattungeu' ht demsclben Sinne ge'

,roirrnur, (das lrcisst Gru,wlsystem' uttd' Lei'tsgstem dieselben) sind;

oder mit ilem friiheren Resultate zusaunengefasst:

Eine richtige Gleictrung bleibt t'ichtig, wqtm nw'ru thra Gl'ieiler ' odet'

die &alfioren ihtu Glicdet, al,le in tlcmsel'bru Sintw abschat'tnt'

) Lr iler 'I'hat krlur ich /'B'7-' eltweder gleieh -d'L'B oiler gleich

- A . L, B setzen, clann die Eal<toretr A ' L z:t einem Proilukt zasammer fastea'

statt dieses Proiluktos tlas ihm gleiche .d'.-t setzen, uud ilanu ilio vorige 0rd-

nung wietlerberstollen, woboi, we das tliflrrs-Zeichen eingetroten wor' tich noth-

lu.oilig ,1o" urspriilgliche Zeichen wiederherstellt' 
10r

1?r)
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llat man ius Besondere rlie Gleichung

Ar: uA' oder ! : 
",

wo a eile Zahlengriisse bezeichneu soll, Eo folgt daraus, wenn -4r uld
-,t die Abschat[ulgen yon ll und 1 sind, die Gleichung

Ar: aA' oder
.A;
v: E'

tlas heisst der 'Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Griisseu
ii.ndert sich nieht, werrn rnan statt derselben die in gleichem Sin:re ge-
romruener Abschatturgen setzt, .Oder allgemeiner, sucht nan die Ab-

schattung ei:res Quotientur, \, eo hat man, da iiieser Quol,ieut jede

Griisse C bezeich:ret, welche der Gleich"ngi

C.B:A
gentgt, dulch Abschattu:rg der ein*elneu Baktoren iu gleicheru Siuue
die ueue Gleichung

121las heisst, statt einon Quotieuten abzusehatten, karur rnan Zhhler u.ud
Nemer in demselben Sinne abschatten. Fasseu wir daher Adtlitir.ru,

trrsubtraktion, Eussere Multiplikation unil Division unter deur I allge-
meinen Begriffe d.er Grundaerlcttiipfungen zusammeq so kbnnen wir den
allgemeinen Satz aufstellen, welcher elie friiheren in sich schliesst:

Statl, das Erg&niss einer Grunduet*niigfung abzuschattm, kann tnan
tlerar, Gliedq' in dernsdben Sinne absch,atten.

5 85. Analytischer Ausdruok der Absohattung.

Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Abschatturg aua-
lytisch auszudriickeu, wenn die Grbsse, welche abgeschattet werdeu
soll, und der Siu:r iler Absehattung, ilas heisst Gnrndsystem u:rd teit,
system gegebeu sintl. Doch beschr?i,nken wir uns hier nur auf den
Fall, dass fie abzuschattende Grbsse mit dem Grundsysf,eme von gleicher.
fitufe ist, iuilem die Lbsung im allgemeineren Falle zwar auch sehou
hier leicht zu bewerkstelligeu ist, jedoch zu einem Aueilrucke fuhreu
wtirde, der a,r Eirfachheit dem spiiter zu eutwickel:rileu Ausd_rucke
(s. Abschn. II, Kup. 4) sehr nachstehen wiirde.

Is sei z4 fie abruschattenile Griisse, .L ein Theil iles Leitsystems,
G des Grundsystems, und .4 und 6 geieu von gleicher Stufe, so wirel
die Abschattung 1' mit G gleichartig sein miissen, also

A':TG

odu, C':4C"B':A'



gesetzt werden kbnnen, wo # eine Zahlengriisoe ist. Multiplicirt.man
diese Gleichung mit L, so hat ma,n

A.L:nG.L,
odel da A'. L nach dem tsegriff der Abschattung gleich A.L isl, ao

lrat mal

A.L:aG.L, also
n.L*-G-.L

und daraus

a:#*e ,

was aler gesuchte analytische Austlrnck ist. Den Wortausdruck ilieses

Eesultats versparen wir trng bis zur Behandlung des allgemeinen l'alles.

S 86. Ableitung einog Voroina von Clloichungen, weloher d.le

urapriingliche orsetzt,

Dagegen Drtisser wir tlen Irailen wieder ankuiipfeu, den wir obeu

(g 81) fallen liessen. Wir hatteu uiimlich dott gezeigt, wie mau zwar
aus eixer Gleiehuug

1{B+...:0
tlurch Multiplikation miL eiaer beliebigen Ausdehnuug I
Gleichung 

A .L + B .L +...: o

1t9

eine ueue 1?'.1

ableiten, aber aus clieser im Allgemei-uen nieht wieder ilie ursprflng-
Iiche herleiten hbune; ss kommt also jetzt darauf an, atrs jeuer Glei-
chung eineu Yereiu von Gleiohungeu ilieser Art abzuleiten, relcher
jene eine ersetze, das heisst, aus welchem sich jene erste wiederum ab-

leiten l6sst.
Ins Besondere liees sich der tr'aktor tr so auswd,hlou, dass nach

der Multiplikation der ei:rzelaen Glieder mit d.iesem Faktor eine Glei-
chu:ng aus lauter gleichartigen Gliedern hervorgiug, und da solche

Gleichungen als alie einfachsten erscheineu, so wiril es besonders ilarauf
aukommenr iene erste Gleichung durch Gleic.hulger clieser Art zu er-
setzen.*) Die Entwickelung dcr lblgenden Paragraphen zeigte, wie die
Gleichung 

a.L+ B.L +...: o

ersetzt werdeu kounte durch eine Gleiehung zwisehen ilen Abschat-
tungeu auf eiu und dasselbe Grunilsystem nach dem Leitsyatem Z,

*; Wi:' sagen tiberhaupt, ilaos sich zwei Ye*ine von Gleiciru:ogen gegeneeitig
ertctzen, wenn m&u aue jetlem iler bsiilen Yerei:re den andern atleiten kanu,

Abechattung eines Quotienten. Ara,lytischer Ausrhuck der Abschattung. 149
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also, wenri A', B',.,. solehe Abschattungetr yot ArB,... tlaretelleu,
durch die Gleiehr',tg

a'+ B' *'.. :0;
und die Aufgale, die wir uus stelltea, ist also iclentisch rnit der, eine
Gleichung zu ersetzen ilurch einen Yerein von Gleiehungen, welche
durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, uud namentlich eine

Gleichurg zwiseher ulgleic)rartigeu Glieclern durcb solehe Abschattungs-
gleichungen, dsreu Gliecler alle g'leichartig sind.

Es sei die urspriingliche Gleiohung vou az-ter Stufe, uud iLr
Ilarrp[system, clas ]reisst das Systenr, welcheur alle i)rre Glieder ius
Gesamut angehDreu, vou m-tcr Stufe, und zwar sei clies letztere dar'-
gestellt als Produ-kt vol ra urabhiingigen einfachen llahtoren a .lt . . . .

Alsda,un wird nach dem Begriffe cles Systeus m-ter Stufe sich jeder
einfache Fahtor eines jedeu Gliedes rler gegebeuen Gleichung als Summe
darstellen lassen, deren Stticke jeueu Faktorett a, b,.. . gleichartig sintl,

tpa a,lso in iler Form a, * b, * . . .. Denlrt marr uich I iedeu einlachen
Iaktor jetles Gliedes clel gegebeuel Gleichr:lg auf diese Weise dar-
gestellt, uucl ftlhlt die Mu-lbiplikatiorr arrs, so tlass die Klammern ver-
schviuileu, so erhiilt man eine Sumrne von Gliederu, rleren jedes rnit
einem cler Proclokte zu na Falrtoreu arls a, b, . . . gleichartig ist. Mulii-
plicirt man mrn rUe Gleichung mit (rl-?r?) vou ilen Eahtoren &, b, .. .,
so blejbel uur fiejeuigeu Glieder von geltendern IMelthe, welohe mit
dem Prod.ukte der ,r, iibrigen n'aktoren jeuer Reihe a,b,... gleich-
artig sind , inilem alle antiern wenigstens E inen eiulachen tr'aktor eut-
halten, der mit ilen neu hinzutretendeu Faktoren gleichartig isi, also
boi &ieser Multiplikation verschwinder. Nur kann man aber wiederup
uach $ 81 ilie hinzugetretenon tr'aktoreu hinrveglassen, indem das System,
de.m fie tibrigen angehbreu, von dem System der hilzotretenalen un-
abhhngig ist. Man erhiilt auf diese Weise eineu Yereiu richtiger Glei-
chnngen, weun rnain, nachdem fie urspriingliche Gleichung auf die
augegebone Weise uugestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder
zu einer Gieichug vereinigt. Und cla, die sfi,mmtlichen so ge'worrreretr
Gleichunget bei ilrer Addition die urspriiagliche wiedergeben, Eo

haben rnir eiuen Yereirr von Gleichungen gewormeu, welcher dlie ur-
sprtingliehe geuau emetz.t, untl die Aufgabe ist geliist. Somit habeu
wir den Satz:

Wam man in einu Gleichung nt-tcr 1tufe, deren Gl:icdcr einenr

Systwr,e n-ter Stufe angehdren, jed,ere einfachsn Faktot etncs jed,en Gl,i,cdes

als Surnma d,arstellt, d,erar Stticlrc n wn, ednander x{nq,bhtit?gigen Streclten
gleichartig sind,, wtd durchmultig'l,iairt, so ltann ma,n :ied,e Reihe aon gl,einh-

artigen Gl,iedern, walche daraus'her^uorgehen, aw Einer Gleiclwng zl;$antrnetN-
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fassar, rmil erhtiv dartwreh einm Ysraicz aon Gl,einhungen, welcher die ur'-

sptrihtgliche ersdat.

Oder, ila jede tlieser Gleichuagen ersetzt wird clurch eine GIei-

"hung 
welche ,us ,L. urspflinglioheu dur.ch MultiPlikation ruit (ri - rm)

von clen tr'aktorer d, b, .. ' hervorgelrt t t

wenn fnaft eine Glefufuutg m-ter stufe, dercn Glieder ei,nan, systerne

n.-ta' Stwfe angcltdren, nach trn coach ru'i,t ident' Prod'ulet aw (n' -n') Falc-

torut, toel,ches iifi, o*r n aw, einantler unabhiingigen Strecken jenes Sysitrtts

blieit, liisst, multip-l,icirt, so I erhd,lt nw,r?, ei,nen Ya'cin aon Gletchzntgat,tz+

Llelclxar die ursytrtingliche a'setpt-

Da. d.ie Glieder, rrelcho bei dem vorhergehenden Satze in jerler'

nbgeleiteten Gleiehung erschienen, sich unmi{:telbar als Atschattungen

,let: GlieAel, ryelche in der urspilingLicheu Gleiehung vorkamen, zr er-

keunen gebeu, so hhnnen wir ilen gewonuere.n satz auch vermittelet

des Begrlffs der Ahschattungen au'sprechen, haben jedoch fiir den be

qou-u*o ausclruck noch eiDe Reihe nerer Begriffe aufzustellen,

$ 8?. Biohtsyateme (Koordiaatonsyatome), Eiohtgebieb' B'Iolrtmasse,

Eauptmaas.

N?imlich die Betraclrtutrgsweise cles vorigen Pauagra,phen ftilrt
uns zu ilem Begri$e iler Koordinatensysteu:e ocler nichtsysterue, welche

wir jedoch in einen viel ausgetlehnteren sinne auffasseu, als dies ge-

*Olali"U geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst iiblieheu Beflen-

nunger, *ul.hu namentlioh, .rvenu sie der ilurch tlie wissenschaft ge-

forriirteu Erweiterung unterworfen werden solleu, als se)rr schleppend

erscheinen, und iiberdies fr.emden sprachen entlehut siud, durch oin-

fhchere zu ersefzet
Ioh nenne ilie ra Streelien a, b, ' ", welche ein System re-ter

stufe bestimmen, (also aIIe von eila[der urabhiingig sinrl), sofern jede

strecke iles systems tlureh sie ausgedriickt werden soll, ilie Richt-

mos6e erster stufe oiler die Grundmasse tlieses systerns, ihren Yerein

ein F,ichtsystem, ilie Proclukte von ,fl, Grundmasseu (rnit Festhaltung

der u$priinglichen Orilnung ilerselben) Richtmasse Dr-ter Stufe,

das liJiclrtmass ri-ter stufe das Elauptmass, ilie systeme der [l,ieht-

uas$e ,I-ter stufe endlish trenretr wii Richtgebiete fll-ter stufe,
die systeme iler Grunilmasse ins Besondere Bichtaxen (Koortliuaten-

a*eo). Ergiinzentle Ricltmasse neDnen wir solche, die mit eil-

,*de, *ottilrlicirt das Hauptuass gebcu, und die ihnen zugehbrigeu

Bichbgebiete nerrnen wir gleichfalls ergH,Dzende'
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$ 88. Biohtstiioko, zoigor,

Durch die in S 86 geftihrte Eutwickelurg ist klar; wie jede Aus-
ilehnring nl-ter Stufe, welche einem Syateme n-Ler Stufe angehbrt, sich
als Summe darstellen ld,ast von Stiieken, welche den ltrichtmassen ta-ter
$tufe, die uu jeneil Systemo gehbrel, gleichartig sind. Diese Stiicke
rlu1 renneu wir Richtstticke jener Grdsse, so dass also jede Grbsse

a,ls Summe ihrer ll,ichtstiicke erschei.nt; elie Zahlengrbsson, welche her-
vorgeher, wenn fie Riehtgtticke einer Gri)sse durch die entsprechendlen

z:s(gleichartigon) lRichtmasse dividilt werdeu, die Zeiger iler Grbssc,

rzbso dase also jede Gr.osse als Vielfachen-Summe+) tler Richtmasse
gleicher Stufe erscheir.t. Die ltichtstticke eiler Grbsse erster Stufe
sintl es, welche solrst auch Koorcliuaten genanut wertlsn. Eine Grbsse
1r1 $inne des Richtsystems abschatten (projicireu), )reisst, sie auf eius

der Richtgehiete gemhss dem ergii,nzenden Richtgebiete abschatten.

S 89. Gleichungon zwischen den B.iohtstticker. und zwischon
don Zoigorn.

\Menden wir diese Begriffe anf die in $ 86 aufgestellteu Siitz,e

a,u, so gehex dieselben in folgende iiber:
In eina' Gl,eirhwng kruut. ntaru statt aller Gli.ctlcr dic Riahtsttichc odu'

Zeiger derse[ben setaen, wel,clrc eitzem beli,cbigen, abet' al,le demselben. Rtch.t

masse zugehr)ren, und fiihrt man dics in Bezug axf allc R'ichtmasse der-

sel,bat Stufe aus, so erhiill nwt, einen Vereht oon Glcichwngen, uclcher
clie gegebarc crsetat.

Die in g 86 abgeleiteten Gloichungeu sild nd,mlich eberi diese

Gleichungen zwisohen den B,ichtstticken, und aus il::ren erhiilt man die

Zeigergleichungen tlurch Divieion mit dem jedesmal zugehbrigen Richt-
masse. *i) Ferner :

Aus einer Glei,chung hann rna,n, einat, sie ersetzendat Yerein uon

Lllcicfumgar, abl,ei,tat, 'inilem man jene Glaichung naeh wntl nach mit dero

stinzmtlichm Rfuhtmassut, derao Shtfenaahl tl,ie der Glai,chung s'to dw d,es

Hau4ttsy stems er g iinz t, mul,tiplicir t.

*) Jeiles Protlukf einer Grdsee in eho Za,bleugriisse nen:ren wit nii,mlioh
ein Yielfaches iler ereteroq untl untorooheitlen dlavon ilas Mohrfaohe, bei wolohem
jone Zahlengrtisee eine gamze Zahl rein mass.

**) Diese ZeigorgleicJrunger, als Gleiohungeu zwiochen blosaer Zahleng"ossent
vermittela am vollstEiuiligaten der Uelergang zur Arithmetik.
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$ 90. aUschettunger oi[or Gleichung im Sinne eines BichtsysteEos'
Auedruck fiir den Zaigot.

Wenn wir eine als Suume ihrer Richtstiieke dargestellte Grtisso

rp-ter Stufe mit einem Eichtruasse von erg6llzerder, dae heisst (rl - ry)-tor
Stufe nultipliciren, so fallen alle Richtstiicke bis auf ei-ns-weg, und

tlies eine erscheint tlaher als Abschattuug iener Gr'<lsse auf ilas Richt-

gebiet ru-ter stufe gemtss ilem ergiinzencleu Richtgebiote, unil alle

fti.ht.ttirk" jener Griisse erscheinen also als irn Sinne iles Bichtsystems

erfolgte Absehattuugeu auf rhe versehiedenen Richtgebiete gleicher

Stufe. Wir k'dnnon ilaher sageu,

eine Gleiclunq n.-tcr Shtfe werde crselzt durch' eincn Yercin oon

Gleiclr,tutgen, ooelchc dtu"clt, Abschaltu,rzg u,uf die aerschicdenen. Itichtgdietene

m-Ler Sh.tfe 'im Sirute ks Richtsllstems herrorgehen.*)

zugleich ergiebt sich hieraus ein eilfacher analytischer Ausdruck

ffir die Richtstiieke otler Zeiger einer Grbese. Es werile uii,mlich ilas

eileDr Ric.htnrasse .d zugehiirige Iiichtsttick P' einer Griisse P ge-

sucht, 3 sei ilas zu ,{. gehbrige erghnzeuile Bichtruass, so hat ma'rr,

ila P; fie Abschattuug vou P auf z[ uach -B ist (e' $ 8i),
-D, _P.B r.L 

- A-EtLl

also ist der zugehbrige Zeiger gieich
P
A,I],

das heissb:

ckr eitrenr, Richtmass a attge-htirige zeigu cinet (h'iisse ist gleiah'

e:inenr, Bruch.e, dessen, ziihlo tlas Pro&tkt tler Grlsse in, las ergiinzendc

Richtntass unil (lessetl Netmer das Produht jenes erslan RidktmaAsa in

tlas eryiinzandc ist.

B

*) Dass eilrc Gleichulg rn-ter stufe ir ei.nem system n-tet stufe tlurch so

vial einfaohe Gleichrrngen eraetzL werrle, ale es Kombilatiotre! ans lr Elementrn

zur rri-ten K]a,sse gebe, bedarf wobl kaum eiaer Erwhhnu:rg'
+*; 'wir. ziehsn bei dieser A-nwenilung wiedar den Namen der Projehdion vor,

aus (irtinilen, die opEterhin ton selbsf, einieuclrten werilen'

B. Anweudungen.

$ 91. Absohattuug in iler Geometxie'

Weudeu wir die in diese'." hapitel entwickelteu Begrifre auf 
'[ie

Georuetrie .u1, so ergiebt sich zun'zi,chst fiir die Ebeue nur Eine Art
der Projektion (Abschattu:eg) *J, inilem eine Streeke auf ei:re gegebene
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geracle Irinie nach einer gegebenen ll,ichtung projiciri rverden kann.

Das B,ichtsystem fiir fie Ebene bietet rur zwei Grunilmasse und zwei

ihnel zugehbrige l.l,ichtaxen dar. AIs llauptmass erscheint iler Flii,cherr-

rauru des von ileu beiden Gruntlnassen gebiltleten Spathecks (Paral-
Ielograurms).

Im Ranme treten clrei Arten del Projelrtion hervor, nH.rnlieh es

werden e.ntweder Strecken orler Flhehenr'riume auf eine gegebene Ebene

naoh eiuer gegebenen Richtung projicirt, ocler es werilen Strecken auf

eine gegebene geratle L,inie paraUel einer gegebenen Ehene projicirt.
Das Richtsystem fiir den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihuen

zugehbrige Eichtaxen tlar, felner drei B,ichtebenen als Eic-htgebiete
1?7 zweiter I Stufe, und drei ihlen zugehbrige ll,iehtmasse zweiter Stufe,

welche die Flii,chenr?iume der aus je rwei Grunilmassen bese.hriebeneu

Spathecke mit Testhaliung cler Richtungen itrrer Ebeue;r flaretellen.
AJs Eauptmass erscheint das vou ilen clrei Grundmasseu besclrriebene

Spath (Parallelepipetluna). Interessant erscheint hier besouders die Dar-

stellung eines Fl?ichenraums yon besti:lmter Richtulg als Summe seiner

Richtstiicke, uiimlich als Summe tlreier Fliichenrhume, welehe den drei
Richtebenen angehbren Da die Siitze, welche sich ttber Projektionen
u:rd Bichtsysteme in cler G.eouretrie au{'siellen lassen, in unserer Wisser-
schafb schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher eie ftir die

Geometrie auszusprechen wiireu, so hbnneu wir uus der IMiederholung
derselben hier iiberhebeu,

S 02. Yorwandlung dor Koordinaten.

Dagegeu wollen wir ilas Problem rler Koorfinatenverwandlung zu-

nh,chst fiir rte Geometrie unil demniichst auch allgemein fiir uusre

IMissemchaft lilsen.
Ee seien a, b, c drei Grundmasse und all a21 0n drei neue vou

einander unabhii,ngige Gruntlmasse, welche als Vielfachenxummen jener

ursprttnglichen Grundmasse gegeben sind, so iet nun ilie Au{gabe: eine

Grbsse p, einestheils, wenlr sie als Yielfachensurnme tler ursprf,:agliehou
Gruuclnaese gegebeu ist, als YieUachensumme iler neuen Grurdmasse
elarrustellen, untl umgekehrt, wenn sie il der letzteren Form gegebeu

ist, sio in tler ersteren ilarzustellen; i:r beiden XiiIIen oinil tlie Zeiger
zu suchen. Diese Aufgaben siad nun in d.er That dmch ilen Satz in
$ 90, welcher die Zeiger fiuden lehrt, geliist. Danaoh iet in Bezug atf
ilie erste Aufgabe d.er zu e, gehbrige Zeiger von p gleieh

P.az'es
et.er.e8

uncl in Bezug auf die zweite der zu o gehbrige Zeigor von p gleich
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a.b. c

unil durch iliese so hbchst einfaohou Aucdriiske ist das Problem rler'

Koordiuatenverwaudluug ia seiuer grbsaten Allgeneintreit gel0st.

Die zweite Aufgabe ist besonders bei tler Theorie tler Kurven'und

Oberfliiehen von \{ichtigkeit, iudem tliese}llen dadurch bestimmt werdeu,

class zwischen deu Zeigeru einer Streeke, welche von einem aJs An-

firngspunkt iler Koordinatetr a,ugeuomlnenen Punkte nach einem I Punkte rza

tler Ktrrve oder Oberfliche gezoger- ist, oine Gleichurg aufgestellt w.iril.

Ss sei p : oa' + yb { ac iliese Streclre, uucl

f(s,y,P):o
tlic Gleichuug, welche eiue Oberfliiche lrcstiururtl aucht man uul ilie
Oloic):ung derselben Oberflilche aunii;ehst ftir derselben Aulaugspunkt

tlor Koorilinaten, aber in Bezug auf neue Riehtaxen uutl atrf die ihlen
zngelrbrigeu Richtmasse, att *zt Ett so hat rnau, E€ruL

2 : ult * the, J- t,rq
ist, die Gleichuug

tlrt-b.c a.P.c ".b-:t\ ,_ n/ \".a-' a.b.c'a.b.cl -"'
eiDe Gleichuug, welche, werur maD statt p seineu we*h snbotituilt,

als Gleichung zwischen den neuen Yariabeln tt ttr, lts erscheiut' Will
man auch den adangspt'nlrt tler Koorclinaten etwa um rlie Strecke c

verlegeu, so hat ms, ruo, werur g ilie Strecke ist von ilem neuen

Arnfangepuakt nach demsolben Punk[e der Oberfliiche, nach wolcheu

iler enteprechenile \[erth von p gerichtot, und

{l: t)r4 * ttrc, * ,rcu

ist,, uur i:r tler obigen Gleichuug statt p eeiaeu 'Werth q { c einzu-

fiihren, uur ctio verlangte Gleichung zu erhalten, oiler ist

a: aa, * Fb * yc,

so hat ruau, wie sieh sogleich ergiebt,

r(fu.o*+", wuu** F, ?!r*+z)-o
als rlie verlangte Gleichuug zwischeu den neuen Variabeln or? ou os.

\{ill man dieee Gleichung als blosse Zahlengleioh"ng clarstellen, so

hat mau nur fie rieuen Grurrdurasse auf bestimmte Weiee ale Yiel-

fuohensummen tler ruspriinglichen clarzustellen uni in die Gleichung

einzufflhreu. Es sei
et: ara * flrb * yre

er: d.z@ * Frb * yrc

es- dB& * Frb * yte,

p.b.c
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so zei# sich uuaittelhar, wie sich die yerlangte Gleichung clargtelli
in der Form

f ("* a'ru,* anar! art* F * FJ,* frrr. * Frus,
y*yrar*yror*yrau):0,

129 eite Gleichung, welehe an Einfachheit uichts ,u wiinsshen tibrig I liisst.
Fiir den ollgem.ei:rstan tr'all der abstrakten 

'Wissenschaft ergiebt

sich die Lbsuug unseret Aufgabe mit ilerselbeu Leichtigkeit. In d.er

Thnt, ist eine Griisse P als Yielfachersunlrre gewisser Richtmasse ge-

gebeq tnd man wilI dieselbe als Yielfachensumme anilerer Richtuasse
ausilrticken, so hat man den zu einem dorselben, -,4 gehbrigeu Zeiget,
wen:r B d.ae zu ,4 gehOrige ergiinzenile Richtmass ist, nach $ 90 gleich

P.B
A.B

$ 93. Eliminatlon einer Unbekannton aue Gleichuugen
hbherer Grad.e.

Was nux ilie Anwenilung auf die Theorie der Gleichungen betrift't,
so habeu wil schon olten (g 4D) die I\fethode, Gleiehrurgen des ersteu

Grades mit urehreren lInbekannten ilurch Iliilfe unserer Analyse auf-

zulbsen, yorweggenommen. \Mir setzeu diesen Gegenstand hier {brt,
indeu wir die rlurch utrBere Wissenschaft dargebotene Methoile, aus

Gleichungeu hiiherer Graile mit mehreren Unbel<anaten ilie Uube-
lrannteu zu elimiairen, darlegeu.

Es seien zrrei Gleichuugeu hdherer Grade mit urehreren Unbe-
kaunten gegebeu, es soll eine derselbeu, etwa gr, elimiuirt, also. eine

Gleichung zwischen den flhrigen Unbekanrten aufgestellt werden. Die
gegebenen Gleichungen seien nach Potenzen von y geordnet:

arng"'*,',*arg*ao:0
b,g" *...*bfl * bo:0,

wo A t,..., ao und bor,..,bo beliebigetrtulktioneniler antlernUnbekannten
sild, on und bo aber nicht gloich Null sein sollen. Mtrltiplicirt man
ilie erste Gleichung uach dsr Il,ei-h.e mit ll , !12,.,., grn, die letzto r:ach
trnd naeh dt y, !12,..., y', so erhblt man tn f t neue Gleichungen.
Betrachtet man die Koefficienten einer jeileu diesor nc f re Gleichungen
als ulter sich gleichartig, hingegen ilie der yerochieale.nen Gleichungen
trls von einander unabhii,ngig (auch weun gie bis dahin mit ilemselben
Buchstaben bezeichnet waren), so erhhlt mar, wenr man ilie eo auf-
gefaosten Gleichunger, im Si:rne unserer Wissenschaft addirt, eine Glei-
chung von cler Form

c,,+ng^*, + ...+ c.3l:0.
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Multipliciron wir iliese Gleichung mit dem 'dugseteu Produkt

c:.e.. .t'i,+,, so fallou alle Glieder bis auf das letzte ua'ch d€n lGe-rao
*.tr.n ,lu* ii.,r.urnn Multiplikatio* weg, uutl rvir erhalteu die Glciohung

?r. c2 . er... e,,.a"!l - O,

otler, tltr y uieht null sein lraan, weil ttann i:r ile[ gegebeneu Glei-

ehuugeu *iaer aie Yoraussetzung ao und 2,, gleichNull seill wiirilel,

so hilt man
et'b'q"'c"*tr:0

als tlic verla,ugte Eliurilatiousgleichuug'
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Zweiter Abscluritt.

Dio Elernentargr0sse.

Erstes Kapitel.

Arldition rnil fJubtralition iler Elcmontargriisseu erster Stnfe.

A. Theoretische Intwichelung.

S 91. Gesetz iiber die Summe der Streokon, welohe von oinem
verii,ndorlioh.en Elomonte nach einer Reihe fester Elemonte

geaogen sind.

Ich kniipl'e den Begr{ff der Elementargt'osseu au ilie LUsung einer
einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu cliesem Begr.iffo geiangte,
und elie rnir fiberhaupt zu dessen genetiseher Eutwic.lielung aru gc-
eignetsteu zu sein seheint.

Aufgabe. Es seien drei })lemente alt, a,s, B, und ausser.de]r ein
Element q gegeben; nran soll das Elernent p, fi:rden, welehes der Glei-
chung

gentlgt.
[qa,] * [p"J : [sF,l * [sBrl

Aufliisuug. Schaflt man rlie Glieder 6u1 linlren Seite auf die
rechte, so hat man, cla

- [e"]: I"sl, unil [as] * Iepl : l"{t)
int, die Gleictung

[o,P,] * larfi,7: o,

durch welche das Element p, auf eine einfache Weise bestimmt ist.
Um diee Resultat der Ansehauung u?lher zu bringen, wollen wir

e-s auf die Geometrie auwenden, und aleo die Elemonte als Prrnkte au-
nehmenl so finilen wir tlen Punkt p, indem wir [cr.Br] entgegengesetzt
gleich uit [arpr] machen. - Das Interessante bei dieser Auflbsung
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ist, dass ilas Element p2 galr. uua'lihiiugig. I von p bestimmt ist' ultl t3t

da wir irus tler letztel Gl.i"t'"'s welehe in cler Aufltisung vorkonrmb'

ilurch ilas uurgekehrbe verfahrei'wietier die erste iI Bezug auf jedes

frJi.frigu q afieibn kbmen, so habeu wit zugleich ilen Satz' ilass'

rvom rlie Gleichung

[ea,] * [s"r] : [pP,] * [e0']

ftir irgenil eineu Puulrt g gilt, sie auch fiir jerleu audeur Punkt gilb'

der statt q efugeftihrt werilen mag'

DieserSatzliisstsiehdirektableiterr,iloe)rlrolleuwiti]ruyorher
verallgemeineru : deul es ist klar, wie das augegebene Verfahreu nuch

uoch"anweudba. bleibt,'rre,,u man statt der zwei Elomeute d,, n, uud

8r,7"-frJi.oig viele, uur au{ beiden Seiten eiue gleiche Anzahl' ein-

fiihrt, ja, da urter ileu Elementen beliebig viele zusantn'en fallen

kriurreu,auchilaruruoclt,wt.':rt!zridelStr'eelrenaufbeiderrSeiterrbe-
liebige Koefficierten hiuzutreten, sobald nur die summe dieser Koelli- 

'

"iuot".oaufbeidenseitcndieselbeist'InderThat,essei
- il [e a,] * "' + i, [s"J : I, [epJ + ' + /':"' [Q0'] '

l,yo dic Gr'dsseu i, , . . . unil Ii,, " ' ZuJrlengrijssen darstelleri ' untl es sei

zugleich cr*"'+u-r'*"'*l''n'
sokbunenwirzeigerr,dassfieersteGleichurrgauclrfortbeste}rtfiir
jeden Punlit o, cler stal,t p eingeftihrt wird' Denn es ist

leol : lqol f [oa] , IeFl : teo-l -l- Lsfl'
Ftilut mau diese Ausdriieke in Bezug auf die betreffenden Zeiger

d.,.r,1 ... nr) iu tlie obige Gleichu:rg ein, liist die Klamnerlr auf

uud fasst ilie Giietler, welche [go] enthalten, auf jeder Seite, zusaurmen'

goerlriiltnarraufjerlerSeito[9o]multiplieirtmit'ilerSurnrueder
Koefficieuten, und da iliese auf beitlen seiten gleich ist' so hebt sich

,lu. 
"o 

g**oroeue Glied auf looiden Seiten auf, u:ril man behiiJt

f, [on,.t + "' + i*loa*]: krla Frl * ' ' */"" Lo F-) '
ilas heisst, die Clleichung besteht fort in Bezug auf jctles Element' was

statt g eiugeftihrb werdeu :uag' A-lso:

W-enmmonaoneinelnElemm,t'cgslreckennaehbel,iebigaiclenfestcn
El,enzenlett, aielrt, und, zwei' bel'i'ebige Y'iilfachusunrrnen dersdben' ilerac

Kofficienten altr- glache sumnw halten, einander gleich sind, so buteltt

diese Gteichtrcit fort, wia sich auch das Elanent g thzdern mag'

Ist ins Besontlere fie summe der Koefficieuten iu ilem Ausch'ucke 133

r:, [Sar] +..'+ o"lSo,7

uulI, so ergiebt sich, intlem man auf die obeu angegebene Weise'
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niimlich statt [qa] tiberall [eo] * [oc], subsbituirt, jeuer Ausclruck
gleiclr r, [oa,] + ...+ i,,loa^),
weil niimlich ilas Glied (r, +... + r) [go] wegen des ersteu Faktors
null wirtl. Also:

ll'cnn nmn aut eincm xeryinclarliclat Elemente g Slrrckm nach be-
licbig aiclm fcsten Elencnten zielrt, so ist jetle yic$'aclwnsumme dicser
th"eckcn, dcren Kofficiuttutsumnze null itt, cine konslante &t6sse-

Auch geht a,us der Art, wie sich die Gleichurrggn d.ieses para-
graphen aus ei.nander ableiten lasseu, r.,nrnittelbar hervor, dass, wenrr
zwei beliebige Vielfachensummen jener Streekeu in Bezug auf die-
selben zwei Anfangselemente g u:rd o ei,auder gleioh sind, a,ch ihre
Koefficientensurrunen gleieh sein, und daher ihre eigerre Gleiehrreit, bei
jeiler Aendenr:rg von g fortbestehen mtisse, u_nd ebenso daes, wenrr
eine solche Yielfaolle:rsumme iu Bezug auf zwei Anfangs-Elemente g
und o gleichen WerUr behiilt, ihre Koefficientensumme null ist, uud
sie selbst daher bei jeder Aeuclertug yon g denserben werth behiilt.

$ $5. Abweiohung einoa ElementeB, ein€B Elenentarvereine.
Gowicht.

unr die Resultate tles vorige. Paragraphen einiaoher eiurrreideu
zu kbnnen, fiihren wir einige Benen,ungeu ein, rlie wir auch ftir die
Geometrie festhalien.

I{5nrliclr wir verstehen unter der Abwcichung ei,nts Elcmantcs a
aon einern Elunenta g die strecke [gn], u-nter der Gesanmttalweidnrng
chter Elemmleureihe aon eiment, Elememle g die Sunure aus ilen Ab-
weichungeu der einzolaen Elemente jener lteihe von dem Elemente p.
Falleu uuter jeuen Elementen mehrere (nz) in eins (a) zusilmmen, so
wird auch die Abweichung [ga] dieses Elementes ebenso oft .(r*-mal)
iu je'er summe vorkomm.s:- Hierdurch gelaagen wir zu einer Er-wei-
teru:rg tles Begrifrs ; nH,mlioh, rerlnen wir einon yerein von Xlernenteu,
deren jedes mit einer bestimmten Zahlengrbsse behal'tet ist, einer
Elemeutaruerein, so werden wil' unter d.er Ge sarntntabueichutig eincs
Elernentarucretns aon, ihen, Elemorlc A ei,ne [lq.lfa,sfusnsumme aus den
Abweichungen der jenem Yereine angohbrigen Elemente von deru Ele-

ts+ mert p versteheu mtisserL ilereu Koefflcienten drie ZabJeugrbssen i sinil,
mit welchen die zugehbrigen Eiemente behaftet sind. Die Summe
dieser zahleugrtissen nennen wir ilas Gewtctrt*) des Elcmantam;ereins,

*) Der Name ,, Gewicht., ist auoh eonst i-n der Matbematik (in iler W.ahr._
scheiilichkeitsrechnung) im abst.a,ktea sinne gebrii,uchlich, uud beriarf wohl hier
keiner Eechtfertiguug.
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so wie ilie Zahlengriissen, mit welchen dio einzelnen Elemente behaftet
sintl, die ihnen zugehbrigen Gewichte. Besteht also der Elementarverein
aus den Elementen a, Fr... und clon zugehbrigen Ge'ryich[en o, t,..,,
so ist die Abweichuug jenes Elementarvereins von sinem Elemonte p
gleich

n[e"]*ttepl *.".
Somit haben wir deuu die Siitze:

H[enn surci, Elanentaraereinc uon dcttsclben Elemente un, Gl,eic.hest')

abweichen, wtil ihr Gewicht gleich ist, oda' wann si,e uon dcnselben. zwei.

frlem.erzten una Gleich,es abwetchm, so wei,clwn sie auch von, ierleru' a,ltderru

nbrnatte atrn, Gleiches ab, antl im letptern trhl.le ist ilv Getoicht gleich,

uncl

Ein flle*wntaruel'cirx, dessen Gewi.cht nuil ist, wciclrt aott. jc au;ei

Elcneenten wn, Gl,eichcs ab, und ein Elenzentaraerein, wclcltcr aott' su,ei

nlementen, um Gleich.es abwei,cltt, hat Ntill, punt. Gemicht wttl u,ciclrl totz

allett T|laneq,tcn wtrt Gleiclw.s ab*x').

*) Dau heisst, die Abwoiehtagen sollen gloieh s,eiu
*+) Dabei verstsht sich von selbst, dam atch jetles einzehe Element sowohl

frir dch, als wenn es mit einer Zallengrdsso behaftet ist, als Elemeatarrereia
aufgefasst werilen kann, intlsm die Gewiehte der tibrigen Elemante null sinil.

Graesuaul, Werko. L 11

S 96. Begriff der Elomentargt6eson und ihrer Summe.

Jeaes Gebilde wircl dadrrrch als Griisse ffxirt, tlass tler Bereiclr
seiner GleicUreit und Yerschiedenheit bestiulnt wird. Wir bezeichlcl
daher zwei Elementarveteine als gleiche Grbssen uncl zwar als gleichc
El,anm,largrusss?r, wenn ihre Abweichulgerl vorr iletselbel trllemeuten
jedesmal gleichen Werth habeu. Ein Elemeutalverein wird also zur
E lemeuta,rgrii$se, wenn man von der l:esonileren Art seir:er Zusanirneu-
setzung absie.ht, uncl nur die Airweichungswert,he festhiilt, lvelche er

mit anderen Elementen bildet, so dass also eine Eleurentargrbsse auf
verschieilene IMeise als I Elenrentarvereiu ila sein Liaun, uld jeder EIc- ui
nrentarverein als eine I besondere Verkiitperung einer Elementargrbsse rJ;
oder, wie wir es oben bezeiclueten, als elerrentare oder li onkrete Dal
stcllung einer Elenrentargriisse aufzufassen i.sL. Iliernach versteht es

sich nuu schon von selbst, dass unter der Abweichung unii dem Ge-

wichte eiuer Elementargrbsse dasselbe zu yerstehen ist, was wir unter
der Abweichung unil dem Gewiclrte iles Elerueuta.rverei:rs verstanden,
welchem sie zugehbrt, untl ilass zwei EIe meutargriisseu uur ilann gleich
seir hbnner, wenn sie gleiches Gewisht und gleiche Abweichuugs-
werthe darbieten, dass aber die Gleichheit tler llementargriissen schon
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erfolgt, wenn aneh nnr irgenal zwei solche Wertho als gleich darge-

than sinil.
Unsere Aufgabe ist nuri, die Art d.er Yer)imiipfung auszumiiteln,

in welohe die versohietlenen Elemente untl die zugehbrigeu Zahlen-
grbssen eines Elementaivereins eingehen mtisserr, wean als das Re-
sultat d.er Yerkrtipfung die Elementargriisse erscheineu soll.

Die Yerkniipfungen siail von zwiefacher Art, einestheils nlmiic]i
zwischen eineur Element und der zugehilrigen Zahleugrbsse, dem Ge-

wichte, a,ndererseits zwischen den mit Gewichten behafteterr Elemeuteu
unil iiberhaupt zwischen clen Elernentarvereinen, sofern.sio ihten Ab-
weichungen rrach betrachtet werden, ilas heisst zwisehen den nlementar-
grbsseu unter sich.

Betrachterr wir zuerst diese letzte Verlntipfungsweise, so ist klar;
dass d.ie Gegammfabweichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt,
it welcher O,rtllurag uran fie einzehren Theile dieses Yereils tehmen,
utd wie man sie u:rter sich zu besonileren Yereinen zusammenfassen
mag, und dass endlich, werul m&rl zu Elementarvereinen, we]che ver-
schiedeue Abweichnng rlarbieterl llementarverei:re, welche gleiche Ab-
weichongen darbieten, hinzufiigt, die so erzeugten Gesa,mmtverei:re
auch verschieilete Abweiehung tlarbieten mtissen I u-r.d zwar wird dies
alles aler FaIl sein, weil es ftr die Addition der Strecken gilt. Diese
Yertausclbarkeit unil Yereinbarkeit <Ier Glietler, uatl auf der a,utieru

Seite das Gesebz, dass, wenn da,e eixe Glied der Yerkniipfong konstaut
bleibt, das Resultat nur da,Ln lionsiant bleibe, wenn aueh das andere
Gliecl es bleibt, bestimmt jene Verkuiipfung uach $ 6 als eine adclitive,
unil die Gesetze d.er Aildition uad Subtralrtion gelten allgenein ftir
diese Yerlmtipfuug.

Wae uun die Yerhrflpfug rles Elementes mit ilem zugeh6rigen
rso Gewichte betriffi, so leuehtet ein, dass, wenn in eilem Elementar-
13d vereine I dasselbe Element mehrmals und zwar mit verschiedenen Ge-

wichten behaftet yorkommt,, man etatt dessen das Element einmal und
zwar mit der Su--e der Gewichte behaftet gg[s61 [s.nn, ohle dass

die Abweichung des Ve,reiLns ge'dndert wird, wio dies aus den Gesetzen
der Multiplikation you Zahlengrbssen mit Strecken bekamt ist. Be-
zeichnet mau daher vorliiufig tliese zweite Yerkntipfungsweise ilurch
das Zeichen .', so hat mau, werul a 'ein Element, m untl m tlie Ge-
wichte sind,

m^u+n^d:(*+*)^o,
eine Gleichung, welche das mriltiplikative Gru:rilgesetz in Bezug au{
das erste YerknitpfungsCli"d clarstellt, urd da die Yerkntpfung eirer
Zahlengrbsse mit einem Yerein aus mebreren Elemeuten uoch nicht
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i}"rem Begriffc nach gegebetr iut, also auch alie andere Seite jenes Gruntl-
gesetzes noch nicht hervoftreteu kartn, so ist jene Verlrniipfung, so

weit sie iiberha,upt 5sgfiinrmt ist, als eine ::rultiplikative bestimmt.
Fassen wir clies zusammen, so ist die Elemeutargtbsse eines Ve1'-

eins von Elementen a, F,,., mit deu zugehbrigen Gewiohten o, b,.-- r

gleich aalbp *'.',
das heisst, sie ist als Vielfachensumrre der Eleruente ilargostellt, dereil

Koefflcienteu tlie deu Eleruerrteu zugehiitigen Gewichte sinrl, uud zu-

gleich ist datlurch die Adtlition tler lllementargrbssen unter sich b+
stimmt.

$ 97. VorvioUachu-n g diessr Gt6sees.

Um unn die rnultiptikative Yerkniipfung allgemeiner darzustellerr,

habeu rvir clie Multiplihation eiaer Zahlengrtisse mit eiaer Elemeutar-

gtbsse so zu defurireu, tlass auch clie andere Seite cles mulLiplilativeu
Gruudgesetzes lbrtbestehtl dies geschieht, irrclem wir festseLzeu, dass

eiue Vieifachensumme von Elelrenten r:-rit eiler Zahlengriisse rnulti-

plicirl worde, wenn ruan ilie Koeffcienten rlerselbeu mit rlieser zahleu-

grbsse urultiplicirt.
Niimlich dtun ergiebt sich sogleic\ werrn o untl Z, beliebige EIe-

mentargrbsseu, das heisst Vielfachensummen vorl Elementen rlarstellen,

tlie Geltrug der beiden multiplika[iverr Gruldgesetze

uud 
ltt,d + 'tx(l.: (tn. ! n) a

ma1-ulb:m(a{b).
Dass nuu auch rlas Resultat rlet Division ruit eitrer Zahlengriisse, I so- 137

bald diese nicht null ist, ein bestiurmtes sei, ergiebt sich leicht, indem

verschiedene Eleuentargrbssen, ilas heisst solche, tleren Abweichulgeu
von denselben Eleurerrben YerschiedeDheiterl darbieten, auch naahdem

sie mit delselbeu Za}lengr6sse, clie niclrt null ist, multilrlicirt sincl,

verschiedene Abweichuugen darbieten miissen, also verschieden bleiben.

Untl ebenso leicht ergiebt sich auch, class, wenu vtr gl,ciclnrtige Elc'
mantargr'dssen solche nenner,'rvelche aus derselben Elernentargrbsse

durcl Multiplikation mit Zahlengrbssen hervorgegangen sinil, der Quo-

tien[ zrveier gleichartiger Elementargrbsser, weED uicht der Divisor
null ist, eine bestimmte Zahlengriisse liefert. Somit gelten alle Ge-

setze arithmetischer Multiplikation urrd Division ftir tlie &'agliehe Yer-
kniipfung.

Die Yerkniipfung des Elementes g *it audem Elementen otler

Eleuronhargrbssen, wie sie bei cler oben eingefiihrten Bezeichlung der

Abweichuug eintritt, behglten wir tlem folgenden Kapitel vor-
11*
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$ 98. Dio El€mortargrbsse ale vielfaahee lllement.

Xs erschieu bisher die Elementargrbsse im AJlgemeilerr als eine

Yiel{'achensumnre yon Elenreuten, und wir mtissen uns fie Aufgabe

siellen, eine Elementargr6sse, welche in dieser X'orm gegeben ist, in
m0glichst einfacher Form tlarzustollen.

Zun[,chs[ machen .wir den Yersuch, sie in Einem Gliede, also a,ls

vielfaches Element darzustellen. Ee sei dalrer

oalbp *-.':uo
gesetzt, wo 6 ein Element, r sein Gewicht bezeichnetl da das Gc-

sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss, so erh&lten wir so-

gleich
o:o*b*'..,

rurd wir haben nur uocL o so zo bestimmen, tlass ilie Gesanrmtab-

lveichur:g von irgend einerr Elemente p auf beiden Seiten gleich ist,
untl erhalteu

o [eo] * b teCIl * "' : (o + L + "') [so]'
das heisst

rsor:44*+S+-

S 99. Die trlleuentargrdste mit dem Gewiohte NUU ist
eino Etrooke.

Ist rlas Gewicht tler Eleoentargrbsse null, so haben wir scLou

gezeigt, ila,ss dann die Abweiehungen iler Elementargrbsse Yon je zwei

Elemerten gleich gross sind; ist tliese Abweichuug daher in Bezug

auf ilgend eil Element null, to ist sie es auch iu Bezug auf jedes

wotlulch o Lestimnrt ist, sobald 0 + I, + '" einen geltenden Werth
hat, das Leisst:

Eine Elentcntw"grissc, tlerett Gewiiltt tticlr,t ntr,ll, ist, liisst sich al,s eht

ttg,tnit gleichent Geutichte bclnltates Eltmcnt dat'slellen, I und zwar ist die

Abweic'lwng ilieses El,ernentes aon eineryt, Elemott* g gl,eich' der dttrclt

elas Geutictr,t tttaddirtaw Abweichwng der Elernw,tatgri)sse aon damselben

Elcmew,te.

Setzt man iibrigens i.:r jener Gleichuag, welehe fit' jedes Element g

gilt, dies Element mit a identisc\ so hat maq weil [oo] null ist, mit
Weglassuag iles Divieors die Gleichung

0:o[ea]*6toFl-F--.,
das heisst, die Gesammtabweichung einer Yielfachetrsumme von EIe-

menten von d.em Summenslemeni (o) ist gleich Null.

,
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aralere, rmtl jene Elementargriisse kann ilanu einem beliebigen Elemeute

mit dem Gewichte NuIl gleichgesetzt werden, wie tlies auc.L clie Formel

tles votigen Parag.r.phen schon darlegt, ocler sie kam selbst gleich

Null gesetzt werden. Is[ aber die abweichung einer solchen Dlementar-

grdssJ (tleren Gerviehb null ist) von irgenil ei,em Elemente gleich

ejner ,strecke yon geltender Gr6sse, so isb auch die abweichung der-

selben von jetlem andern Elemente clerselben strecke gleich, ulil diese

Strecke, weiche jene koustaute Abweiehung rnisst, repriiseotirt daher

iene Elementargriisse vollstiiudiS so alass zu gleichen Ilerneutargrbsseu,

ileren Gewichhe null sind, auc6 gleiche Abrveichungswerthe geh(]reD,

uud umgekehrt.
wertlen uun solche Elernentargrbsseu zu einander acldirt Otler mit

Zahlergrbssen multiplicirt,' so geht iler Abweichungswerth des Itesul-

tates Jrrs rlenen jener Elementargrbgser d.ureh diese]be AtldiLio[ oiler

Multiplikatiorr hervor. es tritt also zwischen solchen Elementargriissetr

rmrl il-,ren ALrweichulgswertheu rrealer ar sich, dlas heisst in ihreDr

Ilegriil'sumfange, noc)r in ihreu Yerhniipfu:rge.:r, ir-ge[d ein Unterschietl

hewor, uutl rryir sind somi[ berechtigt, jene Elemeutargri)sse untl ihreu

Abweichungewerth als gleich zu defi-niren, ja wir sild dazu gezwu:rgen,

wonn wir niclrt rlurcl, uuliitze Unterscheidungen den Gegenstand ver-

whren wollen. TVir setsen dnlwr ei,ne Elanent;a.rgrdsse, d?rerl Gewbltt

null, ,ist, deqjenigm lconslantan strecke gleic'lt, wrn uelcht imc Griisse aon

betiettigen Eletnenten abtoeicht, odet, ,wir vevstehax tmter dcr I abweichung t:tu

einer streclce oon ehtent, Ekment jene streclee selbst, tmil din strecke I er'-reo

schehrt ats eina bcsondere Art uotr, Elerruadargrdssen '

Um dies rosh atrschauiicher zu iiberseheu, hiinnen wir zuniichst

nach'weiseu, da,ss sich jede Elementargrdsse, deren Gewicht null ist,

aJs Differenz zweier Elemente (p - a) darstellen ld'sst, dleren eins (a)

willkiil:r.lich ist. h der That, da das Gesammtgewieht ilieser Difrerenz

gleicbfalls uuII ist, so komurb es IrEr darauf an, dass in Bezug auf

irgeDd ein Element (q) ilie abweichuugen gleich sinil. Die Abweichuug

jener Differeuz von I ist [e0] - [er], das heisst sie isb gleich faB],
uutl iladurch ist nicht bloss das Elemeut p bestirnnrt, wenn e gegebeu

ist, sondern auoh tlie kolstaute Abweichung cler gegebenen Elementar-

griisse selbst gefuncleu, unil es folgt daraus ferner, dass

l"Fl: fr - "
ist. Beide stellon also nur verschiedeue Bezeicbnungeu ilar, und da

die erstere willktihrlic\ fie letztere uothweudig ist, so werilen wir von

jetzt an am liebeten jene'r'on Anfang an uur als vorliiufig dargestellte

Bezeiehnulg gegen die letz,te fallen lassen, und also kiinfhig eine 
'Streeke,
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welche, wenu d a,ls ihr Anfaugselemout gesetzt wird, B znm Entlolement'

ha,t, mit B-a bezeichneu*).
Fasssu wir das Ergebniss beicler Paragraphen zusaulmen ) so

zeigt eich,
tluss einc Elementargrlsle crster Stufe, denn so bezeicLrlen wir

die bisher behanilelte Elementargr6sse im Gegensatz gegeu dic sp'ritor

zu behandelnden, siclt,, wenn'i,hr Gewicht cinen gellendett, Wcrth ltat, als

aiel,faclws Dlement, wenn ihr Gewickt nu-1,1, ist, als Btreilic darstel,lat' liisst,

xmil, elLa,r u-ltil,l man Xetlesmal, diesew Wertlt, indem mar, die Gcwichte

und, die Abweichungen uon irgenil, einem Elenante gleicltsctot, wobci dic

Abtaeichung ebw slralce aon, cinenr Elernente jarcr stuecilte selbst gleich,

gesctat, xmd' das Gewicltt ciner Slreahe nwf,l, gesctat wirtl.

s 100. Summe sinor Streoks und oines eiufaohen oder vielfaohon
trllomsntes.

740 Da nach ilem vorigen Para,graphen tlie Streclce als eine besordere

rEo Gattuug von Elemeutargrbssen erster Stufe ersc)rien, so liisst sich l die

sunmre eiuer streeke urrd eines einfachen otler vie]fachen Dlemeutes

gleichfalls als Elementargrbsse auffassen, uud ilen Begriff tlieser Sunrme,

der ilurch ilas Friihere sehou bestimrut ist, wollen wir nun nHher vor

Augen riiekeu-
Suchen wir znerst die Sumnre (" * p) eiues Elementes n und

eir:er Strecke ?, so ruuss, ila das Gewicht dieser Summe Eins ist, die-

selbe wieiler gleich eilem eiufachen Elenrente p gesetzt wertleu. I{an
hnt daun aus tler Gleichung

(r+I:P
rlie reue Gloichung

F-a:p,
clos heisst a f p betleutet ilas Element p, in welches a itbergeht, wen:r

es sich um p [,ndert, oiler dessen Abweiehung vou c gleich 2 ist.

Betraclrten wil die Summe eines Yielfachen Elementes r?.ry urd einer

Strecke p, so habeu wir, cla clas Ge\richt cler Surnme rn. ist, ilie Gleiohuug

ma{P:YP
und claraus

Yru(P-a):P,
oder

+) Es ist hier noch zu erwiihneu, tlase tlis tr'ormel rleo vorigen Paragrapben
fiir tliesen I'alI die Elementargrdsse als ureuallich entferntes llement uit dem

Gowichte Null tlaraie-llt, falls man nli,rulich ilie Division oit Null geltea laeseu
'will ; abor tLie bostimmte Beilentung dieeea Austlrucks tritt ebeu oret durch die

hier gegobone Darstellmg are Licht
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fr-":*,
tlas heisst nr,a ! yt bedeutet das ,rr-fache einea Elemertes p, dessen

abweichuug von cr der [r-te Theil der $treckc 1, ist. oiler fasseu wir
leides zusammen uncl ilriickeu es au{' allgemeinerc W'eiae 6rrs, ir,r ileur

wir zugleich bedenken, dass, wenn p von c "o, # abweicht, dann rap

Yor d um p abweiche, so ergiebl sich,

dats ilic swnnte einer. Ebnwttaryrilssc oofl gellcndoil Geeutchtswa'tlte

tmil, einer Slrcc!rc cina Elenwnlargtiisse isl, uelche nsit iler ersteren, glaiclws

Gewicltt hat, unil uon dml, Dlem,attc tls qsterac urn die hiwuarlih'te

Strwlw &weicht.

B. Anwentlungen.

$ l0l. Mitte eines Punktvoroins.

wollel} wil ilie in diesen Kapitei gewonrenen liesultate auf dic

Geonetrie auwonden, so ha,betr wir nur statt der xleDrente ul1s Purlite

vorzusbellen I und behalteu wit ilanu die iibrigen Beuemungeu, welehe

in tliesem Kapitel eingeftihrt wurden, uaruenUich die Beuennungen ,,Ge-

wicht, Abweichulg, Elementargrosse(' I hier in dersel[eu I3edeutuug]4r

trei, so erhalteu wir aue,h ilieselben s6tze, vou clenen wir' jeiloch die

interessantesten in s,nsshaulicherer I Form ilallegen wolleu 14t

Stellt man sich zuuli,chst m Puulrte dr, . - ,4,r vor, so l5sst sic'h

stcts ein Punlt s finden, ilesseu Abweichung von jedem beliebigen

Punkte g cler r-te Theil ist vou der Gesemmtabweichung jeuer rl

pur.Lte von demselbe[ Punkte g, uncl fieser Punkt igt ilrrrsh. eine

solche Gleichung

tadrl *-.- * [e""]
)1leol -

volllrornnren besbiutmt. Dieser Pnnltt, ist es, welchen maD clen Punkb

<Ier mittlereu Entfenrung zwischeu jeneu ,l Purlrten z;u uenneu pfiegt,

tlen ich aber ktirzer als deren Mitte be'teicbaet habe (vgl' $ 2a)'

Driicken wir nun den obigeu Satz geouetrischer aus, so kbDueu wir

Eegen:

Zinht man aon eineln aerifudslichen Punkte I dic Strcclcen nq'clr n

fxlm Pw&ten, so geht die oott g aus uti,t il,er Stannw dieset Streokm ge'

aogffie Pdten*le d;u,rck cittm fulen Pwnht o, welnh'er di,e Mitle owiscltttt'

jenm n Punktm heisst, und, d,wxn Entfern%ltg oort g der n-tc Thcil

jener Swnme'ist.

Oiler, veun wir auch don Begriff tlor Summe vermeiden wolleu:
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Zi.el'tt rnan e)lfi. einern aeriinderltchat Pwilatc A die Strecken, nacll n
fcsten ?u,nkten, und l,egt di,esa Streckax, ollnc ikre Richtwng und Lcinge
stt, tittdern, stelig, das heisst so an cituander, ilass dct Bndymht einer
jeden Strecke jedamal, der AnfangsStunht dw niichstfol,genden wirtl, tnril
rnaclfi g zwnt Anfangqlwnkt der ersten, so geht d.i,e Linic, welche d.ie so
gebildete E'igur sclil,iesst, ilwch e,inen festen Punkt o, welclw die Mitte
der n ?unkte lwisst *nd, aon der sckliusenden Seita nach dem, Pu,nl;tc g au
rlcw n-len Ihcil, abschneidet.

Ilieraus ergiebt sich eite hilchst einfache Konstruktiol der Mitte,
untl zugleich das Gesetz, dass die Streckeq welche von der Mitte rrach
den a Punktetr gezogen werclen, stetig an einander. gelegt eine ge-
sehlossere Figu geben, oder da,ss sie den Seiteu eiuer geschlossenen
Figur gleie.li tnd parallel sind.

S 102. Dio Mitto als Axe.

Es ist lilar, wie ciie im vorigen Paragraphen aufgestellten Gcsetze
auch D.och gelten, weuu sich ruehrere der festen Punkte vereinigen,
werul rr&n dau:r nut die Anzahl clerselben festhiilt, unil auch clarl

142noch, werr:r ma.)r diese Puukte rnit beliebigen positiven otler. lnega-
tiveu Zahlengrtissen, welcho wir auch hier. Gewichte uenrcn Liinnen,
nultiplicirt denJrt, so la,nge nur die Summe der Gewichte einen gel-
terden Werth hat; neauen wir daun wieder die GegaumUreit iler so

rlzrnit Gewiehben hehafteten Purrkte einen Pnnktverein, so ktinuen rrir
den Satz aussprecheu: ,rWenn ma:I yorl einem verinclerlicheli Punkte p
uach cleu Punkten eines festeu P,nnlitvereins Strecherr zieht, fiese
Streckeu, oh-rre ihre Richtung zu ir,ud.ern, mit den zugehbrigen Gewichten
urultiplieirt, urid die so gewonnenen Streel<en von Q a,us stetig a"u ein-
ander legt, so geht die die X'igur schliessende Seite tlureh einen I'estero-

Pulkt o, welsher die Mitte jenes Punhtvereins ist, uutl clessen Ent-
f'ernung votr e so oft in der sebliessenden Seite enthalten iot, als das
Gesammtgewicht betrEgt.(

fst clas Gesamnrtgewicht uull, so fii,ilt, rv-ie sich au8 der Formel

laol:o[Pa]tb[PF]*'"n+b+...
ergiebt, der Puukt o ins Unentlliche, u:rd die schliessende Seite geht
tlann durch ilenselben, unendlich entfernte:r Puakt, das heisst, hat eine
konstante Richtuug. Dies ergiebt sich noch eilfacher uncl zugleich be-
stimmter aus den $dtzen, die wir fiir den FaII, dass tlas Gesamut-
gewieht null ist, oben aufgestellt hatten, unil es folgt daraus zugleieh,
class aliese schliessenile Seite zugleich eine konstante Liinge hat. Es
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orscheint also als Mitte des Punktvereine, weur das Gesaurmtgewieht

lull ist, eiD uueltllich etrtfernter Puakt, oder was tlasselbe ist, eine

konstanie Richturg, also uicht eir (endlich liegeuderJ Mittelpurrkt, eou

dern eile Mittelaxe. Da dieser Fall eiu besonderes Interesse darbietet,

so sprechetr wir ihn Doeh eitrmal nrit miigliclrster Yermeiduug aller

Kunstausilrtieke aus :

zieht man oo$ einan urtindetlifrhal, Punlcte g die streclrctl ltaclt, ci,fiet

Railw fester Punkte, ztt, wclclwm eine Reilrc uon Za'h'l'en'11tt)ssm, dwen

stmn4 nu\,l, ist, gellfirt, und rnan lEt diese strecl;en, nacltdcnr, ltld1t, sic,

oh,ne olve Ricl'ttu,ng a[r 1)a'iindeftx, mi,t dm zugelil)rigat. zaltlar, nniltiTtlicirt

lmt, stetig an ehtaniler, so hat dia scltliesscnd.e sette honstante Riclttung

ruri Laugr, uytil kann 4ie Axe jmes Punktaercins la'taxxnt zt:crclc.n*).

$ 103. Sohworpunkt. Axo d'ea Gleiohgewiohts'

In Bezug ruf ilie statik stelleu wir sogleich dius Bil,uptgesctz a:nf, Ill
nhmlich

wenn rlie Punlite ttinu Yweins oon ltarallelan Kriif'tm geaoge?x I uta'tlut,, r+3

toel,ch.e ilen Gcwichtcn jcnu ?unlile ltroport'i,onaL,, aber oyn aeriintlet'lklrcr

Rielttwng s,i,nd, 8o ist, das Gesamm,hno,tilcttt ljencr Kriiftc in licaug atf die

IIitte ienes Vwei,ns ru,rll,, in Beaug auf' iedeu, awlcnt Putil[t gletcl't, dcnt,

X'lontent iler atr' dcr /rlli,ltc angcbraclilcm Gesant'rntkraft'

Der Beweis ist hilohst einfaeh. Ist nri,mlich o die Mitte cles ver-

eirrs 0c, bF, ..., unil siutl aP,bP, ' " die Krii{te, tlurch welche ilie

Punlcte a, F, . .. gezogen lrcrtlen, so hat man das Gesa'u:mbmon:rent irl

Bezug auf d gleich

o[oa].p* b [oil] .1, + "':(o [oa] * [ [oF] +' )' p : o,

da tler orsfre Faktor Dach tlem Yorigen Paragrapheu null ist. Fiir jedeu

anderu Puukt g hat matr das Moment gleic'h

(o [e"] * b tepl * "') '.t',
u:rd da der ersto Fattor gleich (o + b + ") [eo] i*t, gleich

[eo.l.(s+6+"').1,,
das heisst gleich dem Momott iler an a angebrachten Gesammtk-ra{t-

Es ist bekaEnt genug, dase vorr tler ereteren Eigenschafi rlie Mitte,

welrn die Gewichte als physische Gew-ichte auigefasst werilen, tler

schwerpunkt heissb. Da tlie physischen Gewichte irumor als positiv

+) sollton die Resultate ilieses Paragraphe[ in rein geomotrische tr'orm ge-

kleialei werilen, so mflsste uan stat[ der Gewichte parallele Strechon .ehmen,

derer Gr6eoon das Yerhi,ltniss der Gewichte tlarstellten'
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erscheinen, so hat der zweite Fall hier kei:re direkte Anwenclung.
Denkt urau sich aber eiuen iu eiue Fltissiglieit getaucJrten Kbrper',
\yelcher von dieset Fltissigkeit rings umgeben ist, uud reclmet man
tlie lGaft, mit rvelcher jecles Theilchen durch sein physisches Gewicht
nach unten, u-ntl die, rrit rvelcher es duleh den Druck der Flttssigkeit
(welcher dern physischsn Gewichte iler verilrH,ngten Fliissigkeit gleich
isi) nach obeu getrieben wircl, zusamnen, uncl iretra,chtet ilie Geeamurt-
lq'aft als maUrematisches Gewicht des betreffenden Theilchsns, so hat,

uan ebenso wohl positive als negative Gewichte. IrYeun ils Besondero
dor Kbrpel in der Fltissigkeit schwelrt, so ist dio Summe jeuer Ge-

wichte null, uutl statt des lrit einem Gewicht behaftoten Schwerpunhtes
tritt uuu eine bestinrrnte Strecke als Suume des Punktvereins auf,
welcheu der in der Fltissigkeit schwe'bende Kbryrer darstellt. Diese

J41 Strccl<e kanu ins Besonclere r:ull werden I ilanu schwebt der Kbrler
in jeder Lage irn Gleiehgewichtl lringegen in jedem anileru lralle be-

etinrmt fie Rir:Lhrng der Streclre tlie Axe, welehe die senkrechte l-lage
1:t4 annehruen muss, wern cler in tler Fliissigkeit schwebeude K0rper I im

Gleichgewichte sein soll.

'!Vie clie Riclrtuug untl Liirge rlieser Streclie, welche fiil die Statili,
rvie wir im niichsteu Paragrapheu zeigeu werden, eine bestimut€ ural
einfacbe Beilerrtur:g hat, gefuaden werden kb.ner ergiebt sieh sogleich
ans dem folgeuileu Satze, rvelcher eine ru:.mitbelbare lolgerung aus

dem Begriffe der Summe mehrerer -Elementargr'dssen ist, niimlich aus

dem Satzo:
Wenn etn Kdryw aus lnehrerern ei,nzelnetz Khr1rcrn ausatnm,engefiigt

ist, so findat yna.n &u$ den Sehuterymtktm u,ntl, den Gew'ichfuro cler cht-
zehwr Kiir[)er dm Schwerytunht und tlas Gewickt iles Ganaen, oder d,ic

Streckc, welclre beides acrtritt, inilem man di.e Summe a,us dsn, mit dat,

L elr eff en ilen. Geca ichten b elwftetm S chuterynnzkteru nirnrnt.
h uneerm Falle ist der Schwerpunkt clee Kiirpors tr,u sieh und

der iles verilrlngten Wassers 2l1 sshnrss, und beitle mit den betreffen-
clen Gewiehten, welche entgegengesetzt bezeichnet siltl, zu multipli-
cirenl urd da fiir den Ita,ll, dass der Kbrper sehwelt in der I'ltiesig-
keit, die Gewichte gleioh sind, so erhiilt man aIs Summe dies Gewioht,
multipLicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerprmlte;
die Axe geht also dureh beide Schwerpunkte u:rd ist uull, wenn die-
selben zusa,muenfallen.

$ 104. Magnetiemua, magnetiscb.€ Are.

Eirre u:rgleich wichtigere Anwendung iles letzteu tr'alles, ir welchem
statt des Summenpunktes efue Ave erscheint, ist clie auf den Magnetismus.
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Gauns hat gezeigt*), class ilie ma,gnetischen Intensitiiten inner-
Lalb eires Ea.gnetischen K6rpers allemal zur Summe NulI geben.

Denkt man sich diese Iutensit?iten ilen zugeh0rigeu Pnnlr[s1 (e4sr
Theilchen) ale uathemaiiecLe Gewichte Leigelegt, so wiril ilie Surnuc
dcs so gebilcleten Puuktvereins eine Streeke von beetimmter Itichtrurg,
und Lf,,nge sein. Um ilie Beileutung dieser Strecle ftil die Theorie des

Magnetismus ken-nen uu lernen, denken wil uls eine magnetische Krafl
rrelche, wie etwa, rler Erdmagnetismus, oder die Ktaft eines cntferuten
I\logleteu, clie i eiuzelueu Pulkte in parallelen ll,ichtungeu, den mague-rd5
tischerr Lrrteusitiiten proportional forttreibt, so ist tlas Mornent diesr:r

Ikii,{te in Berug auf irgenrl eiuen Pukt g gleich

o [ea]'rr * 6lepl .P * "',
lvenn olr, bp,.-.die deu magnetischenlutensitiiter 0, [,... propor:tio-145
ncleu auf die Punlite q, F, .. .twirkeurlel Kriifte siltl ; cs verwaudelt
sich alrer ,ieuer Ausdruc,\ wenn uau tleu gcruei:rschaftlichen Falrtor 2
ansserbalb eirrer Klamurer setzt, un,l Lredclkt, dass tlan[ t.lie von cler

I0ammer cingescLlossene Grijsse jener konstautel Streclie, welche tli.e

Sun:me iles Punktvereirs darstellt und von rurs u.rit a bezeiehnet

rverden soll, gleich ist, iu
& .P,

rlius heisst, das trloment jener Kr[fte ist in Bezug auf je zrvei PurrLte
gleich gross, n'rimlich, wenrr wir a die maguetisehe Are, uud p die ein-
wirkende nragnetische Kraft (wie sie auf eiuen Punkt von der zur
Einheit gerommeDen Inteneitiit wirktl nennen, gleioh tleur iiusecrer
Protlukt der magnetisohen Axe iu tlie eilwirkende rnagnetische Kr*ft.
Gleichgewicht ist also vorha,ndeu, wenl ilies Produkt null ist, da"s heisstl
die magnetische Axe in rler Bichturg der einwirkender: Kraft liegt.

Der Begriff der maguetischen Are, wie ich iI'" lder ilargestellt
habe, ist von dem sonst gangbarer nur dadurch verschieden, dass sie

hier als eine Strecke von bestimrrter Richtuug untl L[nge aufgefasst
ist, whhrend Eran Botrst au ilr nur tlie ll,ie.htuug festzuhalten pflegt.
Die Grtnde, w&rou ich dieeen Begri-fr moilificirt habe, ohne die lle-
nenxung zu fi,ndern, ergeben sich leicht, cla eiuerseits ilie Wissenschaft
die Yerknflpfung der B,ichtulg unil Lii.nge jeuer Strccke zu eitrem Be-
griffe fordert, und and.rerseits aus deu, was uan tber die maguetisohe
Aro alrrBegtr jedesmal sogleich hervorgeht, ob die Lii,uge in ilen Be-
gdfr uit aufgeaoumen ist, oiler nieht, so dase also heiue Verweehselung
mOglich ist. Dass mau bisher in der Theorie des Magnetisnus beides

+) Iu seiaer Abhantllung ,tnlmsitas ai* magiwticaet'. fWerke, Bd. V, S. ?9 S.]
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stets sesondert betrachtet hat, liegt uur darin, rlass die Einheit von
Rielrtung unri Lii,nge, wie wir sie in dem Begriffe der strecke aufilc-
fasst hahen, bisher in der Geouetrie keine stele fanil. uebrigens be-
weist schon die ausserordentliehe EinfacLheit, in welcher vermiije dieses
Begriffes nnd der tlurch unsere xrisseuechaft geboteren yerkntipfung

JJrdas naguetische Momeut sich darstellt, die unentbeh-rlicrrkeit *rur".
Aualyse ftir rlie Theorie des Magnefiemus hinLi,nglich.

Anmerhung. Wir sincl hier zu dem er.ston und eiurigeu pu.kte
gelangb, in welcheru unsere wisseusellaft an schon arilerweitig Re-
iianntes heranstreift. Niimlich in dem barycentr.ischeu Kalkiil von
Mtjbi*s wird gleichlhlls eine Atlclition einfacher uncl vieuacher p,rnkte

ra0 dargelegt, zwar zuuiichst nur als ei.e ltiirzere sclrreibart, aber doch
u.it derselben Rechuulgsmethode, u,ie wir sie iu den ersteu paragra-

Irl'pn tlieses Kapitels, rvenn gleich in grirsserer Allgemeinrreit, dargelgt
}a,beu. Was jedoch dort giiuzlich fehlt, ist die A,uffassurg ,le, SumrrLe
als riner Griisse fiir deu Fall, ilass die Gewichte zusamuren Null
betragon.

was den scharfsirnigen Yer{'asser jeues werkee dara,n hinderte,
cliese s*onme als strecke ron koustanter Lir,ge uud Richtuug aufzu-

f,.ssen, lst 9]rne ZweifeL ilie Urgewohltheit, Liinge uucl Itic*ung iu
Einem Begriffc zrso,nr,rg62qfasso,. wii,re jene suurme dort als strlcke
fixirt, so whre daraue der Begriff rler Additiou und subtraktion der
strecken, wie wir ihn in Kapitel l dles ersten Abschnittes dargestellt
habeu, fiir die Georrretrie hervorgegangen, und unnere 'Wiaee;schaft

hiitte eineu zweiten Bertihrungspuukt nit jenem IMer.ke gefrldenl aueh
wtirde dann rler barycentrische Kalkul selbst efue viel froiere und all-
gEemeinere Behanclluug geworner haben *).

$ 105. .A.nwend.uag auf die Difforonzialroohnung.
Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, nm clie fuiwendung

urxerer'wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigsters anzudeuten^

*) Als ich diese amerku-ng sch,ieb, war mir die Mechaaik von Mtibius
@eipzig 1943)' in welcl:er or tlie Atrilition iler strscken lehrte, noch dcht zu
Gosicht gekommen. Die Abhaa.illung in crelle's Jouroal (Band z8), in welcher
Mdtrius den lrarycentrischen Kallrtil iu der hier angeileuteten weise- begrnndete,
erechieu erst nach clem Druck iler Au sdelrtruugslehre, obwohl ilar Datum der
urte.schrift nachweist, tlass clieselbo schor frfi-her geschrioben war. Es gehdrt
tiies zu den merlw'iirtlige, Berff.hrungen wiseengcrrafflicher arbeitel, wis iie 

"oo,ft ,* Erstaunen tlerer, welche go zusamnrentreffot, stattfinclel. (lg??) [Gemeiatsind die Elemente tler Mechanik cles Eirnmsls, s. Miibius ger, Werte na. a,
S. 1-318. Die erwiihnto Abhancllung stebt im Crelleschen Journale, Bcl. 28 aui
S. 1- I und in ileu ges. Werkea Bd. I, S, 601-612.]
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Um zu einer solohen A-uweudung zu gelangen, oliis er wir die

dureh unsere Wissensehaft gewonnenen Grbssen ale Funktionen 
'Iar-stelleu. Dies geschieht a,nr einfachsteu, wenn die unabhiingige Yer-

iiuderliche als Zahlengrbsse gesetzt wird, etwa gleich rf. Dann wird
eich jecle Grbsse P in tler tr'orm

P-A+nrt+Ct'+"',
oiler noch. allgeureilror in iier Form

P: A^t^ * a"l" 1' .

ilarstellen lassen, wo ArIj., C,..' oder Ar,, Aur..' nothweuclig Griissel
yot tlerselbeu Stufe sind wie P, und als unabh[ngig von I geda'cht

werden rnitsseu. Setzeu wir tlU.mr iliesou Austltuck als Iluuktion vou

I gleich f(l), also

unil setzen wir ferler
P-f(t),

cll'-f(t+dt)-f(t),
so erhalten wir im allgemeiueu Falle

d.P
*,..= nt,Anln-r I mAulv-r + ...,

Als tler einfachste tr'all erscheint hier <ler, dass 'P, also aueh

A,,,, A,,r - .. Elementargtbsser erster Stufe sind. Nimmt man dann i'rs

Besondere an, class P oin konstantes Gewieht habe, so wittl es_sieJr,

wenn marl ilie Grbsseu jetzt als Gr6ssen erster stuf'e mit kleinen Buch-

stabeu bezeich:ret, in der Ir'orm tlarstellen lassel

7t : tt { bn,l'' * b,,d' * ^' ',

wo L,,,, 1r,,, ... Strecken ilaretellen, o unil p also Elementargrbsseu vou

gleicheur Gerqichte. Dann erhElt man

drt
dt

: mb^t -r + nb,,l,"-t +.--,
,"d 11 stellt also eine Strecke atar.

Mau ilbersieht leicht, tlass, wenu 2 tlen Ort ei-nes Pruktes irr der

Zeit I darstellt, tlaun
dp
d,t

tlie Geschwintligkeit tlesselben ilrer Grbsse und Richtung ra,ch, und

drp
tlte

seine Beschleu-nigulg auf dieselbe 
-Weise darstellt'

filhrung dieser Betrachtungslveise in die Mechanik

Lti

Durch die Ein-
gelangt man mit
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Anwenilung urssre r Analyse auf's Leichteste zu der Lbeurg maxrche?
Probleme, ilie soust als verwickelt ersoheinen; doch wiirde mich die
woitere Yerfolgung dieses Gegenrtancles zu weit von neineu Ziele
abfiihren *).

Zweites Kapitel.

Aougsoro Multipliknfion, Divisiou rmil Absch&ttung
ilsr Elomontalgriisson.

A. Theorotisohe Entwickeluug.

$ 106. In wieforn d.io Streoke als Produkt aufgofasst wordeu kann.

Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn der Entwickeluug des

vorigen Kapitels zu Grunde legbt;n, errthiilt dern Keiure nach den Be-
gri-ff des Produktes zweier Eleurentargrtlssen in sieh.

Wir vorstaudeu t{ort unter der Abweichung eines Elementes a
vou einenr anclern Elemente g- die Strecke, welche von g nach c ge-
ftihrt werilen )ianu, unil bezeichneten dieselbe mit fqa] I elreuso ver-
standen wir unter der Abweichung eines Elemeutarvereines vou einem
Elemente g clie YielfacherNumme aus rlen .\ bweichongen seiner Ele-
mente vou ilemselben Elemeute g, werD ura,u als Koefficienten fieser
Yielfacheasuume die ilen betreffeuilen Elemeuten zugehbrigen Zahlen-
grbsoen (Gewichte) ninmt. V[ir bestimmteu daranf die einem E]ementar-
verein enfsprechenrle Elemeutargrbsse so, dass sie statt tlesselben ge-

setzt werden konnte, sobald es sieh nur um tlie Abweichuug handelte,
n.rrd setzten ebeu fie Gleichheit der Abweichungen als einzige Be-
r'lilgung fiir die Gleichheit tler Elementargr0ssenl daraus ergab sich
flann, ilass die einem Slementarvereir:e zugeh6rige Elemontargr.iisse
wiedetum fie mit den zugehiirigen Gewichton als Koefficienten ver-
sehene YieHacheusumme der Elemente eei, also die entsprechenile Viel-
fachensumme tlor Elemente, wie die Gesammtabweichung jenes Yereirs
eine Yielfac.h.ensumme aus den Abweichungen der Elerneute war.

Bezeichneu wir ilaher gleiohfalls die Ahweichung einer Elementar-
gr0sse a von einem Elemonte g ldii [qa], so habeu wir

le (oo * t,p + ...)l : o [cn] * b tefl * ...;
und so auch, da fie GesammJaloweichrng eines Elenentarvereins die
Summe ist aus den Abweiehuagen seiaer Theile

") Ygl. meinen Aufeatz: Die Mechanik nach den Principien tler Austlehnu-ngs-
lehte, in den mathemabischen Annaleo Bd, XIL [S.22?-240]. (1877.)
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tq ("* b I c *') : [ea] * [e]l * "',
wenn a, b, ... beliebige Elerueutargridssen vorstellen. Sp'd'terhin hatten

wir da-s Produlit einer Zahleugrbsse in ei:re Elementargrirsse, das heisst

in ei[e Yiell'ac]rensuurme voE Eleuenteu, als eine Yielfachensuntlrre

ilefi-nirt, welche aus tler ersteren tlurch Multiplikation ihrer Koeffcientet

mit jeuer Zahlengrbsse hervorgeht, und ilaraus folgt nun, tlass mau

ilie Abweichung einer rz- faohen Eleurentargrbssc flDclet, rvenn rua.n rlie

iler eiufaeheu mit m multiplieirt, also dass

ls (,"o)l : ra [eo]

1r1t'). Kuu es zeigt sich, ilass die multipliliative Grunclbeziehung lfiirllg
clie fragliche YerloiipfuBg von g mit ei-nor Elementargrtisse, sowohl

an sich, als auch in Bezug auf tlas l{iuzutreten von zahlent'alitoren

gilt, sobrrld nuln rur tleu zweiten tr'aktor als geglieder[ bef,racirbet. t+c

Ueherclies zeigt sich, .1, [pe] uull ist, unel [pa] gleich - [ag], clnss

iliesc trIuliiplikatiou eine iiussere sein wiirde.

$ f07. IlementareYstomo.

E)re rvir ruu zu dem vollstii.ndigcu Begriffe rles iiusseren Produktes

rler Eleruentargri,rssen iibergeheu, wollen wir den Begriff der Elcme.ntar-

systeme feststellen.
Dieser Begrifr gritutlet sicir wie d'er iler Ausilehlungssysteme ($ 16)

auf dell Begriff der Abhiingigkeit. lMir nenuen eiue Xlementargriisse

erster Stufe abhdngig von andern Elemeutargrtissen, wenrr sic sich als

Yielfachensumme ilerselben clarstollen liisst, hir.r.gegen nenuen wir melrrere

Elementargrtissen erster sht.fe unohhtingig, wertr:, zwischen ih:ren lieiue

Abhiingigkeit in dem angege):enen sinne stattfinilet, cla,s heisst, Iieine

vo.n iluen sich a,ls Yielfachensumme der tlbrigen ilarstollen lirsst. Nun

verstehen wir urter einem Elemadarsgstcnt,e n-ter $tu/e ilie Gesammt-

heit der Elemente, welche von m Elementeu abhiingig sind, wiihrelld

tliese m Elemente von einantler unabhiingig sind.

Sind nul d, F, !, " ' tlie o ae1 si,e.del nnabhiingigen Elemonte'

uud ieh betrachte zwei von ihnen abhiingige Illemente g unti o, so

wirtl auch ihre Differenz sich als Yielfacheilsumme jeuer ta Eleurente

darstelleu lasseu; diese Differenz, welche tlie gegeuseitige abweiehung

beider Elernente darstellt, hat zum Gewichte Null, und man erhii,lt

daher q-o in tler Foru dargestellt:

*.; Eioraos orgiebt sich rlbrigons, tlass san in iler ersten Gleichung iiieses

Paragraphen auch statt der Elemente a, f, ... die tslementargr0Eseu d, b, "'
einfiiLren kiinnte.
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s-o,:aa+bp*cy*._.,
wo zugleich

CI+I,+c+...:0
ist. Driickt mau vermittelst der lotzten Gleiehung irge'd ei::eu cler
Koefficienten, zum Beispiel o, durch clie tibrigen aus, so er.hiilt n:a,,
i.ndem rn:rn tlieserr Werth i:r die ersie einftihrt,

s - 6:6 (B-a) * c (y- 
") * 

...,
das heisst, fie gege.seitige Abweich,tt'g zweier rlerueute eirreir rle-
ruentar-systems r-ter stu{e ist als Yielfacteusuumre von (n - 1) streckeu
tlarstellbar, welche von einem der n Elemonte, clie das Systenr. be-
stimmen, nach den iibrigen gelegt siud; und u.gekehrt, jeile Streclie,

z,ir.rdie sich als Yielfachensurune ilieser (n- 1) Streeken I darstellen Lisst,
ftih.t aueh von einem Elemente jenes systeus ,othwerdig .rvieirer- z.
einem Elemente d.esselben Systems.

vy'ir kii,nen ilaher auch sagen, ei, rleureutarsystem ri-ter sture
roo sei ilie Gesammtheit der rlemorrte, tleren gegenseitige I abweiehtnge'

eineur uld clemselben ausilehnungssystenr (rz- l)-ter st*fe angehbrer,
oiler, wenn man sich so ausdriicken will, es sei dio eleurentare Dar-
stellung einos Ausiloluru:rgssystenoes (n - 1)-ter Stu{e. Noch bemerke
ich, dass es im Begrilfe des Elemeatarsysten:s unmii;telbar liegt, ilass
a Ellemeute danu u,d nu' danlr von eiua.nder ulabhiingig sind, wen,
sie keinorn niederen Elementarsystem als rlern m - ter stufe angehbreu.

$ 108. eousseree Produkt d.er Elemoutargriissen, formoll bestimmt.
Um nun sogleich zu dem Begrif der iiusseren Multiplikation bc-

Iiebig vieler Ilementargriissen erster Stufe zu gelangen, haben wir uur
den allgemeiaen (foruellen) Begriff der iusseren Multiplilatiou auf
iliese Grbsseu anzuwenden.

Der Begifr der Multiplikation ist schon dailurch bestiurmt, ilass
man il oinem Produkte von zwei Faktoren, vou rlenen der eiae aus
zwei gleichartigen stiicken besteht, etatt dieses -Eaktors seine stticke
einzeln eiuftihren, und fie so gebildeten Produkte, welehe wietler als
gleichartig zu betrachten sind, adtliren da,rf. Das prodult nrehrerer
Griissen erster stufe (die wir als solche einfache Faktoren genamrt
habel) wiril als ein il,usseres dadurch bestimmt, da,ss ohre IVerth-
iiuilerung tlesselbe. in jedem einfacheu rtahtor solche stticke, welche
mit einem der beiden zu:riichststehenden naktoren gleichartig sin(
weggelassen worilen kiinnen. Durch fiese Gruadgesetze bestimmen wir
also auch den Begrif iler Multipiikaf,ior von Elementargrbssen erster
Stufe, unil halten zugleieh alle, in dem ersten Abschuitte ftir Aus-
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tlehlungsgriissen gegebeEeu Begriffsbeslimmungeu auch fiir Eleueutar-
gri)sser fest, unil da auf jenen Grundgeeetzeu unal cleu hhzutretenilen
Begriffsbestimmungeu alle irn ersten Absclnitte bewiesenen Gesetze
beruhen, so gelteu sie auch alle ffir Elementargr0ssen, also uaueutlich
alle Gesetze der Lusseren Multiplikation, cler formelleu Adrlition uuil'
Subtraktion, der Division uril der Abschattung. In Bezug auf die letzte
bemerlicu vir uul noch, ilass iler Name Projektion Lier nicht gebraucht
werder dalf, weil el iu Bezug auf Elementargrbsseu, wie sich spii.ter
zeigen rvird, eincl gtnzlich audern Begrif in sich selrlieset, als'!vir
bislier mit dem Nameu I der Abschattuug bezeic)rneten. 157

Uusere Aufgabe bleibt daher ius Besondcre, urserrr Begriffe die
ubglichste Atschaulichlteit zu gebeu, und seiuo lionkrete Da.rstelluug
vor Auger zu legeu.

$ 109. Realisation disges Froduktea; Ausweichung, starre
Xllomsnts,rgrbsse.

Die Ilauptsache i.st hier, auszumitteln, wann zwei Protlukte ein-
a,nder gleichgesetzt werden liOnuen, indem tladnrch der Begriffsu:nllaug
rler G rtrsse, welche da,s l)rodulrt daretellt, bestimmt wir'd. Da rnn I alurch 1s l
jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produlites vollkompon be-

stimmt sein soll, so haben wir zwei Produlite dana, aber &uch nrlr
ilanu, eiuautler gleich zu setzeu, wer-n. sich vermittelst jene.r Grund-
gesetze (oder der cla.raus abgeleiteten) das eiue Procluht irr das andere

YerwaDdeln liisst.
Es sei daher eil Produkt aus ,c Elenreutargrtissen erstor Stufe

der Betrachtu-ng unterworfen. Zun[chst ist klar, ilass wer,r, clie Ge-

wiehte dieser ra Xlementargrbssen alle einzeln genolumeu uull sinrf
also jede clerselbeu als Austlehnungsgrbsse erster Stufe erscheiut, auch
ilrr Produkt eine Ausdehrnngsgrbsse m-ter Stufe liefert. Iu jeclem an-
dern Falle, unal we rn auch nur Eil einfacher Iiaktor ein geltenrles
Gewioht hat*), lii,sst sich jenes Produkt als Produkt efures Elementes
in eine Ausilehnungsgrbsse (m-1)-ter Stufe darstellen. Delrn wir kbmren
zuerst den Faktor, vou welchem wir voraugsetzen, rtass seir Gewieht
rLiolrt null sei, auf die erste Stelle bringeu; sollte sich dabei tlas Yor-
zeichen des Produlites iindern, so kbanen wir statt dessen ala6 Zeiehen
irgend eines n'a,ktors iindern. Ist uua oa jener FaLtor, dessen Gewicht
o nicht null sein soll, so kbnnen wir nu:r den iibrigen tr'aktoreq we,rn
ihr Gewicht nocl:. nicht null ist, ein heliebiges Yielfaches von a aJs

g66s[ hinzuftigerl, ohue den Werth tles Produktes zu iindern, und

s) tlas heisst ein solcher, welohes nicht null ist.
Or*rsmeal, Wsrke, I' 12
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dailurch das Gewicht jetles der flbdgen Faktoren auf Null bringen, Nach-
dem dies geschehen ist, silcl also ilie iibrigeu (r-1) FaLloren Streeken
gewordeul ilr Produkt, welches eiae Ausalehnungsgrtisse (ll - l)-ter
Stufe ist, sei Q, so ist die Elementargriisse gleich

ru. Q,
rind dlier wiederum, da o eiue Zahler:grbsse ist, gleich

' a'aQ:a'P'
7lzwettn oQ gleich P gesetzt wircl. lXs ist also die oben anllestellte lBe-

haupturg erwiesen I aber uoeh :uehr: da dag zu den eiazeLren Faktorcu
hinzuzuadrlirende VieHaehe von ,{, Iyentr es tlas Gewicht derselben null
nachet eol1, eil besti:umtes ist, so ergiebt sich dadurcl-r eir bestiurrter
Werth von Q, also aueh vol -Ir.

Um nu-o zu zeigen, dass .P irumer eir:en testiuurten IMertJr be-
hiilt, welche Formver'rinderung ruar auch vorher mit jeuem Proilukte
yorgenommen hat, haben wir nur. t'estzuJralten , dass alle Formver-
iioderungen ei-nes Produlrtes, welche cle.u Werth desselbeu ungelnilert

lbllassetr, daraufIberuheu, ilass man jeden eirrfacheu I'aktor gtiiglis hin-
zufligeu liana, rvelche deu. iibrigen Fs,ktoreu gleichartig sitd. Lassen
wir nuu i:r ilem urspriiuglicheu Prodnkte zunlchst ilen Faktor 0d un-
geiinilert, fiigen aber irgeuil einem aldern Faktor ein Sttick hinzu,
welches irgenil ei:rem del iibrigen laktoreu, etwa ilem Faktor 6p
gleichartig ist, zur: Beispiel das Stiick nrp, wo llr eino Zahlengr'dsse
beileutet, so hat man nac]rher, ,m das Gewieht tlieses vermehrten
tr'aktous auf Null zu bringen, rr)eh ausser clen, was vor]rer zu sub-
trahiien war, die Griisse ma z,r snbtrahiren, somit erscheint das jenem
['a]rtor l'inzugeftigte gleieh nt (F - 4i aber der Faktor tB verwandelt
sich bei ilerselben Umwandlung fu b (B - a); also bleibt auch nach
der bezeiehneten Uulsandlung das dem ei:reu tr'aktor hinzugefiigte
Stiick dem autlern gleichartig, d.as heisst das produkt Q, also auch p
behe.lt tlenselbeu Werth.

Somit haben wir gezeigt, dass der lMerth P, welcher als zweiter
Faktor erschoint, ein bestiynmter ist, wenn a uaver6,nclert bleibt; nul
kann aber a um jetle Strecke ryacheen, welche dem Systeme p a,u-
gehbrt; es sei dieselbe I?r, so hat man

(o*.p,).?:a.Pt
clas heisst, es kann sich das rlement a in jedes tlem Eremeutarsysteme,
was tlurch e und P bestimmt ist, angehiirige Element verwandeh,
wiihrencl P immor deuselben werth behillt, und hiermit ist der Be-
griffsumfarrg bestirumt

lMir.nenleu nrux ein Produkt von n.Elementargr6sseu erster Stufe
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otler eine Summe vou solchen Produlrten eine Elementargr6sse
,a-ter Stufe, urrd eil solches Produ}t, ilessen einfache I'aktoren rrieht

siimmtlich Streel<eu sintl, eine starre Eleurentargubsse. Somit

halien wir clen Satz gewonuen, ,,dass ei::e starre Elementargriisse z-ter
Stufe sich ale Produkt eines Elemeut€s in eitre AusdehLrung (z - 1)-tef
Stufe darstellen llsst, ldass diese Ausilehnurg, welehe wir clie [ug-153
weiehung jener Elernenf4lgrbsse neluren, durch dieselbe Yolll(ommen

bestiunrt sei, dass aber al,e Elemeut jedes beliebige angenommen werdett

kaul, was dem durch die eh{ac-hen Faltoreu'tier Elemeutargr'<lsse be-

stimmten Systeme angehiirt,r( Die starre Elernentargr0sse erseheint

dalrcr ilbelhaupt als Einheit des durSp sie bedilgten Elemeutarsystems

untl cler ihr zugehiirigen Ausweichunfi und durch das Ineiaa'nclerschaueu

beiiler, tlas heisst, tl urch ilas Zusammeufassen beider Auschauungen ir
cine ist die Begriffseinheit einer Elementargriisse You hilherer Stufg

ocler, I was dasselbe ist, eines Produktes vou Eleurentargtbssen erster 153

Stu{e gegeben.

Wir wollerr uun die Ariochauuug der stanen Elerueutargri)sse ila-

clurcl-r voUenden, rlass wir sie als besfimmte.n Theil des Eleraentar'-

Bysteuls, dern sie augeh?irt, darzustellen suci1el1.

S 110. Das EokgebiliLe.

Nach dem im vorigen Paragraphen aufgestellten Begriff ist das

Proiluht zweier Elemelte a, p ilio au das tlureh a uud p besti*-te
Tllementaruystem gebunilele uud dadurch gleichsaur erstarrte Strecke ap.

Don Begriff iler Streche grii:rdeten wil auf tleu des einfachen Aus-

dehuungsgebildes erster Stufe. Daruuter versta,nilen wir die Gesauot-
heit der E1emente, in die ein erzeugeudes Element bei stetjger Fort-

setzu:rg derselben Aenderung tlberging; tlas erzeugerrde Element in
seilem erstea Zustan,le nauriell wir ilas Anfalgseleu:ent des Geliililes, $
i:r seinem letzteu das Endelernent, beiile Elemente die Griinzelemente

unil alle tbrigen Elemente des Gebiltles bezeichreten wir als zwisohen
jeuen Griinzelemeuten liegende. Sornit kiinnen wir auch sagen, tlas

ein{ache Gebilde ap sei tlie Gesammtheit der zwischeu a untl p lieger-

tlen Ilemente, wobei es vetmiige des Begriffs des Stetigen gleichgtltig
ist, ob wir die Griinzelemente selbs't, weil sie au sieh keine Ausclelurung

daratelleu, mit hinzulehmen oiler nieht.
Dies Gebilde run wird als Elementargrbsse zweiter Stufe aufge-

fasst, wonn ma,rr rlur ehestheils clas Elementarsystem zweiber Stufe,

ilem es angehbrt, rmil andrerseits die Erzeuguugsweise feethiilt, so dass

zwei solche Gebilde, welche ilemselben Elementarsysteme zweiter Stufe

angehbron u:rtl tl urch tlieselben Aenileru.ngen erzetgt sinil, als Elementar-
19 *
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griissen eiuauder gleich sfud, aber auch rur zwei solche. Odet deuki
man das garu,e Elementarsystem durah stetige Fortsetzu::g derselben

r54 Aenderung I erzeugt, untl nimut zwei Elemente ilesselbeu als ent-
sprechende an, und ausserdem je zwei Elenrente als entsprechencle,

welche aus dcn entsprechenden durch dieselbe Aenderu:rg erzeugt siud,
so werden zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde als gleiche
Eleurentargrdsser zweiter Stu{e erecheirxen.

IMenilen wir uun dasselbe auf clie Elementargriisseu htiherer Stufe
au, urd betrachteu also'drei oder nrehrere Elemente u,0t lt..., so

entsteht uns hier gleichfalls fie Aufgabe, tlie Gesammtheit der zwischc'u

rUesen lllementerr liegenden Elerynte zu finden, und diese Cfesammt-

traheit zu vergleichen mit dem Proluhte der Elemeute. Was wir lunter
eilem zwisohen zwei Elemeuten liegerrden Eleprente verstehen, ist
schon festgesetzi; jedes Element ruu, was zwischen eiueur nlemelte
a uncl eineru rwischer E *d U liegendeu Elemente sich befintlet, be-

zeich:ren wir a,ls eil zwisehen a, p und y liegordes, und iiberhaupt
eil Element, welc,hes zwischen a untl eir:em zwischen eiuer Reihe von
Elementeu F, ?, ... befinillichen Elenrente liegt, als eirr zwischen tler

Stnzeu Elemeutenreihe a, p, y, ... liegendes. Die Gesammtheit tlieser

Elemente wollen wir vorli,i,u{g eh Ed,gebilde nonnen, d, Ft ?,, .. seine

Ecken, u:rd diese Ecl<on Bowohl als die Elemente, welche zwischen
einem Theile fiesor Ecken liegen (nieht zwisohen allon), seine Griinz-
elemente, jene zwischen siimmtlichen Ecken liegenilen Elemente hin-
gegen clie ilnererr Elemente des Eckgebildes.

Unsere Aufgabe ist nuu zuliichst die, alle Zwischenelemente
(innsler Xlleruente) als Vielfacherliummen jener Eleme.nte, zwisc)ren

clenen sie liegeu, d.arzustellen, u:rd die Relatiou zu bestimmen, welche
dann zwischen cleu Koefflcienten statt fiuilen muss.

, Zuerst i-n Bezug auf zwei Eleureute ist klar, dass ein Element g

dann u:rd uur darnn zwischeu a unrl p 1iege, wenn ag gleichbeze.iehlet
ist mit QF, so dass die letzte Aendlerung a,ls Fortsetzung der ersten
erscheint Jedes Element g xuu, was iIr dem durch o1 p bedingten
Elementarsystem liegt, kann dargestellt werdeu durch die Gleichurg

Q:oa+bP,
wo tl urd b beliebige Zahlengrtissen vorstelleu, dereu Sumrue Eins ist.
Nach dem yorigen liegt nun g ilanrr und nur daun zwisshen a und p,

wenn trg gleichbezeichret ist mit gB, das heisst,

a. (oc + bp) gleiehes Zeichen hat mit (oa lbp). p,

,55 oder, inilem mirar fie Gesetze der d,ussoren Multiplikation a,nwenilet,
wenn bd . p gleich bezeichast ist mit qu . F t tlas hoisst, I gleich be-
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zeichuet ist mit o I ilas heisst, cla ihre summe Eius, also positiv ist,

welrn beide Koefficieuteu otler Gewiehte positiv siucl. Ist eiuer tler-

selbeu null, so ist das Elemont ein Gr'duzelement'

Durch Fortsetzulg ilosselben Yerfalrrens kbrnen wir nuu beweiseu,

class eiu Element p dann unil nur dann zwischeu einer Eei}le votl

Elementen a, fl, ?, . . ., welehe vot einaniler unabhfingig sind, liege,

wenrr eB sich iu der tr'otm

Q:oa+t,P+ty+"'
rnit lauter positiven Koefficienten dars'tellen lasse.

I^/ir sa,gteu, class ] ein Element g da,In und nur ilarrn zwischeu 155

einer Iteilrc vou Elementon liegc, \{enE eB zwischen tleur ersteu Ele-

meDte alieser B,eihe und ei:rem zwischer den folgendeu befindlichen

. Elemeute liega SolI g daher zwischen a, 
-F, T,..' liegeq 8o mn'ss-es

zwischen a ultl ei:reDr zwischen F, Tr ... liegeDden Ilemente sich be-

finden, e3 ruuss also g sic,ll als Yielfachensu me Yon a und ei,enr

zrvischel frr\,... Iiegendeu Elemetrte, deren Koeffieieutel beitle positiv

siud, clarstelleu lasseu l also muss zuelst der Kocfficient vou a positiv

soiu, rlemriidrst aber ir,uoh der Koefticieut iles zwischen F, y' " ' Iie-

g.,oduo Elemeutes. Dies Eleure.t mrlss sich aber aus demselJrel Grutde

als Yielfacheusumme von B untl ei-uem zwischen der lblgenderi Ele-

rtenten 7, . . . befindlichen lleurente mit positiveu Koeffieieniou ilar-

stelleu lasser; iu dem Austlrucke fiir g war aber clies zwisehen F,Y,...
Iiegenrle Ilement mit einem Positiyen Koefficienten multiplicirt; also

*uldull wir, inrlem wir tleu fiir dies Eleure,nt geflntlenel Ausdruck in

ileu Ausilruch fiir g eiutiihren, uncl die Klanrtt,et aufliiseu, g als viel-

fache[sumrue vou deu Elementeu a, p rud einem rwischen tlen fol-

getraler Elementen y, , . . hefi:rdlichen Elemente mit positiven Koeffi-

cienter, ilargestellt liaberl, uuil cla wir diee Yerfahrel bis zum letzten

Elemente hin {ortsetzen kiinnen, so folgt, dass jedes zwischen G, Ft !t "'
liegende Elemont sich als Vielfachensutlme von u, F, ?, " ' rnit posi-

tiveu Koefficieuten ilarstellen lasse.

Es ist nun noch zu zeigeu, dase auch jetles Element, was sich i]r

dieser Form clarstellen lasse, Zwischeneleuent sei'

Ist ein Elemert g in tler obigeu F'orm dargestellt

Q: oa+ bp + c? * "',
wo 0, t, c, ... positive Koefflcienten sinil, so hat die Summe allerl56

auf o rc folgendeu Glieder zum Gewichte b f c -l- ' ' ', also eine posi-

tive Zahl, ist also, rveDn ruan die Koefficienten t, c, " ' mit b * c * "'
dividirt, und da,nn jene suurme mit t f c + . .. multiplicirt, ale Plo-

dnlrb einer positivon za}i tu, ei:r Blement, was seinerseits wiedor a.ls
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Yicllacheusunmo you fr, ?, ... udt positiveu Koef8cienteu erscheint,
daastellbar; folglich liegt q zwischeu c ural eineu Elemente, was als
Yielfacheusumme der folgendeu Elesente ruit positiven Koefflcieuterr
tlarstellbar ist, und cla wil dieseu Schluse fortsetzen kiilrren bis zu deu
bciden letzten Elementen hi4 untl fda] das als Vielfachensurnnre dieser

156 letzten mit positiven Koefflcietten I darstellbare Elemeut ein zwischen-
liegendes ist, so {olgt, dass g selbst zwisohet a, p, y, ... liege. Also
ist rler vo rer ausgesprochene Sata erwieson; &ueh ist ldar, dass, weln
einer otler mehrere Koeffieierten null werilon, wii,hrentl clie iihrigcn
positiv bleiben, g als Griimzelement orsolreint.

5 111. Yergleiohung tles Eokgobildea mit d.em Produkte.
Ausdehaung dor trilemeutargrilsso.

Betrachte iah uun auf der anderr'Seite das Proclukt a. fi.y. 6 .. ,
desscn Aueweic)lrng naeh g 10.9 gleich l"p).Ifril.[fd] .. ist, u:rtl
stelle tla,s Arisdehmrngsgebilcle ilar, was fieseu Werth hat, unrl tladru.ch
entsteht, ilass das Eleuent s zuerst die Strecke [cp] beschreibt, tlann
jeiles so erzeugte Ilement die Strecke [By], ttann jecles cte Sf,reeke

[yd] beschreibt, uu.tl so weiter, so ist klar, dass jedee solche Ilernenti
(o) aus a durch eiue Aenderung von der: Ir'orm

r lail * q |fiil * r [yd'] f .. :,

wo It Q, r',... siimmtlich positiv uud kleiner a.ls Eins sind, hervor-
geht, also rler (ileichung

[."0']: ttluil* sllyl* r [rd] *...
geniigt, uutl dass jenes Ausdehnungsgebildo ausserilern keine Elemenie
enthiilt, indem die Werthe Null uud Eins ftir jone Koefficienteu
(lt, q, r, .. ) Grii,uzelemente bedingen.

Das Eckgebilile zwisshen a, frt ?, d, ... enthielt die Gesammi-
heit der Elemento, wolche der Gleichung

d:oa+bp+cyfbdf...
urit positiven Werthen yon o, t, c, b, ..., das heisstr welche der
Gleichung

[ao] - b lofr) * c lafl * b tadl * ...

geniigeu, wem t, c, b, . . . positiv; unil ihre Summe kleiner als Eins
z57iet. Setzen wir hier statt [cy] seinen Werth ["F] * [fy], statt [ad]

seiren'Werth ["0] * [fZ] * [7d], und so weiter, so orhElt mail fiir
oiu Eleuent o des Eckgebililes fie Gleichung
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luol:
: (t, + c + b + .,) t*01* (,:* b+ ") llvl* (b+ ") Lrdl * "'

-- Plall* ql\Yl * r lroi * "'
urit tler l3edilgulg, daa.s jeder friihere Koeffroie[t gr.ilsser a.ls dcr

folgende, tler erste lileilrer als Ei:ns, tler letzte gttisuer als Null is[, also

ruii der l3ectirguug
l)>1tlq>t'>"'>0'

E,; um{'asst also das Eekgebildr: llur ci.rleu Theil tler Elemeute, welch,:

jeues rlern Prodtlite a . F .y. d' . .. entsPrccherrtle Austlel-rnuugsgcbildc

enthiilt, uiimlich rliejeuigeu, in dqreu ilie zriletzt hinzugefiigte Be- 1i"r7

diugtug crllillt ist'"Nin 
wolteu wir jenes Eckgeloiltle vorli'lufig nit [4, b, c, "') be-

zeiclrneu, inilein 'rvir L"f-l *it a, LfiA mit b, [7d] mit c bezeichuerr,

tr|rtl so wciter, ulld versteheu a]so darurter die Gesarnmtheif cler sle-

mente d, welche tler Gleichulg

laof -- 2a * 'tb * ''c + "'
uib tler Bediugung

l)p2q)r)"'>o
geniigen. AIs GriiuzelsmenLo erscheiren diejeuigcn, i:ei dercn l)arstr:l-

i.-gl 3*out Forru theilweise Gleiclrheit jener Grbsseu (1 , P, Q, r', " ', 0)

eloi.itt.- Nun leuclrtet eil, wie jede anilere Folge von a, b, c, " ' auch

ei-n anderes Eckgebilde hervorruft, welches mit dem erstcreu keiLr

ilneres Element gemeinschaftlich hat, unil wie tlie Gesammtleit iler

Elemorte, welche ilie zu allea mbgliehen Folgen Yon r', b, c, "' ge-

hilrigen Eckgebilde enthalteu, wern man die Grii,nzelemente immer luu

eirroat setzt, das dem Protlukte a.b.c... e.ntsprecheucle Anstleluungs-

gebilde selbst ilarstellt. In iler That, jeiles Eleurent dieees Ausdehuuugs-

[ebilcles wir.tl, werm die Koefficientan 2t, q, r,... verschieileu sind, uur

Ilr Eine* iier Echgebilile, aber aueh gewiss in ei:rem, volkommcrll

uutl weun diese Koefficielten theilweise gieich sincl, so werden es

Gr5,uzelemente sein, ilie also nur einmal gesetzt werden sollten. wir
kbnuen claher, tla aueh ilie Eckgebilile kein Element enthalteq welches

nicht, in jenem ausdehnu:rgsgebilde enthalten wdre, das letztere als

Sumure I tii&mt["he, Eckgebilile, wolohe bei alleu urbg[chon Folgeuls8

tler Faktoren o,, b, e, . - . eintreten, ansehen'

Nun kbnnen wir endlich zeigen, ilass alle tliese Eckgebilde, als

Thoile ihres Systems, einautler gleich sild'
Die Gleichheit zweier Theile eines Elementasystems bestehh im

allgemeinsten sinne darin, ilass beitle von deur in einfacheor sinne er-

,u,igten Systeme Yor Elementer gleiehe Gebiete um{assen, uii'nrlis[ se,
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daes wechseleeitig jede,r Elemente iles einen Gehietes ei., aber auch
nur Ein Element des auderu entspricht.

Um clies bestimmter zu faxseu, nehruen wir arr, e, b, c, . . . seien
entsprechonde aeuderu,ge.,, das heisst solehe, die a*s den-entsprechen-
den Gruntliindernugeu auf dieserbe weise hervorgeg&ngen eeien, .,*rl

158 durch sie werde daa Syatem you ft au8 erzeugt. 
-rr,.a i*u, uo, i d.r,je zwei Elemente; welehe in einer der Rielrtunge n a, b, c, . . .'arr ein_

ander griiuzen, durch die crieser niehtung ,oguhbr{g. Gr.urdiinderrurg
lr,us eiuander erzeugt seien. Dana ist krar, wie jedem Elerue,te cres
Eelcgebildes fa, b, c, . . .] ein, aber anch nnr Ei. Element eines Eck_
gebild.es, iu welchem_die Strecken a, b, c,,,. iu a,tderer Ord-nung vor_
Iiommeu, entspricht' Denn, we'rn o ein,lement .eg ersten isi uni [aa)alsYielfhchensu*me von_e,h,c,... dargestelt ist, so hat nran sogleicl du,s
entsprechende Element des anilern, wenrr rtran i. jener vierfacrrinso*o,",
olue die Ordaung der Koefficienten zu fi,ndern, d,b, cr... auf die Orrl_
nuug des zweiten Eckgebildes briugt. Forgtich si,cl in iler That, weuig-
steng in Bezug auf die angeuommene Irzeugungsweise des Systems,
alle jene rckgebilcle als rlenrentargriissen einanrle-i gleich. Aber schon
aus der art, wie wir in s 20 die systeme von den Gruudii,ntlerulge,
unalrhiiagig gemacht haben, geht hervor, daes classelbe anch geltou
'wiril in Bezug auf jede antrere einfache Erzeugungsweise des syje^s;
also silld jene Ickgebilcie ar.r sieh gleich.

- Da sie nun insgesammt tlem produrrte gleich waren, so wertleu
wir,sagen kiianen, iedes dereerben sei greieh dem rrrodukte dividirt
tluroh ei-ne zahlr welche tlie A:rzahl der verschiedenen Folgen atrsilriicht,
welche iiie m tr'a,l<toren arl)rcr... annehmetr kfinueul aiuJu Za,Ut nennerl
wir die Gefol,gwahl aus ,, Elementen, uld bezeichren sie, wen, die
Anza,hi der Fal:toren a ist, :nit nl , aebzen also tlas Eckgebilde seiner
Ausdehnung uach gleich

tis +i-r:*) |
wir neunea iliesen 

.Werth 
die Ausalehnug des produ}tes a . B . ? ,..t

das heisst ilie Ausdoljxu-ng iler Eleuentargriisse. Es ist also

_d,ie 
Ausd,ehnwng e.i,ner sta*en El,ementargriisse gkiclt, ihrer Aws_

wc'i.chang, diuidi,rt durck die su dcr stwfenzahr, di,eser iust eichwng ge-
h:dri,ge Gefolgsaaht.

Namentlieh ist, i:rdem wir voraussetze4 daes zwei Eleme,te zwei

*) Dass oa! : 7 .2. g. .. r? rei, Iehr6 fio Eou binationslehre; wtr.eu wir. alies

voraussetzen, eo mirden wir ilsn 'Werth 
clee Eckgebildes erhaltea 14:!_:. ,t .2 .3 ...
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Folgeu zulassen, drei Elemente aber delen sechs, die Ausdehnung

einer starren Elemontargrbsse ilritter Stufe die Eiil{te ihrer Auswei-rlr
chung, und die Augde}aung einer starren Elemeutargriisse Yierter Sbui'e

der sechste Theil itrrer Ausweichnng*); urnl rehnren wir an, class Ei:r
Element nur Eine Anordmrng zulasse, uiimlich die, dass es eben ge- |

setzt wiril, unal \yenn kei-n Element cla ist, auch Eine Anordlung mbg-

lich ist, n?i,mlich ilie, dass eben kein Elemeut gesetzt wird, so folgt,

tlnss fiir ElemeutargrbsseE erster tncl zweiter: stnfe AusdeLnuug unrJ

Arrsweichung eiaander gleieh sincl'

bq 112, Gleiche Elomentargr0gg€n ha,bon gleicho Auewoichungen.

Fiir die Ilemeutargrbsseu ereter Stufe ist clie Ausweichung orler

Ausdehuuug eiue Zahleugrbsse, niimlich dieselbe, die wir oben als ih-r'

Gewicht hezeiclneten. Es entsteht daher tlie Aufgahe,'filr Elemeutar-

griisseu hiiherer Stufen die entsprec,henden Sittze abzuleiteu, clie rvil

fiir Elemeutargriissen erster Stufe in Bezug a,uf ihr Gewicht aufstellten.

Zuniichst ergiebt sich, ,rtlass, wen:r die Glieder einer Gleichung

ilasselbe Eloment, a als gemeinschaftlichen Falitor enthalteu, wii'hreucl

tler andere Fahtor eines jetleu Gliedes eine Ausileluung isb, urau jenos

Element a aus alleu Gliedern weglasseu ktilne, ohe die Richtigl<eit

der Gleiehung aufzuhobon.(( Die Bic)rtigkeit ilieses Satzes erhellt, wenn

man iu iler vorausgesetzten Gleiehung Ein Glied auf die linlie Seitc

allein scbafft, | *d die iibrigen in Ein Glied mit dem Faktor d z*- 160

sanrrenfas tr uncl also ilie Gleichung in tlet Form darstellt

a. A: ".(B * C* ");
t1a n6,mlioh nuu tlie liuke Seite eile statre Elementargrtisse darstellt,

die rechte also gleichfalls, so miissen die Ausweichunger auf beiden

Seiten gleich, also a-B+d+.,.
seiu- Stellt man da,r::r die Glieder dieser Clleichung wiecler in iler ur-

sprtirglichen Orfuuug her, so hat man die Gleichung, deren Richtig-
lcoit zu erweisen war.

Wir k0nnen die Summe iler Ausweiohungen mehrerer Glieder,

welche alle tlasselbe Element g als Faktor haben, auch darur, wern

fieee Summe ei:ie form'elle Ausdehnungsgrbsso tlarstellt, fie Ausveichurg

*) Diese Resultate enteprecheu ilen S&,tzen iler Geometrie, ilase tlas Dleieck

clie E5,lfte iet ales Para,llelogtamms von gleicher Gruutlseito uail Etlhe, urtl die
dreiseitige Pyramide dler sechste Theil ilss Spathes, clesseu Kanten ilrei zusammen-

atossenalen Kanten der Pyramitle gloich einil.
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16tt ihrer Summe ne llen, I turtl da;rrn den soebon eririesenetr Satz a.uch so
ausdriicken: ,,In einer Gleichmg, deren Glieiler ilasselle Elemeut g
als gerueinschaltlichen Faktor haben, kaun man statt aller Glieder
gleichzeitig ihre Ausweichunger setzen, ohne die Iiichiigkeit der GIei-
chung aufzuhebeu.& Yermittelst dieses Satzes ergiebt sich uun, dass,
weru rnan die Glieder irgoncl eiuer Gleichuug alle mit dernselben Ele-
rneute g mul[iplicirt, und statt jedes oo gewonnenen Gliedes seine Aus-
rveichu:rg setzt, die Gleichung eine richtige bleibt.

Wir velstehen nulr ciem vorigen Kapitel gorni,ss ?,mtcr der Ab-
xreichilng einer Griissc B uon einer andern A d,i,e Ausuteicltuug tles ?t.o-
du,htes A-3, und haben somit den Satz geworurenr dass man irr einer
Gleichung statt a.ller Gliecler gleiehzeitig ihr.e Abweichnngen von tlern-
selben Elemente q setzen tlart orler einfacher ausgedriickt, dass gleichc
Elenrentargriissen. auch von demselbeu Elemente um Gleiches abneichen.
Ilierbei ist zu beuerken, wie aus der Definition soglelch hervorgehi,
dass die Abweichuug einer Ausrlelrtrung von einem Eleruente stets
rlieser selbst gleicli, also von dem Elemente giinzlicL una.bhringig ist.

Stellen wir uns nuu eine Gleichuug vor, deren Glierler theils starre
Eleueutatgrilssen thejls Austlehnungen oilil, und in welcher jeile der
ersteren alg Produht eires Ilenentes in eine Ausclehnur:g also in der
fiorur cr . ,4 dargestellt, ist: so verwanclelt sioh durch Multipiikation
aller Gliecler mit g jenes Glied in E.d.A oder in g.(q-A).1,
rveil man in jederr Faktor eines iiusseren Produktee Stticke hinzuftigen

l6lkan:r, I welehe ilen a,udern Iiaktoren gleiehartig sinil, und da (r-c - g)
eine Streeke, afso (*-d,A eine Ausdehuu:rg ist, $o karru man nrur
den gemeinsohaftliohen tr'aktor q weglassen, und erhiilt auf diese-Weise
tlie Abweichungsgleichu.ng, welche somit aus der gegebenen datlurch
hervorgeht, dlass manx von ilen Elementen der starren Ilementargriissen
tiberaJ.I g subtra,hirt, und tlie Gliecler, welche 6rr6sLnrrngen darstellen,
unverHnclert liisst. Subtrahirt matr nun diese Gleichung rrou der ge-
gebenen, so falletr die Ausileluungsgliecler weg, das Glied a . -d ver-
wandelt eieh ir u.A- (o-S).1., tlas heisst in p.d; tlas heiset,
statt der yerschiedeuen Elemente, welche mit ilen Ausweichungeu multi-
plieirt warm, tritt tibenll das Element g ein; dies kanu rnan nun
weglassen nach dem yorigeu Paragraphen, und erhiilt somit eixe Glei-

tot chuug, welche aus aler gegebener dadurch hervorgeht, I dass man die
Ansdehnuagsglieder weglAsst, statt der iibrigen aber ihle Ausweichungon
setzt, Da nuu rlie Ausweichurg einer Summe von Elementargrbsseu
als clie Summe ihrer Ausweiohulgen tleflnirt ist, worin zugleich liegb,
dass clie Auateichwng etnar Awsdnltnungsgyosse nwl,l, ,ist, so libntrer wir
einfaoher sageu:
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Gt'eiclw Dlqnsnta,rgriissm haben glei'cllw Awswe'inkwngar,

otler
Eine Glcirhttulg bleibt riih,lig, wen r men statt atler Gl|i,edat' gleiclt''

zeitig tltre Aux,oeicliontgen setat.

aus ilie$eE sdze geht, werl1 Dlfi,u die Ableii.,ungswtrise, durch ,

wek',hc er, sieh ergab, umliehr! der umgekehrte Satz hervor:

zuet Elnncntargrdssen, welehe gleiclw auswei.clrttngaw 
-laabw,, untl aott

irgenil eincrn Elemsnte g wn gl,ei.ckc Grossctt altwcicltett,, sin& eivtanil'ct

giciclo (und e*eicheyt airc1, aon Xeilerr, a,n4ertt, Elcnmde u.tn eine gleiche

Gtdssc ab).

Ntmlich sind
ar. Ar * dr'4 * "' + l'

runr[

F,.Br*fr,'7lr+"'+0,
wo die griechiecheu lluchstabeu Elemeute, ilie latei[ischeu Ausilehuungs-

grossoJvorstelleu, ilie beitleu trllementargrbsscr, vo, tlenen wi, voraus'

setzeu, ilass ihro Ausweicllungen gleich sild, cln's heisst,

Ar* A,+ "': B,* B,* "'
ist, urd il$ss ilrre Abweichungeu von irgeucl eineDr Ele mcute g gleicl'l

sintl, das heisst

(o,- B)..4,* (o, - a)' l, +'' +"
qleiclr ist 762

' (0, - s) '8,* (Fr- s) ]3, + '' + 0,
so erhii,lt m&D au-8 tlieser lotzten Gleiehuilg, iutleru mirtr tlie Klarumefrr

auflrjst, untl bemarkt, dass nun die Glietler, rvelche g enthalten, sich

ver.nrbge cler ersten Gleichulg au{hebe[, ilie zrt erweisentle Gleichung

dr.A-* az. A, * "' + P
sleich" h'3,* fi,'B'*"'+a'

Eine specielle x'olgerung fieses satzcs ist die, dass efue Ekmmtat-

grdsse, ilerat, Auswei,chung nul,l, i,st, ei,ngr Ausde'ltnu$gsgt'dsse glcieh ist,

unil o\n olJen, El,ernentcn urn gleith uint,, ntht'l'ich' urn' eben dicse At{E'

deknangErdssa abwei,eht Dem wenu die Abweichurg jener Elemeltar-

grbsse voo irgenil einem Elemente 8, welehe Abweichung I immer nach tsz

der Definition eine Aoaileb:rungsgrbsse clarstellt, gleioh P ist, so muss

sie selbst gleich P sein, woil sio,.mit P gleiche Ausweichung 1ii'rnlich

Null lut, ura t"iau von ilemselbeu Eleuente g um eire gloiche Grosse

abweichen, denn ilie Abweiohung jeder Ausdehnur:gsgrbsse von einem

beJiebigen Elemeute ist ebon iliese Ausdeh:rungsgrbsse selbst; aleo er-

folgt jeue Gleichtreit naeh rlem eoeben erwiesenen satze, untl daraus

fliesst daDtr der anilere Theil iles ztr erweisendeu satzee rfnmittelbar.
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$ 113, Summe der Elementergrbaaon.

Wir weudeu den Satz des vorigen Paragr*phen noeh auf die Ad-
di[ion einer shrrren Elemeutargrbsoe (c . .4) und. einer Ausdohrung
(P) *.

Ist / die AusweieJrung der erstereu, Eo muss es aueh, da die Aus-
weichuug einer Ausdeluu-ugsgr6sse uull hb, die der Surnme sein; soll
daher die Sulrme rieilerun eine starre Eleroentargrbsse seir, so nrues sio
sieh in der Form p../ darstetlen lassen, und es wiril daa:r B./ in der
That iler Snmme gloich sein, wea:r beide gleiche Abweichungen voir
irgenil einem Elemente, rum Beispiel voa c, clarbieten; die Abweichung
tler Gr0sse a . A r,on e ist aber null, also hat man als die einzige
Bedingtrugegleichung

P:(lt-a).A,
ilas heisst,

d,ia Swnme einer slarreru Eluwrttargriisse unil, einar Ausclelnx,ttr4ls-
griisse ist nw danru toicder cine statrrc Elemerutargrdsse, wemt die Aus-

fiswei,chu*g dq crsterm dav letzterm I untergeordnet ist, und, zwar ist die,

Swn'ne d'um d,iejenige Elencwtargrdsse, welcha m'it dar a'sWen gleiche
Auxoeiehutg lwt, wntl aon ei,nem El,anente der asteron um dip lctatqa
abtucicht.

B. Anwendungen.

S 114. Die Elemontargrbsaon im Bauae, Llniengrbssen,
Plangrbssen.

Nachdem wir nun fie Erzengung iler Elemeutargr0ssen hiiherer
Stufen aus denen der ersten durch Muliiplikation und Aildition dar-
gestellt, u:ri[ ihren Begriff durch Vergleich,ng nrit deu Elementar-
grbssen erster Stufe untl mit ileu Auetlehnungsgriissen der Anochauung
niiher geriic[:t haben, gehen wir jetzt zu den Anwondungen auf die
Geometrie wd Meelrunile tiber, in welchen jene Begrife eich anschaulich
abbilden.

Was zuerst dta Geomatria betrifft, so ist klar, wie fie geraile
Liuie und die Ebene alg Elementareysteme zreiter unil dritter Stufe
erscheinen. Der Baum selbst aber orscheint a,ls Elemerlta,xsystem vierter
Stu{e, und erst hierilurch ist iler Iiaum in seiner wabren Beileutung
dargestellt.

tG3 Die starre Elemeutargrtisse I liess sich am einfachsten ale Proalukt
eines Elementes in oine Ausdehnuugogrbsse ilaratellen, welche wir die
Ausweichuag cleraelben nannten I unil es erschieu diesolbe als ilie atr
ilr Elementarsyatem gebundene Ausweichuug.
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Tietrachteu wir zuerst das Protlukt (a.p) eines Punktes (c) iu
eine Strecke fu)), so ist p ilie Ausweichulg dieses Pror{uktes; die gerade

Lrirrie, welche von a in der Richtung der Strecke p gezoger .w-iril, das

Elemeutarsystem desselben, und tlas Proilukt erscheint also als eiue

Streclie, welche ehen Theil einer konstanten geraden Linie ausmacht,
und an diese Linie gebuntlen bleibt. Wir uer en dies Produkt, da es

einen Theil eirer geraden Linie bildet, Liniangr'i)sse, uutl falren fort,
ilie Stlecke, welche an ihr erscheint, ihre Ausweichurig zr nenneu.

nbenso stellt sich das ProduL-t (".P) eiues Punktes (a) iu eineu
Fl[oheuraum (P) von honstanter Richtuug als ein Flii,c]renlaum ilar, wel-
cher in ei:rer konstantel Ebene liegt, niimlich in iler tlurch jenen

Punlit in der Eichtung des tr'l?icheuraums gelegten Eliene; wir nennen

iene Gr'dsse, tla sie einen Theil einer koustanteu Ebeue bildot, Ebmm-
grosse (vielleicht besser Plangriisse), und jenen tr'liichenraum von kon-
stanter Richtung ihre Ausweichung. Das Produlit endlich eines Puxl.tes
i:r eineu K0rperraum hat fiir die Geometrie, dla iler Raum ein Elementar-
system rierter Stufe ist, also jeder Kbrperraum schon an sich an ihl
geburrilet ist, keire aldere Bedeutung als die.ser K'rlrperraum selbst. 164

$ 115. Produlrto und Summon dieger Griissen.

Bieraus entwidelt sich nuu leicht der Begrift eines Protluktes
von mebreren Pulkten.

Betraehtet lrran zuerst das Proilukt zweier Irunkta d . P oiler ap,
so ist ilas System, au welches es gebunden ist, rlie tlurch beicle Punkte
gezogene gerade Linie, und da

a. p: u.(F - a)

ist, so ist die Ausweichung iliesee Produktes die Abweichung des

rweiten Purltes von clem ersteu, das heisst, das Prodult zweier Purtte
ist eine L:iniengrbsse, deren Linie durch jene bslflsp prrntr-te geht,

uncl deren Ausweichung die von ilem ersten an ilen zweiten gefiilrte
Strecke ist

Das Proalukt dreier Punkte u.F.y erscheint als Plangriisse, deren

Ebene durch jene drei Punkte geht; untl tla
d. p . r : d. (p - o). (y- 

") 
: a.laPl. luyf

ist, so ist die Ausweichung ilerrelben der Fliichenraum eines Parallelo-
gra,mms, was die Abweichongen iler beidea letzten Puakte von dern

erstou zu Seiten hat. Auctr kiiraen wir, ila

l"A-leil*lfrA 164

ist,
lufrl .|"il: lafrl .lfyl
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setzer; also isi die Ausweichung ilfls Produht der stetig auf einarriler
{'olgendcn Strec)ren, welche die hrnkte i:r der Reiheufolge, in welcher
sie in tlem Procluhte auftreten, verbiuilen.

Das Produkt von vier Punlrten d.P.y.d erscheint alo ein Kiirper-
1s,rm, und zwar ist die Ausweichu:g desselbeu, da

u. 0. y. d' : a . (p - .) . (y - "). (d - ") 
: 

" - la f7. [ay] . [ad]
ist, gleich dem Kbrperraum eines Spathes, welches <lie Abweichnngeu
der drei letzten Pu"nkte von dem ersten (in der gehiirigen Iieihenfolge
genommou) zu Sciter lrat I oder da

luy): l"Fl * l\yl
[,,d] - lafi)* [Fr] * trdl

ist, so ist auerhr wenr tar die rlen iilxigeu Faktoran gleicrhartigerr
Stiicke wegliisst,

t..pl , lay) . fud) : ["fr.] .l.Fy] . lytf ,
das heisst, die Ausweiehung des Procluktes von vier Ptrnlrten ist gleiclr
denr Produkte der stotig auf einaniler folgenden Strecken, welche jene
Punkte in der lteihenfolge, in welcher sie in jenem Proilukte vor-

i6,kommen) verbinden. Hierbei braucht man uichf hinzuzuf,iigen, dass
diese Gr0sse als an dea B,aum gehunileu zu betrachten ist, weil alle
rii,umlichen Gri)ssen ati. ihn gebuatlen sind. rD

Das Proriukt vou urehr als yier Puulten wird, da der ll,aum nur
e-in Elementarsystenr irierter Stufe ist, stets null seiu mtissen. Sind
clie zu multiplicirenclen Punkte uoch mit Gewichten behaftet, so hat
rran nur das Produkt iler einfachen Punkte noch mit ilem Proilukte
der Gewiehte zu multiplicireu, wodurch sich rrur die Ausweichung indert.

Yiel ei::-facher gestaltet sich alles, weru wir dte Ausdeltnwng be-
trachten. Nach der Deffnition iler i-uner.eu oder zwischen liegenden
Elemeute, deren Gesa:nnrtheit die AusdeLnulg darstellt, ist die Aus-
dehuung dee Proaluktes a.P. y gleich dem Fliiehenraum tles Dreiecks,
welches a, F, ? zu Ecken hat, und ilie dos Produhtes a.F.y.d gleiclr
denr Kilrpena,um der Pyramide, welche a, F, l, d ru Eckea hat; un<l
zugleich liegt in ildm Satze, class alie Ausdehnung einer starren Ele-
mentargrbsse gleich ihr'er Ausweichung dividirt durch die zu der Stufen-
za,h.l fieser Ausweichung gehtirige Gefolgszahl ist, ilass ilas Dreieck
fie Hiilfte iles Parallelogramms, und fie dreiseitige Pytamide der sechste

res Theil ilee Spathes ist, I dessen Kanten mit dreien der Pyramirle
parallel sintl.

Eierilurch ist also tler Begriff eines Produktes von mehreren Ele-
meutargtbssen erster Stufe fiir tlen Rannr bestimmt; uad wir siatl
da,bei ntr ztt zwei neuen Gr0sseul niimlich der Lirieng6sse uld der
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Plangriisse gelangt. Aue.h er.hellt, .rvie das Produht einer Liniengriisse

io 
"ireo 

fu"tt (oae" eine Elementargriisse erster Stufe) allemal eiue

Plaugriisse, das Frodu}t zweier Liniengriissen u,,il da's eines Punktee

io uloe Plangrosse allemal eirrerr Kbrperraurn liefertl dass diese Pro-

dtrkte aber null werden, wenl1 die stuf'enzahlen der tr'aktoren zrsarnrner-

geuonlmen griisser sinil, als die des Elementarsystemes, irr .welcherLr

Iiu E.guo, LIro ,r* Beispiel das Produht z\Yeier Liniengtiissen nuII

*irtl, 
*wenn 

sie in derselben Ebene liegeu. Also auch hierdtrch ge-

langen wir zu keineu atralern Griisseu, als. zu deu beitlen oben genannteu'

Ilingegen gela,Dgel wir ilurch die Addition cler T.,iniengrdssen zu

.irr*, "iglJlriiJichen 
Sur:rmengriisse, rvelche besonilers fiir die Statili

von eutschieileuer Wiclrtigireit ist, Wir zeigteu oben (Kapitel 3 des

ersten Abschuittes), dass clie summe zweiet Plotlukte n-ter stufs nur

clann wieiler ah eL Produlit fl-ter Stufe erschein! iwe1rn jeue beitlenzod

Produkte clemselben Systeme (rz f l)-tet Stufe augeh0ren, hingegen

eiucr formelle Summe, die wir Sumurengriisse nanulen, liefert, wenl

sie rur durch eitr noch ]rtiheres System umfasst werdefl ]ionuten. Der

letztere Fall kann ftlr den Raum, weic)rer als Elemeltarsystem viertor

stufe erscheiub, nur eintreteu, wenD Elementalgrbssen zweiter stu{'e,

das heisst LiniengrdseeD acklil't werrlen sollen, und iliese nicht in Iiller
Ebeue liegen. Die niihere Erilrterung tlieses tr'alles behalte ich eler

,A.nweudun-g auf ilie statik vor, iu welcher iliese summeugrbsse eine

selbststiiuclige Bedeutung gewinnt'

S 116, 11?. Bichtsysteno fiir Elomontorgrbesen'

s 116.

uuter deu zahlreieheD Anwentlulgen, welihe fie Methode nnEcrer

ALralyse au{ die *eomettie verstattot, hebe iclr hier uur diejenigen her-

vor, welche mir am geeignetsten etschei[en, um das 'Wesen jener

Methode i:r ein helleres Licht zu setzen'

um die. Beziehung zu iler sonst iiblichen Kaordinatenbestim,rnwxg

Lervortrober zu laosen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme

auf die Auffassung iles Raunee als eines Elementarsystenres iibertrageu.

wir hatten im ftinfteu Kapitel des ersten Abscluittes den Begiff
eines ltichtsystemes fffr Ausdehnungsgrbssea aufgestcllt, untl ilemnii,ohst

liir Elemettargrbsseu festgesetzt, dass alle Definitionen, welche wir

fiir AusdehnuBgsgrbssen auftestellt hatten, auch auf jene iiberiragel

verden sollon. wShrend ilort als GruutLnasse Ausileb-r.ungsgTiisseEloG

erster Stnfe auftrateu, so wertlen hier llleuentargriiesea erster $tufe

als Grundmasse auftrete[, unil tladurc]r ist daau iiie Betleutung aller
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ilort in.$ 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch fiir Elementargriisseu

bestimmt, namentlich sinil clie Defirrifionen von Riehtmassen, It'ie)rt-
gebieten, ltichtstiicken, Zeigeru hier geuau dieselben wie dort; uut alie

ltichtgebiete erster Stufe, welche rv"ir dort B,iclrtaxen nauutel, rverdel
wir hier Richtelemente nerurer miissen. Dabei will ich ilaun rur uoch

bemerlien, dass, da auch alie Strecken a]s Elementargrbssen erster Stufe

aufgefasst werden kiinnear unter ilen Grundmasseu beliebig viele a,ls

Strecken auftretea k?inuen, uud nur wenn alle filundnrasse Streckeu

werder, erhalteu wir ilas Eiehtsystem fiir Ausdehnungsgriissen. I)as-
jeuige Riehtsysten, wa$ diesein am ulichsten steht, und dennoch zur

Darstellung uld Bestiurmung der Elementargrbssen bixreicht, ist tlas-

rozjenige, il welchem Ein Grundmass eil Element ist, alle I tibrigen aber:

Strecken darstellen, ein B,ichtsyntom, was seiner Eiufar:hheit wegen

besoudere Auszcrichuung verdieut.

$ 11?.

Wenilen wir tlies nuu auf tlie Geornetrie &u, so ersc.heinelr ftir
den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier von einander

ulatrhii,ngige Ilementargtiissen erster Stufe als Gruntlmasse, welche

zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie vou eiaauder

u::abhii,ngig sein' sollen, sagt nur aus, elaes sie uieht in Einer Ebene

liegen cliirfeu, uncl wenigstens eins von ih:ren eine starre Elementar-
gr'(isse sein muss (w'ihrend von den iibrigen beliebige auch Strecken

sein iltirfen).
Nehmen 'wrr vier starre Elemeutargrdsseu (das heisst vielfache

Elemente) als Gluntlmasse an, so haben wir die yon Milbius in seinem

barycentrischen Kalktil zu Grurale gelegte Art der Koordinatenbestim-
muug welehe mit iler von Plticker i:r seinem System der aualytischen
Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach zusammenfiillt. AIg Idicht-
gebiete zweiter Stufe erscheiuon hier seehs geraile linien, welche je
zwei tler Eichtelemeute verbiuileu, urd ale Kanten einer Pyramide er-

scheinen, welche jeue Eichteleuente zu Xeken hat; als Richtgebiete
dritter Stnfe vier Ebeuen, welohe durch je drei der B,iohtelemente ge-

Iegt sind und als Seitenfliiehen jener Pyramide erscheinen; unil die

Richtmasse zweiter uutl dritter Stnfe stellen fLeile jener Li:q,ien uxd
Ebenen d.ar; das Richtmass vieder Stufe, welches hier ilas Ilauptmass

16? ist, stetrlt einen Kbrperraum dar. Jeile Elementargriisso I erster Stufe,

mag sie nun eine starre Elemetrtargriisse otler ei:re Strecke sein, kann

im Raome als Yielfacheneumme iler vier Grund.masee dargeetellt wer-
ileu; jeilo Elementargrtiese zweiter Stufe, nag sie uun eine Linieugrbsse
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orler eiu Plichenraum votr konstanter Riohtuug, oiler eine Sumrnel-
grbese sein, kann aJs Summe voi seehs Li,iengrdssel dargestellt werclen,

welehe den oben erw[Lnten sechs I-.,inien a,ngehiiren; kurz jede Gtbsse
kaun als Yielfac-hensumme iler Richtmasse gleicher Stufe, oder als

Summe von Sttichen) welohe den Bichtgebieten gleicher Stufe angehiirer:, .

dargestellt werden.
Diese Richtsysteme, ilereu Grunclmasse starre Elementargrbsserr,

das heisst vielfache Puukte sind, nennen wir mit Mbbius ltatgcentrisclrc.

Die einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die, trei wel-
cher ilie Grunclmasse blosse Punkte ilarstellen- Aher die barycentrischen
Richtsysteme selbst erscheixen nur als eine besondere, I obwohl &rrr jtds

weitesten reichende Art der allgen:.einen R,ichtsysteme, welche aus vier
belielligen Dleurentargrtissen ergter Stufe besteLen. Denn wir zeigten,

dass sich beliebig viele derselben his auf eiae in Streeken velwsncleln
ktinnen, untl erhalten so arsser dem genanuten noch solche Richtsysteure,
in welchen die Ric)rtgebiete erster Stufe theils Richteleruente, theils
Richtaxen (konstaute Itichtulgen) sintl.

Unter iliesel heben wil besonders diejenige Art tler B,ic.htsysteme

hervor, welche ein Element ulil clrei Strecken zu Gruntlma,ssen haben.

Als Itichtma,sse nryeiter Stufe treten hier auf einestheils clrei Linien-
gr0ssen, deren Liuien durch dae Richtelernent gehen, und tlereu Aug-
veichungel rlie drei audern Grull*asge sinil; anderntheils iltei Fliichen-
rtume vor l<oustauter ltiehtung, welche durch die ilrei zwischen jenen

ilrei Strecken miiglichen Spathecke (Parallelogramme) ilargestellt rver-

deu. Als Riehtmasse dritter $tufe erschei.nen einestheils dteiPlangriissen,
deren Ebenen durch ilae Biehtelement gehen uad deren Ausweichungeu
die Fliichenr[ume jener drei Spathecke si:rd, antlerutheile ein als Aus,
dehnugsgriisse aufgefasster K'6rperaum, welcher clurch tlas aus jeuen

drei Strecken konstruirbate Spath dargestelli ist. Als Hauptmass encllich

erscheirrt tlerselbe Kbrperraum aufgefasst als Elementargrdose vierter
Stufe. Die Systeme, welehen die;ge Itichtmasse angohiiren, bilclen dann

die zugehiirigen Richtgebiete.
Die Richtstiicke eiaes Puktes in Bezug auf ein solches B,icht-

system sirral nux einesthefu das Richtelement, anderntheils drei I Streckeq 1aa

ryelche den ilrei Richtaxen parallel sind, und als Summe vou solchen

vier Riehtstiicken wiril jeiler Punkt im R aurro dargestellt werclen

kiim.en; fie Abweiehung eines Pu:nktes im Raume vom Richtelemente
wird da,her naoh diesem Richtsysteme durch Richtstticke von kon-
stanter Biohtung (tlurch Para,llelkoorrlinaten) bestiumt, aJso gauz auf
dieselbe Weise, wie eiae Auoilehnung flberhaupt rlurch Richtsysterne,

welehe zur Bestimmuag von Ausdehnuxgen dienen, bestimtrt wird.
Grass &uu: \Yorke. L 13
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Indem wir nurr alle diese Bichtsysteme als besonilere Arten eines
allgemeinen Richtsystems, dessen vier Gru:rdmasse Ilemeutargrbsseu
sinil, d.arsteller: so habeu wir damit einestheilg die allgemeinste Eo-

roeordinatenbsgtinrmurg gefunileu, bei welcher die Ebene I noch als Punht-
gebilde exater Oralnung erscheint, audererseits sind wir clatlurch in detr

Stauil gesetzt, das Yerfahren, clurch welches wir von einer Koordinaten-
testimuuug zu eiaer andern derselben Art iibergehen lionntenr uud
weleles *i" i" $ 92 ftir Parallelkoordinateu darstellten, nicht nur auf
jode Art der Riehtsysteme a,rznwenden, sonderu auch eu da eintreteu
zu lassen, wo aus einer Art der Koorilinateubestiurunug zur a.udern

iibergegangen werden soll, sobald lieide nur jener von u:rs tlargestellten
allgemeileren Gaitulg arrgehbren. Namentlich k0uueu wir danach uu-
mittelbar die barycentrischen Gleichungeu in Gleichungen zwischeu
Parallelkoordinaten urnwandeln untl umgeliehrt, ohne dass rvil uoch
ilgeud eiuer besontleren Yorschrifb bedtirften. - Indem wir nun ferner
clen Begriff der Itichtsttcke (Koordinaten) in einem allgemeinereu Sirme
auffassten, soferu wir auch Richtstiicke hiiherer Ordlu:ig anla}men,
so reicht &ieselbe allgemeine Art der Richtsysteme auch aus, um Ile-
mentargriisseu hbherer Stufen, namentlich um Liniengriissen und Ebenen-
griissen zu bestimmen.

Ehe wir die Becleutung ilieser Bestimmungeu durchgehen, haben
wir auf einen Unterschied rwischeu der von uns angegebenen Bestim-
mungsweiae und der sonst tiblichen aufmerhsarn zu machen unil zu
zeigen, wie dieset Unterschied ausgeglichen werileu kbnuc. Nii,urlich
wir sinrl iiberall zu iler Bestimmung yon Elementargrbssen, tlas heiest
ven ptrnkfsn mit zugehiirigar Gewichten, von Liniengrbssen unil Ebenen-
griissou gelangt, Bei dor Bestimmuug duroh Koordi:rateu lrommt es

aber nur auf die Bestimmu.ng d.er Puakte, T,inien u-u.tl Ebeneu ihrer
Irage uach aq und iladurch erhalten wir bei unserer Botraohtungsweise

16e stets ein Rieltstiick otier einen Zeiger mehr, als es bei jeuer Bestiu-
aung der Lage erforderlich ist. Dieser Uutersshied lii,sst sich auf der
Stelle ausgleichen, i:rtlem man bedeukt, dass, wenn alle Richtstiieke
oder Zoiger einer GriSsse mit derselbeu Zahlengr0sse multiplicirt otler
diyidft werdeD, d.ailurch ilie Lrage (das Eleurentarsystem) tlerselber
nieht geii,ndert wird. Man erhii,lt also sogleich 6ls Anzahl der Zeiger
um Ei:rs vermindert, weun ma;n d,ie Richtstiicke (otler die Zeiger) mit
einem der Zeiger jedesmal diyidilt, unil dailurch eiren der Zeiger jedes-
mal auf Eine bringt. Die so gewon:retren Zeiger geuiigen flann jedesmal
zul Bestimmuxg cler Lage.

194 A,, Abschn.Il. Kap.2. Multiplikation der Eleruentargrdssen. S 118, 119.
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Intlem wir nutr auf solche Weise zun Beispiel die I-,age einer

Tbeue dureh l ihre Zeiger bestimmen, unil zwischen ilen als veriinder- l7o

lich genommeneu Zeigern eiue [,lleichuug nr,-ten Grades aufstellen, so

wird dadurch eine unentllie"he Mcuge Yon Ebenen beilingt, ileren Zeiget
jener Gleichung geuiigenl uad von allen diesen Ebeneu wird eine '

Oherflhche umhullt werde:t, von wele,Ler ieh spiiterhin zeiger werde,

ilaes sie dieselbe sei, welche mau als Oberfliiehe flr-tet Klasse be-

zeichnet hat. Eberso fithrt fie Bestimmung cler geraclen Li:rie durch

ihle Zeiger zu eigenthi:m1ichen, bisher uicht beachteteu Gebilden, welcire

ich zterst gelegentlich i:r einer Abhanclluag im Crelle'schen Journal

cler iletrachtung ulterworfen habe.{){'{) Da die weitere Erbrteruug
dieses Gegenstancles fie Schrailrell dieses Wet'kes iibetsc]:r'eiten wiirtle,

so will ich mieh damit begntigen, hiet uoch die Gleichung ftir rlie

gerade Linie uad die Ebene, rvie sie sich clurch unsere Wisseu,scLaft

orgiebt, aufzustellen, und mit den sonst beknmrten Gleichnngen fiir
dieselbeu in Beziehung zu setzen.

$ 11f1. Gleiohung der Ebone.

Die allgemeinste Aufgabe, die man sieh hier stellen ka;ln, ist tlie,

tlie Gleichung einer Ebele, welche clurch drei ileliebige gegebene Puukte

geht, oiler die Gleichurg eiuer [geraded Linie, welche dnrc]r zwei be-

liebige gegebere Punkte geht, aufzustellen.

Es seieu die gegebeuen Puulte im ersten tr'alle a, F, ?, iil zweitel
Falle a, B; der vet?inilerliehe Puxlt, welcher a1s Punlrt jerer Ebene

oiler ilieser I Linie tlurch ei:re Gleichung zwischen ihm u:rd ilen ge- rzo

gebenen Punkten bestimmt wercleu so1l, sei 6, so hat man sogleich

aus rlem Begriffe eines Elernentarsysteuts zweiter und ilritter Stufe f'r'ir

den ersten tr'all die Gleichung

a.p.y.o:0,
ftir den zweiten

u.p.o:0,
uutl ilurch iliese Formeln, welche tlen grbssten Grad. der Einfachleit
besitzen, ist die Aufgate im allgemei:rsten Sinne geliist. Will man

ilann aus Yorliebe filr die gewiih"liche fssldinatenbe]a,ntllung ocler

aus ei.nem andern Grunde tlie entspreehentlen Koorilinatengleiolurngeu

+) Creile, Journal ftir itie reiae uud aagewantlte lUatJrematik Bd, XXfy'
[S. 2G2-282 und 372-380.]

*) Dieso Gebilde siqtl besonalers seit Pltickef e Ietzteu Werke ,,Neue Gco-

metris tles Raumes , 1 868 ( Yielfach voa ilen ausgezeichnetstea Metheuabikoi'n
bearbeitet worden untl biltlen den Ilauptgegensta,utl der heutigen Liaien-
ge ometrie. (187?.) 

18*
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autstellen, so La.nn man, wenn maq trur elie Miile tles Nieclerschreibens
cliesor langgestreekten rrormeln nicht scrreul die,selbeu rrnmiffsllal aug
jener eiufachen Gleichung ableiten.

771 r[i]l man zu,', Beispiel die Gleiehung in paranelrioordiaaten dar-
stelleu, so I,,t man eich nur des ao schlusse des $ 117 erwiihuten
Biehtsystems zu bedienen. Bei diesem Richtrysteme rrird jeder punrrt
als su-me des Riohtelemerts g unil einer strecke dargesterlt. rs sei

*-g*?r, F-g*pr, ?-Q*Is, 6:g*lt,
so hat man durch substitutiou dieser Auscrriicke in die Gleichung der
Ibene

(e *p,).(e *",).(e *p,).(e *.N,):0,
oder, futlem mau ilie Klammern aufliist, u'd die produkte, werche n'll
werden *), wegliisst,

e .fz .h .? * h . Q .Fs .fl * pr .trtr. I ..p + pt pz .h. q : 0,
orler, indem man mit gehii'iger Ileobachtung des vorzeicherrs g iiberall
auf die erste Stelle bringt, und es rlann nalh $ 112 weglesst,

(p, .pu * h .?, * tu .pr) . p - 0r .Fg .pt.
um nuu diese Gleichurg iu die Koorilinateu-Gleichung z. verwandel.,
hat nan nach $ 88 uur statt jeder streclie trie surnure ihrer fr,icht-
stiicke zu setzen. Es sei

P:s*y*a
9r:#t*gr*a,

wo :t:t y, a, .,. die Richtstiiehe clarstellen, so hat man uur
171 (*r*Er*pr).(rr*y, *a;.("*S*z)*

* (r, * sg * s). (r, * h * a). (r * y * p) *
* (u, * h * p) . (*, * s, + a) . (x * s * t) :: (*, * y. * a,) . (*, I Uz * a). (r, * % * ss).

Nun hat man nur tlie Klanrmern aufzuliisen, indem man beachtet,
tiass die mit gleichen Buchstaben bezeichaeteu Richtstiicke parallel
ginil, und somit aus jedeu Gtiede nur seehs geltenile produlte zu je
drei Faktoren hervorgeheu, uad hat dan:r fie Faktoren der eo enh
stehenden vierundzwanzig Procrukte mit Beobaehtnng der Zeichen eo
zu.ord:ren, dass die Buehstaben in jedem produkte auf dieselbe weiee
auf einander folgen, uad erhElt dann eine Gleichung, in welcher manstatt der R,ichtetticke die zeiger setzer und sie dadurch zu einer

*) Das siatl aii.irrlich alla die, welche g 0fter als oin-al ale tr *ltor ent_halten, untl das proilukt pr.pz.ps.I.
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arithmetischen Gleichurg macher haun, in welcha' I wiederum die Oril lrB

nung aler Faktoren gleichgtiltig ist. Die Gleichmg, w'elohe man auf

diese Weise gewinnt, ist, wenu man unter {t !!,2,... jetzt die Zoiger

Yersteht, folgenile:

(arsc - !!#z * asq - grzs * llrl't- azpt) s *
* (rr*, - esflz * t"e:, - lttt * Ers, - aztt) 9 *
* (cry, - fislz * rt1, - frrAt * rrY, - az1r) fr :

- fir!$t - frtA#z * rrltra, - fitAtlt * rrVrz, - fizVt&s'

Diese Gleichuug, welche eich ilurch die gewiihuliche Aualyse nicht

aof eine einfashere Form reiluoiren l6sst, sagt, so weiiliiuftig sie auch

erscheiut, denuoch ilichts weiter aus, als jene ursprtingliche Gleichung

a.F.y.o:0,
uad euthii,lt die hiirzeste lJbsung tles ohiger: ProLlerns, welc:he auf tleur

Wege der Koorcli:ratel m6glie)r ist. Man sieht lder iu einem recht

sohlagenden Beispiel rleu Yortheil unserer Methode, und die x'ormel-

verwickelungen, iu fie uran hileinger'd.th, sobakl man rliese Methotle

atrfgiebt.

$ 120, Da,e Eta,tisohe Mouont als Abweiohung.

Indem ich die Darstellurg der geometrischen Abschattung und

Projektion, wie auch der verschiedenen Yerwandtschaftssysteme einem

spH,teren Kapitelx), ir welehem diese Begrit'e i:r einem noch grbsseren

Umfarge ans Licht treten werden, vorbehalte, so sclrreite ich nun zu

tlen Ar.rweuiluugen auf die Statik.

Der Begrifr | des Momeutes tritt zuerst hier in seiner ganzeu Efur- rrz

fachheit au! wie auch der Begrifr iler Kraft erst hier seine Darstellung

fildet, indem wir rlie Kraft als Liraieugriisse, also a,ls Elemeutargrbsse

zweiter Stufe anffassen. Unter ilem Moment einer Kraft aB in Bezug

auf eineu Punkt g verstandon wir obeu ilas Proilu}:t

[e"].topl oder (eu - e).(F - ");
multiplieiren wir diesen Werth noch mit ilem Elemente q, so erschefuit

das Moment als Auatveichutrg. tler so entstehenilen Elerrentargr6sse

S . (d - a) . ff - a); diese ict aber nach ilem bekan:*en Gesotz aler

lius eren Multiplikation gleioh

Q'd'Ft
somit kbmen wit tlas Momeut in Berug auf einen Pu:r-kt ilefiriren als

Ausweichu:rg eines Produkts, tlessen erster tr'alitor iler I Beziehungs-rz'r
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prrultt uutl .dessen zweite.r Faktor die Kraft ist, otler als Abweiehung
cler Kraft you dem Beziehungspri:rkte, Da ntn jede Gleich,ug zwjschen
derr Eleurentar.grbssen a.ch zw-ischen ihren Ausrveichungeu besteht, oo
wild auch jede Gleichrrng, welche zwischou jeneu Produkteu statt
{inclet, zwischeu i}rreu Momenten gleiohfalls stattfiaden, obwohl niclrt
urugekehrt.

Man kbrrnte daher selbst zweifelhaft seiu, ob man nicht lieber
jeues Produkt eles Beziehungspunktes in die lftaI'b als Molrent defi-
niren unil, was wir bisher als Momeut fixirterr , nur alg Ausweiehung
jener Griisse darstellen soll. - Doeh beha,lten rvir derr I'estgestellten
Begriff bei.

Unter dlem Momeut einer Kraft ap in Bezug auf eine Axe go
verstander wir oben ($ 41) r'las Produkt

oder [qol ' [oa] . [aBl

(o -. p) ,(" - o).(0 - ").
Multiplieirerr wil dasselbe mit g, so erhalten wir tlas Produkt

Q.o.a.F,
tlessen Arrsweichung ebeu jenes Moment ist. Also erscheirrt das Mo-
nre.rrt eiler Kraft iu Bezug auf eine Axe als Ausweichung eiles pro-
duktes, clesscn erster Faktor die Axe und clessen zweiter Faktor die
Ih'ruft ist, ocler, eiLrfacher ausgeilrtickt, als A.bweichuug tler Kraft von
tler A,xe. Da fibrigens eine Gleicho:rg zwischer Elementargriissen yierter
Stufe im Raume, a1s eiuem Elementarsyotem vierter Stufe, keine andere

I?a Bedeutrug hat, als die Gleichurg zwischen ihren I Auoweichungen, so
kaun man das Moment iu Bezug auf eine Axe auch direlrt als pro-
dukt ilieser Axe in die Kraft auffassen.{,)

$ 121. Nouef Wog ftir die Behandlung cter Stetik.

Es bietet sich auf iliesem P'rnlrte der Entwickelung ei-ne Methocle
clal clurch welehe wir alle Gesetze ftir tlas Gleichgewiclrt fester Ki5rper
olure Voraussetzung aller frtilier bewiesenen S5tze der Statik auf die
einfaehste trfleise ableiten kiinnen.

*) Da der Name (etatisches) Moment jetzt tlberfltissig erscheiat, indsm er
tluroh ilen Namen cler Abweichurg vollkommen ersotzt wird, mil sich iliesor eogar
uoch leichter handhabeo lii,sst, eo wii,r.e es gewisa zweclrr"E rsig, wenn man dlsn
Namen Moment nur iu tle:u Si.une gebrauchte, in wolchem iln zrrm Boisliol
Iia Grango in eeitrer mdcanique anatgtique tberall gebrauc.ht, wo er von dem
Moment ohle weitere Beatimmuag reilet, uncl 'werrl man das sogenannte statigche
Moment eben als Al5weichung bezeichnete. Doch halie ich ilies nicht olme wei-
teles einfiihren wollea,
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Wir bediirfen dazu uur eiuestheils d'es Grutrclsataes' d'ass ilrei

Kriifte,lwelah.e auf eincn Pinkt wtrhen, d'atnn und' mur clann im' Gl'ei'ch-tt

i*itni'si'rutr, wann, ilva Swm'ma m'il\ 'i'l;t, oilor, intlem wir zwei Kl'd'{te

oder Kraftsysteree eilanJer gleichwirkencl nennen' wenn sie tluroh die-

,"firuo ftaftu aufgehoben J"tduo k6ulen, ilass awei Kriifte' d'ia auf

eiruen Punkt wirlrcn, i* "-f denselhan Punkt wirlwulen' Su'mtnp beidir

rrlaft, omrnwirlwnd sdtd, anderntlreils, r/ass zwei Kriifte' u'elcke auf

irr,*-fr!i* iiir1r* *;'ben, clcnttt' uncl' t:u'r ilanm iM' Glcic'lryewi'chte sind''

,ornn' ,tu ifi d,iserben ge,raden Linie wit:hen .und, einande't' extgegengwetat
';;;;';;"i 

Hi"ru.o. fllgt sog-leich, *-uoo wir. ilen soebe* aufgestellten

ilgrttr ;;, Gleichwirken"g festhult"o, da,ss autai, Krd,t'tp, waltke auf etncn

fastmKornwwi.rlrcn,daw'w'dnurclantoei'narwlsglaiclnoi'tlawtdsi'nd''
,;;;;;;';; irrrrtii Litr;ie wirrrcru unit einanita steiah, si,nd,-oiler_ein-

f*J., oo*g.tl rireJkb, uenrt sie al's lLiniettgrbssm einander gleich sind"

Iletrachten rvir ila,her dio Kriifbe, welche au{ feste Kbrper wirken'

als Liniengtiissen , $o zeigt sieh so-gleich' wie zwei Kr'rifte ' tleren

ili.t,,rgrli"rien sich schneiien, ihrer Somme Skiculriltrlld seier; ilem

i.t 
^ 

o._ai"r"r' DurchscLnittspu:rkt, so welilen sich beide Krii'fte als

f-,ii.rgr**r.t ilarete]len ]us"o, tleren erste' Falrtor a ist; sincl dann

a.1r untl d'(1, wop und q Sirecken !e{e1ten' 
diese Kri'fte' t: ti"'l

]i.'oJ ** iiut.o vo""'*itu"g gleichwirlentl mit a '(p * g) otler

;;t;.e *e.q, das heisst sie"siid der Summe der lKrii'fte gleich-rra

;;;i, ,o.u it'o die Kri'ifte als I-'iniengrliissen aufgefasst werden'

Sind die Kriifte farallel, zum Reiapiel. fie eins gleieh a '? ' 
de

nudere gleich ttt| 'P,io p wiederum eilo $trecke berloutet' so kbunen

*i, il.'tuia"o gleichwir'ende Kraft naeh tlemselbeu Princip nicht un"

mittelbar finden; nehmen wir tlaher zwei sich eilaniler aulhebende

KriftezuEiilfe,nitmlicha.trt.B:rroridmp'a*),sosiniljouebeiilen
Krff,fbe gleichwirkenil den vier Kriiften

u'pt a'rt'P, tnP'u' ruF'F'

vou ilenou ilie beiden ersten, ila sie auf tlonselben Pulkt wirkeu' ihrer

S".-. Sl"i.hwirkend sei:' werdeu, unil ebenso die beideu letzten' ultl

wir erhJten eomit die beiden Krii'{te

u'(P{nr'P), ntB'@{1\

als alen gegebenen Kr'ri'ften gleichwirlend' Diese beideu Proilukte

iJ*r" *ii, i"ilem wir zu ilem iweiteu Faktor.den ersten ldnzuaililiteu, 175

i"a*.U nach den Gesetzen tler 'i'usseren Multiplikatio" -d* I-":th
des Proilulctes dcht ge'r{nderb wird, a'uf eiuon gemeilsoha'ftlichen X'aktor

i Beirte heben eiaaniler auf, weil e'm'p--np'er ist'
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blingen; nhmlich es weralon dan:r jeue Krii,fte gleich

o.(u * mfi * p), mF.(a { ntp I p).
IMenn nun ra nieht gleich - 1 ist, so stellt der zweite rlaktor ei.e,
vielfachen Punht dar (mit tlem Gewiehte l * m); beirle Kriifto wirrren
dann auf eiaen Punlit, r:ntl sind eomit ihrer So-*. gleichwirkend;
clieee Summe ist

(u{n,p).(u{mp{yt),
das heisst, sie ist gleich

@**il.p.
urd so sind also die beideu Kriifte a.2 und ut.p.yt, weun ,icJrt l,
gleieh - 1, clas heisst weun 

'ieht die summe ihrer answeichungen
null ist, Einer Kra,lt (u{ w,p).p, das }reigst ihrer Su,r.,r,rs gleic}r_
wirkend.

Da nu., die wirku,gsrinien zweier Kilifte, clie iu Diner Ebeuc
liegen, sich eutweder schneiden ocler pararler ]aufen, so folgt tiberhaupt,
daes zwei Kriifte, welche in Einer Ebene riegen, jedeom.al, wonn ihr.e

1ro Ausweichuxgen uieht zur surnpre Null geben, Einer Kraft, I gleich-
wirkend sincl, rvelche fie Summe jener Krlfte ist.

Betrachten wir *ur: noch den trtall, clen wir bishor aussehlosse,,
dass nilrnlicl:- fie A*sweiohungou beider Krfi,fte zusammen nu[, cras
heisst beide Kreft€, aJs strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind,
so leuehtet ein, class beide. ilaun arrer aueh uur dann- im GlJichgewicht
siud, werr:r sie in alerselben Richtungslinie liegen, das heisst diu"so***
der KrH,fte selbst uull ist. rn diesem besondeten Fal1e kiinnen wir.
alsg alch noch sagen, dass beide Kr.{,fte ilrrer summe gleichwirkencl
sind. Ee }leibt ilaher nor der Fall noch zu untersucher, *o- b.i.l" Krflfie
als strecken zur summe Null geben, als Linieugriissen aber richt.

rr diesem n'alle n,n ist nach iler zweiten yorauesetzung nicht
Gleichgewicht vo.handenl aber wir kbraeu auoh reicht ,uigeirr.d**,
9s da:* keine geltende Kraft gebe, welohe jeuen beiden trralten aas
Gleiehgewicht halte. Deun aus den beiden yoraussotzungen, tlie wir
zu Anfang dieses Paragrapheu aufetellten, geht hervor, d-aes die Aus-
weichung cler Gosammtkraft stets fis g,rmms ist aus ilen Alsweichungen

tr6 d,ex einzelnen Kriifte. AIso q.iisste hier die ausweichung der I frag-
Iichon Kraft nulI sein, das heisst, diese Kraft eelbst miisei" noll sei,
untl ilie gegebenen Kril,{te sohou im Gleichgewichte oteJren, was wid.er
die Annq,hms istr. Somit haben wir in iler That gezeig!, dass zwei
Ifuffie, welche in parallelea, von einander getrennten Linien wirken,
unil als sfreckeu entgegengeeetzt gleich sinil, auf keiue ih,en gleieh-
wirkend.e einrelne Kraft zurfiekgeftihrt werden kiinaen. Dieser x';,u ist


