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Po + Pa -P:;---P,.*)
Py-Ps Py Py

oy =

Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich, dessen Nemner das
iussere Produkt der Koefficienten p, ... p, ist, und dessen Ziihler man
erhiilt, wenn man in diesem Produkt statt des Koefficienten jener Un-
bekamnten die rechte Seite, niimlich p,, als Faktor setzt. Alle Unbe-
kanuten haben also denselben Nenner, und werden unbestimmt oder
unendlich, wenn dieser Nenner null wird, das heisst
_ PPy Pa=0
18t

, § 46.

Dass jene Ausdriicke fiir @,, ..., 2, nicht etwa blosse Rechnungs-
formen darstellen, sondern die yvollkommenen Lésungen der gegebenen
(ileichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, wenn wir fiir

irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt p,, p, ... ihre
Werthe substituiren. Man hat fiir drei Gleichungen

| 2. — Do e Py

(1) ! Py Py D’

WO

P = (@ + by + €0)y P = (@, + b +¢)y - -
ist, und zwar a, gleichartig ist mit @,, und so weiter, Substituiren wir
diese Ausdriicke in obiger Gleichung, multipliciren durch, indem wir
die Produkte der gleichartigen Grossen, da sie null werden, aunslassen,
und ordnen entsprechend mit Beobachtung des fiir dussere Produkte
festgestellten Zeichengesetzes, so haben wir sogleich, wie man bel ge-
ringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen kann,

(9) 2. == By by €3 — by ¢y - asbye, — ayby 05 + agbys — a5 by €,

i ' a,bye, — ybycy + agbye, — dpbyic, + a3by e — agbye,’

worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewohnliche
Multiplikationsbezeichnung einfithren konnten. Dies ist die bekannte
Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekaunten eine
derselben bestimmt wird, und es zeigt sich, wie dieselbe vollkommen
in der so sehr viel einfacheren Formel (1) enthalten ist.

Wir haben hier, um sogleich die Anwendbarkeit unserer Analyse
auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimensionen
beschriinkt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem der Begriff der
Zahl und der Division, den wir hier anwandten, erst den Gegenstand

*) Die Gesetze der Husseren Multiplika;tion- und Division lassen iibrigens kein
Heben im Zithler und Nenner zu, vgl Kapitel IV.
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102 A,. Abschn.I. Kap.2, 3. Verkniipfung hoherer Ausdelnungen. § 46—48.

des vierten Kapitels ansmachen werden; wir werden jedoch spiiterhin
noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung zuriickkommen,
und dort das Verfahren auch ausdehmen auf Gleichungen héherer
Grade.

Drittes Kapitel.

Verkniipfung der Ausdehnungsgrossen hoherer Stufen.

A. Theoretische Entwickelung.

§ 47, 48. Summe von Ausdehnungen in einem Gebiete ndchst
hoherer Stufe,

§ 47.

Durch die dussere Multiplikation sind héhere Ausdehnungsgrissen
entstanden, die Verkniipfungen derselben [aber] haben wir bisher nur be-
trachtet, sofern gleichartige Ausdehnungsgrossen addirt werden sollten,,
indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Begriff des Zusam-
mendenkens griindete, welcher iiberhaupt die Addition des Gleichartigen
(wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt. Vermoge dieses
Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel dargelegten Gesetze ent-
wickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass man statt des zer-
stiickten Faktors seine Stiicke einzeln einfithren, und die so gebildeten
Produkte addiren diirfe, fand daher seine Beschrinkung darin, dass die
dadurch entstehenden Produkte, wm sie nach den bisherigen Begriffen
addiren zu konnen, gleichartig sein mussten. |

Um diese Beschrimkung aufzuheben, werden wir daher den Be-
griff der Addition fiir héhere Ausdehnungsgrossen erweitern miissen.
Der so erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei
gleichartigen Ausdehnungsgrossen in den gewodhnlichen umschligt, und
dass fiir | ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt.
Natiirlich muss dann fiir dieselbe die Geltung der Additionsgesetze
nachgewiesen werden, ehe jene Verkniipfung als Addition fixirt werden
kann, Somit ist klar, dass, wenn es iiberhaupt eine Addition ungleich-
artiger Ausdehnungsgrossen hoherer Stufen giebt, das Gesetz bestehen
muss

A. b4+ 4d.c=4.00+ ¢,
wo b und ¢ Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorliufig diese Ver-

kniipfung eine Addition, nm einen bequemeren Wortausdruck zu haben,
so wiirden wir die Definition aufstellen konnen:
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Zwei dussere Produkte n-ter Stufe, welche eimen gemeinschaftlichen
Faltor (n— 1)-ter Stufe haben, addirt man, indem man die ungleichen

Faktoren addirt, und dieser Swumme den gemeinschaftlichen Faltor auf

dieselbe Weise hineufiigt, wic er den Sticken hinzugefiigt war.

§ 48.

Dieser formellen Definition miissen wir zuerst dadorch cine an-
schaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit sie reicht,
das heisst, welche Ausdehnungsgrissen man nach ihr addiren kann.

Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungsgrissen n-ter Stufe
nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar sind, wenn sie dem-
selben Systeme (n - 1)-ter Stufe angehbren; wir werden aber zeigen,
dass sie alsdann auch immer swmmirbar sind, indem je zwei Ausdeh-
nungsgrossen n-ter Stufe 4, und B,, welche demselben Systeme
(n 4 1) -ter Stufe angehéren, sich stets anf eimen gememscha.fthchen
Paktor (n — 1)-ter Stufe bringen lassen.

Sind zuerst 4, und B, gleichartig, so leuchtet es nnmittelbar ein,
indem, wenn (2 — 1) emnfache Faktoren von A4, konstant bleiben, der
n-te aber sich beliebig durch Fortschreitunyg oder Riickschreitung ver-
indert, auch das I'rodukt jeden beliebigen mit A, gleichartigen Werth,
also anch den Werth B, anmehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass
man jede Ausdehnung n-ter Stufe auf (n — 1) beliebige Faktoren,
welche demselben Systeme n-ter Stufe angehbren und von einander
wunabhiéingig sind, bringen kamm

Sind A4, und B, ungleichartig, so sei

Ay =ty .0y ...0),

WOy, ..., @, Strecken vorstellen, welche von einander unabhiingig sind.
Dann muss B3, nothwendig wenigstens Einen Faktor enthalten, | welcher
von den - simmélichen Strecken g, ...a, unabhingig ist; es sel @,
ein solcher Faktor, und also

Bﬂ = bl . bg i bn-—.l Ty

Da in einem System (n -+ 1)-ter Stufe nicht mehr als (2 4 1) von
cinander unabhiingige Strecken angenommen werden konnen, so muss
jeder von den Faktoren b,...b,_; von jenen Strecken @, ...a,4; ab-
hiingig sein, das heisst sich als Summe darstellen lassen, deren Stiicke
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser
Faktoren b, ...b,—; als soleche Summe dargestellt, so kann man nun
in jeder dasjenige Stiick, was mit a, 4, gleichartig ist, Wweglassen, ohne
den Werth des Produktes B, zu #ndern (vgl. § 35). Nach dieser
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Weglassung sei das Produkt by . b, ...5,_, iibergegangen in C,_, , S0
ist also z
-Bn ——] Osz—-l < g1 -

Die Faktoren von !, sind nur noch von den Strecken a, ...y, das
heisst von den Faktoren der Ausdehnungsgrisse A, abhiingig; oder
mib andern Worten, sie gehtren dem Systeme A, an, folglich wird sich
A, nach der im Anfang dieses Paragraphen angewandten Schlussfolge
auf den Faktor (,_; bringen lassen, wenn der n-te Fakbor willkiihr-
lich gewihlt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrossen
A, wnd B, anf den gemeinschaftlichen Faktor ¢,_, bringen, welcher
von (n — 1)-ter Stufe ist, oder, wie wir uns auch kiirzer ausdriicken,
beide haben eine Ausdehnungsgrosse (n — 1)-ter Stiife gemeinschaftlich.
So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden kinnen:

Zwei Ausdehnungsgrissen n-ter Stufe , welche demselben  System
(n - 1)-ter Stufe angehisren, werden addirt, mdem man sie auf einen ge-
meimschaftlichen Falitor (n — 1)-ter Stufe bringt, wnd die Summe der un-
gleichen Iaktoren mit diesem gemeinschaftlichen Falitor verkniipft.

§ 49, 50. Geltung der Additionsgesetze fiir diese nene Summe,
§ 49,
Um nun die Geltung der Additionsgesetze, oder vielmehr zunichst
nur die der Grundgesetze nachzuweisen, haben wir zuerst die Ver
tauschbarkeit der Stiicke darzuthun. Diese Stiicke werden sich nach

dem vorigen Paragraphen darstellen lassen in der Form 4 .5 und
A.¢c. Nun ist

A.b—]—A.c=A.(b—]—c)=A.(c—l—b)=A.c—]—A.b,

also sind die Stiicke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen | Geltung
nachgewiesen werden muss, ist, dass

A+ B)+C— A+ (B+0)
sel, auch dann, wenn 4, B, ' Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben
Systeme (n - 1)-ter Stufe sind, und die Addition den vorher bezeich-
neten Begriff haben soll.

Wir haben zu dem Ende die Frage zu beantworten, was drei
solche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben werden. Nun ist schon
im vorigen Paragraphen gezeigt, dass je zwei derselben eine Ausdehnung
(n — 1)-ter Stufe gemeinschaftlich haben miissen; so zum Beispiel hat
B sowohl mit 4 als mit (' eine solche gemeinschaftlich; und da diese
beiden Ausdehnungen (n — 1)-ter Stufe, nimlich, welche B mit A, und
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welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben Systeme B'#), also
demselben Systeme n-ter Stufe angehoren, so haben sie nach demselben
Satze des vorigen Paragraphen eine Ausdehnung (n — 2)-ter Stufe ge-
meinschaftlich, und diese st somit allen drer Grossen 4, B, C ge-
meinschaftlich, Ts sel D dieser gemeinschaftliche Faktor (n— 2)-ter
Stufe, so werden sich jene drei Grossen, da iiberdies je zwei eine Aus-
dehnung (n — 1)-ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf die Formen
bringen lassen
A=D.b¢e, B=D.a.e, C=1D.8a.1,.

Niimlich je zwei derselben werden ausser [) noch einen gemeinschaft-
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grosse aber willkiihrlich ist.
Dieser sei ¢ zwischen 4 und I, zwischen 3 und € sel er @, und zwar
gei die Grosse von a so bestimmtb, dass B = D .a.c sei; der gemein-
schaftliche Faktor, auf welchen A und C' gebracht werden konnen, sei
ausser I) der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger b;, und zwar seien
b und b, so gewihlt, dass
‘ A=D.b.c wnd C=D.a.l

sel.

Nachdem nun A, B, ¢ auf diese Form gebracht sind, zeigt sich,
dass sich (4 4 B) -+ € durch die folgenden Umgestaltungen in
A + (B + C) verwandeln lisst. Erstens

(A4+B)4+C=D.b.c+D.a.c)+ D.a.b,.

Wir haben nun die durch die Klammwer angedeutete Summation zu
vollziehen. Nun lisst sich der Ausdruck D .b.c¢ -+ D.a.¢ zuriick-
fithren | aut D . (b -} a) . ¢; man kann niimlich zuerst in beiden Sum-
manden ¢ auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich
indern, dann kann man nach der Definition die Summation | vornehmen,
und endlich mit derselben Zeicheninderung den summirten Faktor
wieder auf die alte Stelle bringen und erhiilt

(A+B)+6=2D.(b+a).c+D.a.b.

Um nun diese beiden Glieder summiren zu kimnen, hat man nur statt
D.a.b, zu setzen D.(b -+ a).b,, was verstattet ist, weil b mit b,
gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat zu #ndern,
Stiicke hinzuftigen darf, welche den andern Faktoren gleichartig sind
(§ 35). Fithrt man dann anf der rechten Seite die Summation aus,
80 hat man

(A4 B)+C=D.(b+a).C+b),

*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung, welche einen
Theil von ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit moglich ist.

7
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wodurch man die drei Glieder auf eins zuriickgefithrt hat*), In diesem
Gliede kann man nun zuerst die Summe b - ¢ wieder auflosen und
erhilt auf der rechten Seite den Ausdruck

D.b.(c+0b)+D.a.(c+b).
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 85) das
Stiick b, weggelassen und das zweite Glied aufgelist werden; dadurch
verwandelt sich der ganze Ausdruck in

D.b.e+D.a.c+D.a.b),
das heisst in 4 4 (B + C) und man hat also in der That
(A4+B)+ C=A 4 (B+0).

§ 50.

Es 1st nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu erweisen, dass
nimlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist, oder dass, wenn
das eine Stiick unveriindert bleibt, das andere aber sich findert, auch
die Summe sich f#indern miisse.

Hs sei innerhalb eines Systems (n 4 1)-ter Stufe

A+ B=2C,
wo A, B und O von n-ter Stufe sind. Es #ndere sich B in B + D,
so wird nun
A+ B+ D)=(Ad+B)+D=C-+D

sein, und es ist zu zeigen, dass wenn B + D von I3 verschieden ist,
auch O+ D von C verschieden sein miisse. Das erstere setzt | vorans,
dass D) nicht null sei; nun kbnnen wir aber zeigen, dass, wenn I
nicht null ist, es auch zu einer Grésse (') hinzugelegt, ihren Werth
indern miisse.

Unmittelbar ist dies klar, wenn ¢’ und D gleichartig sind, indem
das durch Zusammendenken des Gleichartigen | hervorgegangene noth-
wendig von jedem der Stiicke verschieden ist. Sind aber € und D ver-
schiedenartig, so lisst sich leicht zeigen, dass ihre Summe mit beiden
verschiedenartig ist (immer vorausgesetzt, dass keins von beiden null
ist). Da alles in demselben Systeme (n 4 1)-ter Stufe angenommen
isb, so werden ¢ und D sich auf einen gemeinschaftlichen Falktor
(n — 1)-ter Stufe bringen lassen. Hs sei dieser I) und

*) Man kdnnte nun zeigen, dass der Ausdruck: A 4 (B 4+ () sich auf das-
selbe Glied zuriickfihren liesse, allein wir setzen den einmal eingeschlagenen Weg
der fortschreitenden Umwandlung fort,
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C=FE.c;c D=E.d,

CH+D=FE.(c+d).

Sind nun €' und D verschiedenartig, so darf ¢ nicht in dem Systeme
F . ¢ enthalten sein,-also ist auch (¢ + d) nicht in ihm enthalten,
also auch E .(¢+d) mit I/. ¢ verschiedenartig, also kann es ihm auch
nicht gleich sen. Somit wird durch Hinzulegen der Grdsse D auch
die Grosse (' gelindert; wenn also das eine Stiick jener Summe sich
findert, withrend das andere dasselbe bleibf, so muss auch die Summe
sich dndern. Soll folglich die Summe und das eme Stiick derselben
unverindert bleiben, so muss es auch das andere, das heisst das Re-
sultat der Subtraktion ist eindeutig.

Da nun alle drei Grundgesetze der Addition und Subtraktion hier
gelten, so gelten auch alle Gesetze derselben.

Die Grundbezichung dieser Addition zur Multiplikation ist noch
nicht vollstindig dargelegt; nach der Definition ist zwar '

A.b+Ad.c=A4.0b+¢);
allein es ist anch zu zeigen, dass
(A4 DB).¢=A.c+ DB.c

ist, wenn A und B Grossen n-ter Stufe in einem Systeme (n - 1)-ter
Stufe sind. Dann kamn man 4 = F.a, B = F .l setzen (nach § 48),
und hat

also

A.c+B.c=F.a.c+ E.b.c¢.

Der rechts stehende Ausdruck liisst sich, wenn man a und b zuerst
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen findert), dann nach
der Definition summirt, und endlich den Faktor (a -+ b) wieder auf
die vorletzte Stelle zuriickbringt (wobei das Zeichen wieder das ur-
spriingliche wird), verwandeln in E. (a - b). ¢, das heisst in | (4 4 B) ¢,
also [ist] die Richtigkeit jener Gleichung bewiesen.

Da somit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und
Multiplikation hier gelten, so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung,

und unsere Verkniipfungsweise ist daher sowohl an sich, als auch | in 7

ithrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit konnen wir
nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin erweitern:

Fir dussere Produlie gelien, wenn Produkte aus n.emfachen Falk-
toren nur in einem Systeme (n - 1)-ter Stufe betrachiet werden, alle Ge-
setee der Addition und Subtralktion, und alle Gesetze der Begichung swischen
ihmen wnd der Mulbiplikation, wenn wman die fir diese Verkniipfumgen
aufyestellten Begriffe festhilt.
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§ 51. Formelle Summe oder Summengrosse.

Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschrinkung in sich, was
darin seinen Grund hat, dass wir hohere Ausdehnungen bisher nur
addiren konnten, wenn sie einem und demselben Systeme nichst hiherer
Stufe angehdrten. Wir miissen nun, um das Gesetz in seiner Allge-
meinheit aufstellen zu kinnen, auch zeigen, was unter der Summe von
Ausdehnungen, welche in beliebig hisheren Systemen liegen, verstanden
sein kinne.

Wollten wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen, wie in
den vorhergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Grossen
A.B und A.C, welche nicht demselben Systeme niichst hoherer Stufe
angehtren, die Grosse 4 . (B + () auffassen, so wiirde dies zu nichts
fithren, da dann B und O auch Ausdehnungen hiherer Stufen sind,
welche nicht einem und demselben Systeme niichst hoherer Stufe an-
gehoren, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach eben so un-
bekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts iibrig, als den
Begriff der Summe in diesem Falle rein formell aufzufassen, ohne dass
es moglich wire, eine Ausdehnung aufzuweisen, welche als die Summe
sich darstellte.

Wir definiren daher die Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe,
welche einem hoheren Systeme als dem (n - 1)-ter Stufe angehoren,
dadurch, dass die Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar
sein sollen, das heisst also als ,dasjenige, was konstant bleibt, welche
Veriinderungen man auch mit der Form der Summe durch Anwendung
der Additions- und Subtraktions-Gesetze vornehmen mag.®

Es erscheint somit diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung,
das heisst als solche, welche durch fortschreitende Multiplikation der
Strecken gewonmen werden konnte, sondern sie tritt als Grosse von
neuner Arl, und zwar zunichst als Grosse von bloss formeller Bedeu-
tung hervor, die wir | daher am passendsten mit dem Namen der
Summengrisse belegen konnten; wir fassen sie mit der Ausdehnung
unter dem Begriffe der Ausdehnungsgrosse zusammen. Um ihre kon-
krete Bedeutung zu gewinnen, miissten wir ihren Bereich ausmitteln,
das heisst aufsuchen, wie sich die Form der Summe, die in dem Werth
der Stiicke besteht, &indern konne, ohne dass der Werth der Swinme
selbst sich #ndere. Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten
Darstellungen jemer formellen Summe, und die Gesammtheit dieser
moglichen Darstellungen in Eins zusammengeschaut, wie die Arten
einer Gattung (micht wie die Theile eines (tanzen), wiirde uns den
konkreten Begriff vor Augen legen.
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Indessen da diese Summengrosse nicht eher als in einem Systeme
vierter Stufe eintreten kann, sie also im Raume, als einem Systeme
dritter Stufe, keine Anwendung findet, so versparen wir uns diese Dar-
stellung bis zum siebenten Kapitel *), in welchem sich die Bedeutung
einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet ergeben, und sich
dureh Anschauungen sowohl der Geometrie, als besonders der Statik
fruchtreich gestalten wird.

§ 2, 53. Multiplikation der Ausdehnungsgrossen.

§ H2.

Dagegen diirfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, das in
diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen Schranken,
in denen es noch zusammengeengt ist, zu befreien, und also auch die
Beziehung der Multiplikation zu dleser Addition aunfzufassen. Aber da
die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, so ist auch das fiussere
Produkt jener formellen Summe in eine Strecke noch nicht seiner Be-
deutung nach bestimmt. Nun muss auch diese wiederum formell durch
das Fortbestehen der multiplikativen Beziehung bestimmt werden, und
wir haben somit, wenn es iiberhaupt eine solche Multiplikation jener
Summengrossen geben soll, dieselbe so zu definiren, dass

(A+B+0+-).p=4.p+B.p+C.p+ -
sei. Doch diirfen wir dies nur dann festsetzen, wenn bei dem Kon-
stantbleiben von 4 + B+ C 4 --- auch 4.p+ B .p 4 C.p | ---
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem | Kon-
stantbleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige
Konstantbleiben erfordert.
Also haben wir zu zeigen, dass, wenn

A+ Bo =P+ ¢+ -
4.9+ Bip+=P.p+ @.p+4 -~

sein miisse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, wenn 4 + B + --
der Summe P -+ @ 4 --- gleich gesetzt wird, und beides formelle
Summen sind, durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (andere
Anordnung, Zusammenfassung der Stiicke, Auflosung der Stiicke in
kleinere Stiicke) aus der einen die andere hervorgehen muss. Da nun
jeder solchen Verinderung, welche ohne Aenderung des Gesammt-
werthes verstattet ist, eine ebensolche mit den nm den Faktor p ver-

1st, auch

#) [Das heisst, dem zweiten Kapitel des zweiten Abschnitis].
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mehrten Grossen entspricht, so wird, wenn man mit diesen die ent-
sprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, gleichzeitig, wihrend
gsich A4+ B+ --- in P4 Q- --- verwandelt, auch A.p+ B.p 4 ---
im P.p+ @.p—+ --- iibergehen. Somit wird es gestattet sein, jene
Definition festzustellen, welehe hiernach nichts ist, als eine abgekiirate
Schreibart.

§ H3.

Da ferner, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend, das heisst
so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat mit dem
nichstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammtprodukt stets
gleichen Werth behilt, sobald das Produkt jener Strecken sich gleich
bleibt, so komnen wir abkiirzend statt jener Strecken, mit welchen
fortschreitend multiplicivt ist, ihr Produkt setzen. Hierdurch ist der
Begriff des Produlktes zweier Ausdehnungen bestimmt, und so aunch
das Produkt einer formellen Summe in eine Ausdehmung, ein Produkt,
was zwar im Allgemeinen wieder eine formelle Summe liefert, aber
in besonderen Fiillen auch in eine Ausdehnung iibergehen kann ).

Dags nun nach dieser Bestimmung allgemein

A4+B).P=A. P4+ B.P
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P=c¢.d..., so ist
(A+B).P=(A+ B).c.d...
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner
(A4+B).c=A.¢+ B.c
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes
(A4 B).c.d...=4.¢c.d...+B.c.d...,
das heisst
(A+B).P=A.P+ B.P.

Ist der zweite Faktor zerstiickt, so lisst sich das entsprechende
Gesetz hier nur fiir reale Summen nachweisen; fiir diese ergiebt sich
aus obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen sich ent-
weder in allen Gliedern oder in keinem #ndern)

P.(A4+B)=P. A+ P.B,
Fiir formelle Summen ist noch nichts iiber die Vertauschbarkeit
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schlussweise noch nicht

*) Namlich, wenn die Stiicke der Swmme von x-ter Stufe sind und einem
System (n - m)-ter Stafe angehtren, so wird durch Multiplikation mit einer Aus-
dehnung (m — 1)-ter Stufe desselben Systemes offenbar die formelle Summe in
eine Ausdehnung verwandelt,
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auwendbar. Da wir iiberhaupt noch nichts iber den Begriff eines
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe isf, festgesetzt
haben, so ist uns erlaubt fiir den Fall, dass der zweite Faktor eine
formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie fiir den
Fall, wo der erste es ist, und also auch dann

P.(A4+B)=P. A+ P.B
zu setzen, und dies selbst auf den Fall zn iibertragen, wo auch I eme
formelle Summe darstellt.

§ H4, bh. Hauptgesetze der Husseren Multiplikation.
§ H4.

Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden Schranken auf-
gehoben, und die Geltung der multiplikativen Grundbeziehung fiir alle
Ausdehnungsgrossen theils aus dem Begriffe nachgewiesen, theils durch
Definitionen festgestellt haben: so gelten somit alle Gesetze dieser Be-
ziehung, wie auch alle Gesetze der Addition und Subtraktion, und es
sind anf diese Weise alle angegehenen Begriffe im allgemeinsten Sinne
gerechtfertigh. Wir fassen daher, nachdem wir am Schlusse dieser Ent-
wickelungsreihe angelangt sind, die Resultate derselben m folgenden
Siitzen zusammen:

Wenn alle Elemente einer Ausdelmung (in ihrer elementaren Dar-
stellung ®)) einer und derselben Erzeugung unterworfen [werden], das heisst
statt jedes Filementes eine gleiche Strecke gesetet wird, | deren Anfangselement 83
jenes Element ist, so ist die Gesammiheit der so gewonnenen Elemente
die konkrete Darstellung einer Ausdehmung, welche, als Theil des zuge-
hivigen Systems aufgefasst, das Prodult jener Ausdehnung in diese Strecke
ist, und wir nannten dasselbe cin dusseres.

Ferner:

Wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen Faltoren einer an-
dern fortschreitend auf die angegebene Weise | multiplicirt, so ist das Fe- 83
sultat als Prodult jener ersten Ausdehmung in diese letzte charakierisirt.

Als Summe zweier Ausdehmungen n-ter Stufe in einem Sysieme
(n - 1)-ter Stufe wurde digjenige Ausdehnung nachgewtesen,, welche her-
vorgeht, wenn man jene beiden auf einen gemeinschaftlichen Faktor
(n — 1)-ter Stufe brachte, und die ungleichen Falioren addirte.

Als Summe zweier Ausdehmungen n-ter Stufe in eimem System von
hiherer als (n - 1)~ter Stufe ergab sich die formelle Summengrisse, welche
dasjenige darstellte, was bei Anwendung der Additionsgesetze konstant blieh.

#) Unter der elementaren oder konkreten Darstellung einer Ausdehnung ver-
stehen wir das Gebilde, welchem diese Ausdehnung zugehirt.
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Endlick als Prodult eimer Summengrisse in eine andere Grisse wurde
die Swmme aufgefasst, welche hervorgeht, wenn jedes Stiick des einen Fak-
tors mit jedem des andern multiplicirt, und diese Produkte addirt wer den.

Die Giiltigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch darge-
than, dass fiir die Addition die Grundvesetze derselben und fiir die
Multlphhatlon die Grundbezichungen derselben zur Addition nachge-
wiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle Ge-
setze der Addition und Subtraktion und der Beziehung der Multipli-
kation zu beiden hier noch forthestehen.

§ 55.

Es bleibt uns nur noch ibrig, die Gesetze, welche die ussere
Multiplikation als solche charakterisiven, in allgemeinerer Form zu
entwickeln.

Wir hatten oben in § 34 als das Eigenthiimliche dieser Art der
Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man, wenn ein einfacher
Faktor eines Produktes einen Summanden enthilt, welcher mit einem
der angrinzenden Faktoren gleichartig ist, diesen Summanden ohne
Werthiinderung des Produktes weglassen kann; daraus ergab sich
(§ 35, 36), dass das Produkt von n einfachen Faktoren stets dann, aber

64 auch nur dann als null erscheint, wenn | sie von einander abha,ngw

84

sind, das heisst von einem Systeme niederer Stufe als der n-ten um-
fa,sst werden. Dies kinnen wir unmittelbar auf Faktoren beliebiger
Stufen ausdehnen, wenn wir mehrere Ausdehnungen dann von ein-
ander abhiingig setzen, wenn die Summe ihrer Stufenzahlen grosser ist
als die des Systems, Welche's sie alle umfasst; denn dann wird die An-
zahl der einfachen Faktoren, welche | ihr Produkt enthilt, grosser sein
als die Stufenzahl des umfassenden Systems, also ihr Produkt in der
That null sein. Also:

Das dussere Prodult ist null, wenn die Faktoren von einander ab-
hingig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie es micht sind.

Aus der Figenthiimlichkeit des #unsseren Produktes ergab sich uns
(§ 35), dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden diirfen, wenn
man zugleich das Vorzeichen des Produktes iindert; dies G‘resetz er-
weiterten wir dahin, dass ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl von
einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichenwechsel iiber-
springen diirfe. Da eine Reihe von einfachen Faktoren als Ausdehnung
erschien, deren Stufenzahl der Anzahl jener einfachen Faktoren gleich
ist, so folgt darans zuerst, dass eine Ausdehnung von gerader Stufe
einen einfachen Faktor, also auch jeden andern, ohne Zeichenwechsel
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iiherspringen diirfe, und wiederum, dass bel Vertauschung zweier be-
liebiger auf einander folgender Faktoren dann und nur dann Zeichen-
wechsel eintrete, wenn beide von ungerader Stufe sind.¥) Dass nun
dies Gesetz anch noch fiir | Summengrossen gelte, ist klar, indem es,
wenn man mit den einzelnen Stiicken durchmultiplicirt, fiir die ein-
zelnen Produkte gelten muss, also auch fiir deren Summe. Also:

Zwer auf einander folgende Faltoren simd mit oder ohne | Zeichen-
wechsel vertauschbar, je nachdem die Stufenzallen beider Faktoren zugleich
ungerade sind oder wicht.

B. Anwendungen.

§ 56. FErzeugnisse der Fortbewegung im Raume.

Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen gegenwiirtig
nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und Statik zu, in-
dem die Summengrisse, welche zuerst in einem System vierter Stufe
anftritt, hier keine Anwendung finden kamm. Die Anwendungen be-
sehriinken sich daher nur auf die erste Hilfte dieses Kapitels (§ 47—50),
und bestehen darin, dass die Gesetze, welche im vorigen Kapitel fiir
jene Disciplinen festgestellt wurden, von ihren Schranken befreit und
von einem allgemeineren Gesichtspunkte angeschaut werden.

Zuerst in der Geometrie haben wir den neuen Additionsbegriff auf
die Flichenriume (als Ausdehnungen zweiter Stufe) zu iibertragen.

Doch miissen wir dann an den Flichenrinmen ihre Richtungen,
das heisst die Richtungen der Ebene, welcher sie angehoren, festhalten,

*) Es lisst sich dies, wenn @ und b die beziehlichen Stufenzahlen der Aus-
dehnungen A und B sind, so ausdriicken, dass 4. B = (—1)*" B. 4 sei. —
Wenn beide Falktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, so hingt
bei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. So hat man zum Beispiel

A, B 8= (—1pbiisteag B A,

Fiir die formelle Auffassung der dusseren Multiplikation bemerke ich noch, dass
man ihre Eigenthiimlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung zur Ad-
dition festgestellt ist, auch durch das Gesetsz, dass zwei einfache Faktoren mif
Zeichenwechsel vertauschbar seien, vollkommen hitte charakterisiren kinnen.
Denn ist @ . b allgemein gleich — b . @, oder

a.b+b.a=0,
so muss dies auch noch gelten, wenn b — a wird, dann ist a.a+ a«.a =0, also
2a¢.a=0 oder a.a=0. Daraus folgt dann, dass iiberhaupt das Produkt zweier
gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der dusseren Multi-

plikation charakterisirende Gesetz, wie wir es oben darstellien, hervorgeht.
Gragsmann, Werke., T. 8

4



114 A,. Abschn. I Kap. 3. Verkniipfung hbherer Ausdehnungsgréssen, § 56, 57.

und also zwei Flichenriume als ungleichartig auffassen, wenn die
Ebenen, denen sie angehoren, eine Verschiedenheit in den Richtungen
darbieten. Da nun die Flichenriume, auf diese Weise aufgefasst, Aus-
dehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flichenriume, da
sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe (dem Raume)
angehoren, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen Faktor erster Stufe
bringen, das heisst sich als Spathecke (Parallelogramme) von gleicher
Grundseite darstellen lassen. Die Summe derselben wird somit ein
Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite hat, dessen Hohenseite [vgl.
S. 91] aber die Summe der beiden Hohenseiten jemer Spathecke ist.
Hiernach kann man nun die Sitze von der Forthewegung (§ 28 und 29)
allgemeiner so aussprechen:

86 Die geometrische™) Summe der Ildchenriume, welche eine | gebrochene
Linie bei ihrer Fortbewegunyg beschreibt, ist gleich dem Flichenrawm, wel-
chen eine gerade Linie, die mit jener gebrochenen gleichen Anfangspunlt
und Indpunlt hat, beschreibt, wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt,

oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt

86 zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite derselben
nennen:

Die geometrische Swmme der Flichenriiume, welche eine gebrochene
Linie bei gebrochener Bahm beschreibt, ist gleich dem Fldchenrawm, wel-
chen die Seite, die die erstere schliesst, in ciner Bahn beschreibt, die dic
zweite schliesst.

Fiir die Bewegung der Flichenriume hat man den Satz:

Die Summe der Kovpervaume, welche eine belicbig gebrochene Fliiche
in beliebig gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem Korperrawm, awel-
chen die geometrische Summe jener Flichenriume (die die gebrochene
Fldche bilden) in der jene gebrochene schliessenden Bahn besclircibt.

§ 67. Allgemeiner Begriff des Gesammtmomentes.

Auch fiir die Statik und Mechanik besteht die Anwendung dieses
Kapitels in einer Frweiterung, welche jedoch hier so fruchtreich ist,
dass nun erst der ganze Reichthum der Beziehungen hervortreten kann.

Zuerst die Beschrinkung, welche bei dem Gesammtmoment meh-
rever Kriifte in Bezug auf einen Punkt hinzugefiigt wurde (§ 41), fillt
jetzt weg, und wir konnen daher sagen, unter dem Gesammtmoment

¥) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu summirenden Grossen
noch nicht hinreichend als Grossen mit konstanter Richtung bezeichnet sind, um
die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unterscheiden.
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mehrerer Kriifte in Bezug auf einen Punkt sei die Summe aller ein-
zelnen auf jenen Punkt beziiglichen Momente verstanden; und zugleich
ist klar, dass, wenn man durch diesen Punkt eine Strecke als Axe
zieht, das Moment in Bezug auf diese Axe gefunden wird, wenn man
diese Axe in jenes erste Moment mulfiplicirt. Sind zum Beispiel «f,
90, ... die Kyiifte, so ist ihr Gesammtmoment M, in Bezug auf einen
Punkt ¢ gleich
o] . [ef] + [o7]- [¥0]+ --;

und in Bezug auf eine Axe go ist das Moment derselben Kriifte gleich

[60] . [oa] . [ef) + [e0] - [o¥]. [#0] + -

lee] . M,.

Dass nun auch hier das Gesammtmoment der mmern Kriifte
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist, bedarf wohl kaum eines
Beweises, indem sogleich einleuchtet, dass der Beweis auf ilmliche
Weise, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) fiir den be-
schriinkteren Begriff gefithrte. Und damib ist klar, wie die siimmt-
lichen oben aufgestellten Sitze (§ 43 und 44) auch in dieser | Verall-
gemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 aufgestellte
Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden konnen:

oder gleich

Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelnen Punlkien
(eines Vereins von Punkien) inmerhalb eines Zeitrawms milgetheilt werden,
ist gleich dem Gesammtmoment der simmilichen Krifte, welche dem Ver-
eine dieser Punkte wilwend jener Zeit von aussen mitgetheilt werden, und
zwar in Beasug auf jeden beliebigen Punkt. ™)

Wirken also namentlich keine Krifte von aussen ein, so muss
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen wiihrend
jedes Zeitraumes null sein, das heisst das Gesammtmoment aller Be-
wegungen, welche den Punkten einwohnen, muss in der Zeit konstant
sein. ¥¥) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveriinderliche Ebene
und in derselben einen konstanten Flichenraum dar; jene Hbene ist
es, welche La Place die unveriinderliche Ebene (plan invariable) nennt,
und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich auf die einfachste
Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierigkeit der Ableitung nach
den sonst iiblichen Methoden iibersieht sich leicht, wenn man nur

# Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir spiiterhin bei der An-
wendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; s. § 105,
##) HEs ist dies, wie man sich leicht iberzengt, das Princip der konstanten
Flichemiiume,
g ¥
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einen Blick wirft anf die in La Grange's Mécanique analytigue™) oder
m La Place's Mccanique céleste gefithrten Entwickelungen, und auf die
komplicirten Formeln, in welchen dort die Darstellung fortschreitet.

§ D8, bY. Abhingigkeit der Momente.
§ 58.

Wir kinnten zwar schon hier die Hauptsiitze fiir die Theorie der
Momente aufstellen; da indessen die Betrachtung der Momente im
zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten | wird, so will
ich hier nur ein Paar Beispiele geben, um zu zeigen, mit welcher
Leichtigkeit sich durch Hiilfe unserer Amnalyse die hierhergehorigen
Aufgaben losen lassen, und in welcher Ergiebigkeit die interessantesten
Sitze daraus gleichsam hervorsprudeln.

Zuerst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug anf einen
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von | gegebener
Linge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden, wenn ausser-
dem die  Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dargestellten
Krifte) ihrer Linge und Richtung nach gegeben ist. Es seien ¢ und ¢
die beiden Punkte, M, das gegebene auf den ersten Punkt beziigliche,
M das auf den zweiten beziigliche Moment, [«f], [pd], ... die Kriifte,
&, ¥, -.. ihre Angriffspunkte, s die Gesammtkraft ihrer Liinge und Rich-

tung nach, also
s = [B) + [8] + ---.

M, = [oa] . [«f] + [o9]. [p8] + ---
M, = [ve] . [af] 4 [z9] . [yd] - ---
Zieht man beide Gleichungen von emander ab, so erhilt man, da
[6a] — [re] = [oa] + [«z] = [o7]
ist, und so weiter, die Gleichung
My — M = [o7] . ([af] + [p8] + ) = [o7] . 5,
wodurch die Aufgabe gelost ist, und man hat den Satz gewonnen:

Riickt der Beziehungspunkt wm- eine Strecke fort, so nwimmt das Mo-
ment wm das dussere Prodult der Gesammikraft in diese Strecke zu. %)

Hierin liegt zugleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn jenes

Dann ist

*) P. 262—269 [II partie, section III, § 2, No. 7—11].
**) Hierbei ist das Wort , zunehmen® in demselben allgemeinen Sinne ge-

nomuwen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um (—3) zugenommen, wenn
b dar&us geworden ist,

-
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aussere Produkt null ist, das heisst wenn der Beziehungspunkt in der
Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausgedriickt, dass

die Momente in DBeeug auf alle Punkte, welche in einer und der-
selben mit der Gesammikraft parallelen Linic liegen, einander gleich sind.

Ferner: -

Ist das Moment in DBezug auf irgend einen Punkt null, so ist | es
in Bezug anf jeden andern Punkt gleich dem dusseren Produlkt der Ge-
sammitkraft in dic Abweichung des letzten Punktes von dem ersten.

§ 59.

Eine andere Aufgabe, welche die Abhiingigkeit der Momente in
Bezug auf Axen, die durch denselben I'unkt gehen, aunffasst, ' ist die,
aus den Momenten in Bezug auf drei Axen, die durch einen Punkt

gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment in Bezug auf

jede vierte Axe, die durch denselben Punkt geht, zu finden.

Bs seien a, b, ¢ die drei Axen, 4, B, ¢/ die auf sie beziiglichen
Momente, «a - b 4 ye, wo a, B, y Zahlen vorstellen, die vierte Axe,
deren zugehoriges Moment [) gesucht wird.®) Das Moment in Bezug
anf den Durchschnitt der drei Axen sei I, so ist nach § 57

A=ae¢. M, B=Db.M, C=c.M,
D = (e¢a 4 pb 4 pe). M
Lésen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird
D=aa.M+ pb. M4 pe. M

=uad + B + yC.
Dies Resultat in Worten ausgedriickt:

Aus den Momenten dreier Axen, die dwrch Iiinen Punkt gehen, ohne
i Liner Ebene zw licgen, kann man das jeder andern Awxe, die durch
denselben Punkt geht, finden; und zwar herrscht swischen den Momenten
dieselbe Vielfachen-Gleichung, wic zwischen den Axen. %)

Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz:

Aus den Momenten zweier Azen, die durch cinen Punkt gehen, kann
man das jeder andern Awe, die dw ch denselben Punlkt geht finden, und

*) Dass gich jede Strecke im Raume als Summe aus drei Stiicken darstellen
lisst, welche drei gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigh; darin liegt,
dass sie sich als Vielfachensumme derselben darstellen Idsst.

**) Der Kiirze wegen sagen wir, zwischen Grissen bestehe eine Vielfachen-
@leichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener Grissen dar-
stellen.
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zwar herrscht zwischen den Momenten diesclbe Vielfachen- Gleichung, wic
zwischen den Axen. :

Wir werden spiiterhin bei der allgemeineren Behandlung der Mo-
mente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen konnen.

Viertes Kapitel.

Aeussere Division, Zahlengrosse.
A, Theoretische Entwickelung.

§ 60. Begriff der #Husseren Division,

Die zur Multiplikation gehérige analytische Verkniipfung ist die
Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der analytischen
Verkniipfung (§ 5) das Dividiren darin bestehen, dass man zu dem
Produkte und dem einen Faktor den andern sucht; und es wird ver-
moge dieser Erklirung jeder besonderen Art der Multiplikation eine
ihr zugehérige Art der Division entsprechen; die iiussere Division wird
also darin bestehen, dass man zu dem #Husseren Produkt und dem einen
Faktor desselben den andern sucht.

KEs ist klar, dass hier, da die Faktoren des iusseren Produktes
im Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division
zu unterscheiden sind, je nachdem nimlich der erste Faktor gegeben
ist oder der zweite (vgl. § 11). Wir bezeichnen den gesuchten Faktor
(Quotienten) so, dass wir das gegebene Produkt 4 (den Dividend) nach
gewohnlicher Weise iiber den Divisionsstrich, den gesebenen Faktor I3
(den Divisor) unter denselben setzen, diesem gegebenen Faktor aber
einen Punkt folgen oder vorangehen lassen, je nachdem der gesuchte
Faktor als folgender oder vorangehender Faktor aufgefasst werden soll.

Also g‘—’ bedeutet den Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B
verkniipft 4 giebt, also welcher der Gleichung geniigh:

B.C=A4;
und % bedeutet den Faktor C, welcher als erster Faktor mit B ver-
kuiipft 4 giebt, das heisst der Gleichung geniigt:

C.B=4d;
oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ansgedriickt:

A A
B‘F.=A_; .—E.B:A'
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Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass, wenn die Stufen-
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar sind,
beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen | nur mit
Zeichenwechsel vertausechbar sind, beide Quotienten | entgegengesetzten
Werth haben. #) Daher wird man im ersteren Falle anch das Zeichen
des Punktes im Nenmer weglassen kionnen, wenn man nicht etwa die
Division noch ins Besondere als fussere bezeichnen will.

§ 61, 62. Realitit und Vieldeutigkeit des Quotienten.

g B1.
s kommt nun darauf an, aus der formellen Bestimmung die

wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln.
Da das #fussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdeh-

nung giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen-

zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt zu-
niichst, dass auch der Quotient mur dann eine Ausdehnung darstellen
konne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, das heisst
von dem System des Dividend ganz umfasst wird; und dass dann zu-
gleich der Divisor von niederer Stufe sein muss als der Dividend,
die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwischen denen
des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle kamn also der Quo-
tient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur eine formelle Bedeu-
tung haben, die wir vorlinfig auf sich beruhen lassen. Umgekehrt
zeigh sich aber auch, dass der Quotient jedesmal dann eine Ausdehnung
darstellen muss, wenn jene Bedingung erfiillt ist, dass nimlich der
Divisor dem Dividend untergeordnet sei. Nimlich nach § 48 kann man
jede Ausdehmung n-ter Stufe auf (» — 1) heliebige ihr untergeordnete
Faktoren bringen, sobald diese nur von einander unabhiingig sind, und
somit kann man sie anch auf jede geringere Anzahl untergeordneter
Faktoren bringen, das heisst sie als Produkt darstellen, dessen einer
Faktor eine beliebige ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also

Der Quotient ist nuwr dann, aber auch stets dann, eine Ausdehnung,
wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet wnd von niederer Stufe
ist, und zwar st seine Stufenzahl dann der Untersclied der beiden Stufen-
zahlen des Dividend und Divisors.

*) Da die Vertauschung der Fakioren nur dann einen Zeichenwechsel er-
fordert, wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also ven gerader,
so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth haben, wenn
der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; in jedem andern
Falle werden sie gleichen Werth haben.
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S 62.

Hg bleibt nun zn untersuchen, ob in diesem Falle der Quotient
eindeutig ist, oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle | dje Gesammt-
heit seiner Werthe gefunden werden kann.

Es sei f;- der zu untersuchende Quotient, wnd B der Grosse A

untergeordnet. Nach dem vorigen Paragraphen giebt es nun allemal
eine Ausdehnung, welche mit B multiplicirt 4 giebt, das heisst welche
als Quotient aufgefasst werden kann; es sei ( eine solche, so dass also

B.C= A
ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von (! verschiedene Aus-
dehnungen gebe, welche statt €' in diese Gleichung gesetzt werden
konnen. Jedenfalls miissten dieselben von derselben Stufe sein wie ¢/
(§ 61). Jede von € verschiedene Ausdehnung derselben Stufe wird
sich, wenn X eine beliehige Grosse derselben Stufe ist, darstellen
lassen in der Form € -+ X, und es ist also X so zu bestimmen, dass

B.(C+X)=4
ist, wenn €'+ X auch als ein Werth des Quotienten 1:; erscheinen
soll. Man hat dann
B.C+B.X=4<=B.C,

das heisst

&, K =0,

Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zwejer abhiingiger
Grossen, aber ein solches anch allemal Null, folglich geniigt ausser
dem partiellen Werth C' des Quotienten noch jede andere Grosse, welche
von ihm um einen vom Divisor abhiingigen Summanden verschieden

ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser Grossen, die von
B abhingig sind, oder welche statt X gesetzt der Gleichung

B.X=0
geniigen, konnen wir nun nach der Definition des Quotienterr mit %
bezeichnen; somit haben wir
B.C 0
B —Ctyp
Dies Resultat kénmen wir in folgendem Satze darstellen:

Wenn der Divisor (B) dem Dividend (4) untergeordnet wund von
niederer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt, | und 2oar
findet man, wenn man einen besonderen Werth (C) des Quotienten Fennt,
den allgemeinen, indem man den unbestimmten Ausdruck einer von dem
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Divisor (B) abhingigen Grosse zu jenem besondern Werth hinzuaddirt,
oder es 15t dann

Auf die Raumlehre iibertragen, sagh dieser Satz aus, dass exstens,
wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite und der
Flichenraum (nebst der Ebene, der er angehoren soll) gegeben ist,
dann die andere Seite, die wir Hohenseite genannt haben, nur partiell
hestimmb sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt fest ist, der Ort ihves
Endpunktes eine mit der Grundseite parallele gerade Linie sei; dass
zweiteus, wenn zu einem Spathe die Grundfliche und.der Kérperraum
aegeben ist, die andere Seite (Hohenseite) nur partiell bestimmt sei,
und der Ort ihres Endpunktes hei festem Anfangspunkt eine mit der
Grundfliiche parallele Ebene sei; und dass endlich, wenn zu einem
Spathe die Hohenseite nnd der Kérperraum gegeben ist, die Grund-
fliiche partiell bestimmt sei, indem dieselbe als der verfinderliche ebene
Durchsehnitt eines Prismas, dessen Kanten der Hiohenseite parallel
sind, erschent.

Dies letztere bedarf eines Nachweises. Ist niimlich eine Grund-
fliiche als besonderer Werth jenes Quotienten gefunden, das heisst giebt
sie wirklich mit der gegebenen Hohenseite dusserlich multiplicirt den
gegebertn Korperraum, und stellt man sich diese Grundfliiche in Form
eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was mit der
gegebenen Hohenseite fnsserlich multiplicirt dasselbe Produkt giebt,
dadurch aus dem ersten gewinmen, dass man den Seiten des ersten
beliebige mit der Hohenseite parallele Summanden hinznfiigt, worin
dann der ausgesprochene Satz liegt.

§ 63, 64. Ausdruck fiir den eindeutigen Quotienten.

§ 63.

Aus dem Satze des vorigen Paragraphen ergiebt sich, dass man
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf | unsere
Wissenschaft iibertragen konne, namentlich dass man im Dividend | und
Divisor micht gleiche Faktoren wegheben diirfe. Aber da iiberhaupt
die Rechnung mit unbestimmien, wenn auch nur partiell unbestimmten
Grossen, mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt, und in der ander-

*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr wohl zu vergleichen mit der unbe-
bestimmten Konstanten bei der Integration, und das eigenthiimliche Verfahren,
welches dadurch herbeigefiihrt wird, ist hier dasselbe wie dort.*¥)

**) Vergleiche die Anm. zu 5. 39 und 43, (1877.)
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weitigen Analyse des Endlichen nichts vollkommen entsprechendes
findet, so ist es am zweckmiissigsten, diesen unbestimmten Ausdruck
dulch bestimmte Ausdriicke zn ersetzen.

Es ergiebt sich nfimlich, dass der Quotient ein bestimmter ist, so-
bald derselbe seiner Art nach gegeben, das heisst das System gleicher
Stufe bestimmt ist, dem er angehbren soll, vorausgesetzt nimlich, dass
dies System von dem des Divisors unabhiingig, dem Systeme des Di-
vidend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung erfiillt, so
ist in der That immer ein, aber auch nur Ein Werth des Quotienten
moglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn denkt man
sich irgend eine-diesem Systeme gleichartice Ausdehnung (€) mit dem
DlVISOl multiplicirt, so wird das ProduLt dem Dnudend gleichartig
sein, also auch durch Vergrosserung oder Verkleinerung jener Aus-
dehnung (C) dem Dividend gleich gemacht werden kinnen, wobei diese
Ausdehnung (C) selbst sich als Quotient darstellt. Aber auch nur Ein
solcher Werth des Quotienten wird hervorgehen. Es sei niimlich ¢/

ein solcher Werth des Quotienten -1‘;, so dass also B. (0= A ist; es

verwandle sich ' in eine ihm gleichartige Grosse ¢+ €, wo C; nicht
gleich Null ist, so hat man

B.C+0)=B.C4+B.C,=44B.C,;
es Ist also B.(C'+- C,) nicht gleich 4, da B.C,, weil beide Faktoren

nach der Voraussetzung von einander unabhiingig sind, nicht Null geben
kann, Also jeder andere mit (' gleichartige Werth genfigh statt ¢ ge-
setzt nicht der Gleichung

D.C=4,

das heisst, kanm nicht als ein Werth des Quotienten i aufgefasst
werden; also giebt es nur einen solchen.

Dies Resultat kann man auch so ausdriicken: Wenn zwei gleiche
Produkte einen gleichen Faktor haben, und der andere Faktor in beiden
gleichartig, von dem ersten aber unabhiingig ist, so ist auch dieser in
beiden gleich.

Es kommt nun darauf an, fir diesen bestimmten Quotienten eine
angemessene Bezeichnung zu finden. Hs sei P der Dividend, A der
Divisor, B | eine Grosse, welcher der Quotient gleichartig sein soll,
4 und B seien beide dem Systeme P untergeordnet, aber von ein-
ander unabhingig; dann wird P sich als Produkt von 4, in B, wo
A, mit 4 gleichartig ist, darstellen lassen, der Quotient 'mrd also

4, .8
A,
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sein ; diesen komnen wir, sofern er mit I gleichartig sein soll, vor-
Liunfig mit

2B
hezeichnen. Also % B soll die mit B gleichartige Grosse B, be-
zeichnen, welche der Gleichung
A .B=A.B
geniigt. ¥) .
§ 64.

Um nun die Bedeutung dieser Ausdriicke auszumitbeln, haben wir
. . : _ A o -
die Verbindung eines und desselben Ausdrucks | =~ mib verschiedenen
(rossen zn untersuchen.

Zuniichst ergiebt sich, dass, wenn A, B, C von einander unabhingig
sind, und

ist, daun auch allemal

‘A‘L __Bx !
2 p =35

sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der Definition

.:41.B=A.Bl,

*) Die Bezeichnung kaun keine Zweideutigkeit hervorrnfen, da wir bisher
noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grossen kennen gelernt haben.

Dabei bleibt vorliufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung Ly in der That

-

als Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation aufzufassen sei; doch
wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst daun klar werden kénnen, wenn
witklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch einen Seitenblick auf die Zahlen-
lehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft in Berihrung tritt, ohne aber von
ihr Siitze zu entlehnen, leuchtet ein, dass wemnn A, ein Vielfaches von A ist, auch

B, ein eben so Vielfaches von B sein miisse, und dass also, wenn wir unter %
dic Zahl verstehen, welche angiebt, ein Wievielfaches A, von A sei, dann B, in
der Form % B dargestellt werden lkonne. Allein so einfach diese Anwendung

der Zahlenlehre auch sein mag, so diirfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohne
unserer Wissenschaft zn schaden. Anch wiirde sich dieser Verrath an wunserer
Wissenschaft bald genug richen durch die mannigfachen Verwickelungen und
Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Trrationalitiat gerathen
wiirden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betriigerische Aussicht auf einen
bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft getreu.
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und setzt man %5 C=C,, so ist
4, .C=A4.¢C,.
Multiplicitt man die erste dieser Gleichungen mit O, die zweite mit
B (auf zweiter Stelle), so hat man
A, .B.C=A4.B,.0C,
A, .B.0=4.B.(0,
also auch
A.B O=A.8B. C,.
Da nun B, .C mit B . C, gleichartig ist, und der andere Faktor (A4)
sowohl, als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ G3)
B,.C=DB.0,

das heisst
B 1 v 4 1 7Y

seln. Also wenn

% B =B,
: S § B, . .. . o
ist, so geben die Ausdriicke — und ' mit jeder beliebigen von 4. B

unabhiingigen Grosse verbunden dasselbe Resultat.

Aber wir kémnen nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall
sein miisse, wenn beide Ausdriicke mit einer Grisse C verbunden sind,
welche nwr von A und von B wnablingiy ist, ohne zugleich wvon dem
Produlkte A . B unabhingig zu sein.

Zunichst erweisen wir dies fiir den Fall, dass €' eine Strecke sei,
die wir mit ¢ bezeichnen wollen. Es sei also

A,

S o=6
oder

A o= A.¢,
wo ¢ zwar von A und B unabhiingig, aber von A .B abhiingig sei.
Um nun zu zeigen, dass dann, wenn

A
$3=5,
ist, auch
B

H o= St¢=r¢

B A
sein miisse, suchen wir den Faktor ¢ durech Hinzufiigung einer von
A . B unabhingigen Strecke p selbst davon unabhingig zu machen.
Man erhilt dann statt A4,.¢ den Ausdruck 4, . (c + p); diesem wird ein
Ausdruck gleichgesetzt werden kinnen, dessen erster Faktor 4 [ist], und



Eigenschaften der Ausdriicke von der Form % - 125

dessen zweiter mit (¢ 4 p) gleichartig ist und also als Summe zweier
mit ¢ und p gleichartiger Stiicke dargestellt werden kaun. Es sei der-
selbe ¢, - p,, so hat man

4, . (c+p)=A4A.(c; + p)
Multiplicirt man diese Gleichung mit p, so erhiilt man '
A, .c.p=A.¢c.p
oder, da A, .c= A .¢, ist,
A.¢,.p=A4.¢.p,

und darans folgb, da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind,
nach § 63 die Gleichung

8y == 0y
Fithrt man daher statt ¢, diesen Werth ¢, oben ein, so erhilt man
A .(c+p)=A.(c; +p).

Und da nun p von A . B unabhingig war, also aunch (¢ 4 p) davon
unabhiingig ist, so kionnen wir nun das oben erwiesene Gesetz an-

wenden, dass
B .(c+p)=B.(¢, +2)
ist; also auch, mit p multiplicirt,
by.¢..p=018.¢ .p;

und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man

Boee==H8,8
oder
B, 4,
§c=01= ‘IC

auch dann noch, wenn ¢ von A4 . B abhingig ist.

Nun kéonnen wir dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass

die Ausdriicke flAi und %‘—, welche der Gleichung

4 B=B, oder 4,.B=4.B, 95

entsprechen, mit eimer beliebigen von 4 und von B unabhingigen g
Grosse hoherer Stufe C verbumden sind. Es sei C=c¢.d.e ..., s0
lisst sich jede mit C gleichartige Grisse C, in der Form ¢, .d.ec ...
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also

40=0, oder 4,.0—4.C,

$0 hat man nun durch jene Substitution
Ao =A,6 .8.€,s,
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woraus, vermoge der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63)
A, .c=4.¢,
somit auch nach dem soeben erwiesenen Satze
B;.e=B.¢,
also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe
B .¢c.d.e...=DB.¢.d.c...,

B,.C=RB.C,

das heisst

oder
Et ‘11 f
'_—'B O — Ci = _l“ G -

Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen :
Wenn
‘B — B,
ist, so st auch in Bezug auf jede Grisse C, welche von A und von B
unabhingig ist,

§ 065, 66. Begriff des Quotienten zweier gleichartiger Grossen.

§ G5.

. o A B " .
Da nun der Begriff der Ausdriicke ~ und 5 nur bestimmé ist,
sofern sie mit Grossen verbunden sind, die von 4 wnd B unabliingig
A, B,
= md —
A d B
mit derselben Grosse eingehen, unter der Voraussetzung, dass

'A.l
2 B=B,

gind, und fiir jede zwei solche Verbindungen, in welche

ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind,

. - 4 ‘ 3
99 die Ausdriicke —* und % unter obiger Voraussetzung selbst | einander

gleichzusetzen, und dadurch den Begriff, den diese Ausdriicke an sich
haben, zu bestimmen. Also
99 Wenn ‘
Y B—B
A =21
oder A, .B=A.B, ist (A und B von einander unabhiingiy gedacht),
so selzen wir : ' |

4, ... B,
= gleich — -
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Es ist klar, wie hierdurch die Bedeutung von % B auch damm be-

stimmt ist, wenn B von A abhiingig ist; denn man hat nur eine Hiilfs-
grosse O anzunehmen, welche von A und B unabhiingig ist, und C,

: e c . .
s0 zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition 7 gleich 1st
1

1 80 ist durch Substitution des Gleichen

3 C
4 p="0B,

und dadureh auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmb. Nament-
lich ergiebt sich daraus, dass

A
2 4=4,

ist. Denn nimmt man eine Hiilfsgrosse B, welche von A4 unabhiingig

ist, und setazt

B,
= =¥,

n

das heisst
B
73‘- 4d=A4,,

so muss anch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen
4, B,
Jd=54

sein; der letztere Ausdruck ist aber, wie wir soeben zeighen, gleich 4,,
also auch der erstere, was wir zeigen wollten.

Hieraus nun folgt zugleich, dass der Ausdruck % als Quotient

aufgefasst werden konne, sobald seine Verbindung mib andern Grossen,
wie wir sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, das
heisst die Beziehung jemer Verbindung zur Addition als eine mulbi-
plikative nachgewiesen ist.

§ 66.
Zuerst 1sb

4 A, A,
Lo+ o=,b+ H e

Nimlich 4% (b + ¢) ist eine mit b ¢ gleichartige Strecke, welche

sich daher aueh in | Stiicken ausdriicken lassen muss, die mit b und ¢ 200
gleichartig sind; es seien dies I, und ¢, also

€ Lt =b+e 100
oder

A G+ = 4.0 +c).
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Man multiplicire diese Gleichung mit ¢, so hat man
Ay be=A4.5.¢
also auch vermbge der Gleichartigkeit der Faktoren
4,.b=A4.b, oder Lb=1,.
Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass
4,
I €=

ist; substitnirt man diese Ausdriicke fiir 0, und ¢ in die obige Glei-
chung (1), so hat man in der That
2O+ =2104 4o
Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt & und ¢
Ausdehnungen hoherer Stufen B und € eintreten. Die Summe der-
selben giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Aus-
dehnungen n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor
(n — 1)-ter Stufe bringen lassen. Es sei daher
B=b.FE, C=¢.E.
Dann sei

A,

A
2 0=0b; =g,

also
Al'(b-i_c):A'(bl—l—cx);

go ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt,

A (b+¢).E=A.(b, +¢c).E

oder |

' 4,. 0. E+4c.Ey=A4.(,.E+¢ . E)
oder

| A,

(2) E(B%—C’):bl.E—l—cl.E.

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b, und ¢, be-
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit Z multiplicirt,

A .b. E=A.b,.E; A, .c.E=A.¢,.E

2
also

4,
101 -4 B=b.L
101 und anf dieselbe Weise
% G=g¢, .E.
Diese Ausdriicke fiir b, . B und ¢, . /' in die obige Gleichung (2) sub-
stituirt, hat man
Al Ny 'Al ) Al
2 B+0) =5 B+ S C
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Gilt nun die multiplikative Beziehung fiir reale Summen, so gilt _
sie auch fiir formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene
bestimmt sind; da nimlich dann B + C keine Ausdehnung darstellt,
so hat auch

A, .
5 B+C) ‘
nur die formelle Bedeutung, dass es
— "dl é_; Y
A B+ i
oesetzt werde. Ks gilt also die multiplikative Beziehung fiir diese Aus-
driicke (fll' ) allgemein, und ihre Verkniipfung, wie wir sie auf-

gefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Also ist auch

A x L
}71‘7 selbst ein wahrer Quotient *).

§ G7. Proportion.

Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen, gehen
wir zuniichst von Strecken aus; es selen ¢ und / yon einander un-
abhiingig, und

o b,

.=, oder a,.b=a.b,

so hat man aus der letzten Gleichung
b+ b, . a=10,

oder da man dem zweiten Fakbtor Stiicke hinzufiigen darf, die dem 702
ersten gleichartig sind,

a - (a+ b))+ 0 .(a4+b)=0, 102

(a, + b)) . (a+1) =0,
das heisst (¢ 4+ b) und (@, + b,) sind gleichartig oder kénmen als
Theile desselben Systems erster Stufe aufgefasst werden. Nach der
Erzeugungsweise des Systems erster Stufe mussten dann ¢, und b,
entsprechende Theile von ¢ und & sein. Schreibt man nun die ur-
spriingliche Gleichung als Proportion
@ ra=1"hb:5%,

-
so gelangt man zu dem Satze: Vier Strecken stehen in Proportion,

*) Da die Stufenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen-
zahlen des Dividend und Divisor, so ist -i’ als Ausdehnungs-Grosse nullter Stufe
zn fassen, was auch damit ibereinstimmt, dass, wenn eine Aunsdehnung mit ihr
multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht dndert.

Grassmann, Werke. 1. o

i
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wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich-
artiger Grossen bleibt der Werth desselben ungeiindert, wenn man
Dividend und Divisor mit derselben unabhingigen Ausdehnung mulbi-
plicirt, den Quotienten erweitert; nimlich wenn

ist, so ist auch

also

Somit kann man auch jedes Verhiiltniss durch eine beliebige Aus-
dehnung erweitern. Nun kinnen wir sagen, dass a, . I/ von a. I der
entsprechende Theil ist, wie a, von @, und somit haben wir den all-
gemeinen Satz:

Vier Grossen stehen in Proportion, wenn die erste von der zweiten
der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten.

§ 68. Zahlengrisse, Produkt derselben mit einer Ausdehnungsgrosse.

Wir haben nun die Verkniipfungen dieser neu gewornmenen Grossen,
die wir Zahlengrossen nennen, sowohl unter sich, als mit den Aus-
dehnungsgrissen darzustellen.

Die multiplikative Verkniipfung derselben mit den Ausdehnungs-
grossen haben wir dargestellt, und ihre Bezichung zur Addition ge-
sichert. Wir haben nun die rein multiplikativen Glesetze dieser Ver-
kntipfung, das heisst die Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der
Faktoren zu untersuchen. Es ergiebt sich, dass man in einem Husseren
Produkt, worin Zahlengrossen vorkommen, diese jedem beliebigen Faktor

103 zuordnen | kann, ohne den Werth des Resultates zu #ndern.

In der That ist, %‘ mit « bezeichnet,

103 7 «(B.0)=(«B).C.
Denn es sei ¢ B oder %‘ B = B,, oder
a,.B=a.B,,
so hat man durch Multiplikation mit C
a,.B.C=a:B,.C;
also auch nach der Definition
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=(B.0) = B,.0,
oder
¢ (B.0)= (a«B).C.

Was die Vertauschbarkeit anbetrifft, so ist die Bedeutung des
Ausdrucks Ade, wo A eine heliebige Ausdehnung, ¢ aber eine Zahlen-
grosse ist, noch mnicht festgesetzt; und wir konnen diese Bedeutung
nach der Analogie bestimmen. Nimlich, da die Ausdehnungsgrisse
nullter Stufe als Ausdehnungsgrosse von gerader Stufe erscheint, eine
solche aber in einem iusseren Produkt beliebig geordnet werden darf,
so kinnen wir feststellen, dass unter A« dasselbe verstanden sein solle,
wie unter « 4, woraus dann folgt,

dass die Stellung einer Zahlengrisse innevhalb eines dusseren Pro-
dulites ganz gleichgiiltig st

Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen-
grosse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff -
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses (Quotienten, so
lange der Divisor nicht null wird, ergiebt sich leicht. In der That, es sei
f =X, a= ;—tl,
wo a von B unabhiingig sei, so hat man

«X = B, %X:& a.X=ua,.B,
und wir haben oben gezeigt, dass es nur Einen mit B gleichartigen
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung geniigt, withrend jene
Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausgesagt. ist.

§ 69, 70. Produkt mehrerer Zahlengrossen.
§ 69.

Zu dem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrossen gelangen 104
wir vom fortschreitenden Produkte aus. '
Setzen wir das Produkt

(1) P.efy...= 58,

wo die Ausdehnung P mit den Zahlengrossen «, 8, y, ... fortschrei- 104
tend, das heisst so multiplicirt werden soll, dass das Resultat jeder
fritheren Multiplikation mit der n#chstfolgenden Zahlengrosse multi-
plicirt wird: so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrosse zu finden, mit

welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P, gebe. Zu dem
9*
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Ende seien «, B, 7, ... dargestellt in den Formen
4, B, G

A B! Q> T

so dass P, A, B, C, ... alle von einander unabhiingig seien. Multi-
plicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung (1) mit 4. 5.C ...,
so kann man nach dem vorigen Paragraphen die Zahlengrossen

«, B, v, ... oder B o
O TR

jedem beliebigen dieser Faktoren zuordnen, also auch 13 dem A, und so
weiter, und erhilt dadurch

P.A4,.B,.C,...=P .A.B.C....

Also ist, da P, dem P gleichartig ist, nach der Definition des Quo-
tienten
4,.8,.0, ..

= P
Py =T A.B.C ...

Somit haben wir das Gesetz, dass

ist, zunichst zwar nur, wenn P von 4 . B . (... unabhiingig ist, aber
demniichst auch, wenn P hiervon abhingig ist. Um dies zu zeigen,

stellen wir zuerst die Zahlengrossen «, f, ¢, ... oder die Quotienten
A A,
R in neuen Formen (A ,) dar, so dass P von A.B.l ... un-

abhiinglg ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden konnen,
und eine Zahlengriosse ¢ erhalten, welche statt der fortschreitenden

Faktoren %‘, (oder %‘,) gesetzt werden kann und welche gleich
A.B, .T,...
s B I e
105ist. Nimmt man nun eine Ausdehnung ¢ =zu | Hiilfe, welche sowohl
von A.B.C ... als auch von dieser neuen Grosse A.B.[ ..
unabhiingig ist, so ergiebt sich Qapfy ... vermbge der ersten
Grossen gleich

4,.B,.C,.
105 _ Q 1L B O
vermoge der zweiten aber gleich
_ @eo.
Also 1st
4,.B,.C,
= "4B.C
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Nun war aber

P.afy... = Pg
vermbge der zweiten Rethe von Formen, also ist auch vermbge des
gefundenen Werthes fiir o

d B, G gy A B
PA B C =F A.B.C...

Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen.

§ 70.

Hieraus gehen sogleich zwei fiir die Verkniipfung der Zahlen-
grossen hochst wichtige Folgerungen hervor, némlich erstens, dass,
wenn fiir irgend eine Grisse P die fortschreitende Multiplikation mit
mehreren Zahlengrissen «, f8, ¢, ... durch die Multiplikation mit einer
bestimmten Zahlengrisse ¢ ersetzt wird, dies auch fiir jede andere
Grosse gilt, die statt P gesetzt wird, indem niimlich der fiir ¢ im’
vorigen Paragraphen gewonnene Ausdruck ginzlich unabhiingig ist von
P, und nur von den Zahlengréssen e«, §, ... abhingt; zweitens dass
die Zahlengrossen auch beliebig unter sich vertauscht werden konnen,
weil man in dem Produkb

4. B ...

A.B ...
im Ziihler und Nenner gleiche Vertauschungen vornehmen kann, indem
dadurch in beiden gleiche Zeicheninderungen, also fiir den Werth des
Quotienten gar keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen be-
rechtigt uns, das Produkt efy ... selbst gleich ¢ zu setzen. Also:

Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrissen ist diejenige Zahlen-
grisse zu verstehen, welche in shrer Multiplikation mit irgend einer Aus-
dehmung dasselbe Resultai liefert, als wenn | diese Ausdehnung fortschrei- 106
tend mit den Faktoren jenes Produltes multiplicirt wird.

Hiernach ist also, wenn 4, B, C, ... von eimander unabhingig sind,

ABC T AB.C.. 106

Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass
man Zahlengrossen als Faktoren unmittelbar vertauschen konne.

§ 71. Geltung aller Gesetze arithmetischer Multiplikation und
Division fiir die Zshlengrossen.

Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Multiplikation
und Division (s. § 6) fiir die Zahlengrossen nachzuweisen, haben
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p

wir noch die Kindeutigkeit des Quotienten .+ S0 lange « nicht null
igt, darzuthun.

Es bedeutet nach der allgemeinen Definition analytischer Ver-
kniipfungen g diejenige Grosse, welche mit « multiplicirt B giebt; es

sel nun «y gleich 8, so haben wir zu zeigen, dass, wenn zugleich «y/
gleich § sei, y mothwendig gleich " sein miisse, vorausgesetzt noch
immer, dass « nicht null sei. Hs soll also, wenn A4 irgend eine Aus-
dehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass

AB = A(ay) — A(ay)
sel; da man aber nach dem vorigen Paragraphen statt mit dem Pro-
dukte, mit den einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch

(de) y = (Aa) ¢
Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrosse festgesetut,
dass zwei Zahlengrossen, welche mit derselben Ausdehnung multiplicirt
gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet werden miissen.
Ist nun « nicht null, so ist A« eine wirkliche Ausdehnung, also nach
der angefiihrten Bestimmung y = ¢/, das heisst der Quotient zweier
Zahlengrossen eindeutig, so lange der Divisor nicht null ist.

Da nun auf der Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren,
wie auch auf der Hindeutigkeit des Quotienten in dem angegebenen
Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division be-
ruhen (§ 6), und dieselben Gesetze auch fiir die Verkntipfung der Zahlen-
grossen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so ergiebt sich, dass

107 alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division fiir die | Ver-
kniipfung der Zahlengrossen unter sich wnd mit den Ausdehnwungsgrissen
gelten ™).

107 Hierdureh ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang zwischen
der arithmetischen und der Zusseren Multiplikation dargethan, indem
jene als specielle Gattung von dieser erscheint, fir den Fall niimlich,
dass die Faktoren Ausdehnungsgrossen nullter Stufe sind. Wir bedienen
uns daher fiir die Multiplikation der Zahlengrissen beliehig bald des
Punktes bald des unmittelbaren Aneinanderschreibens, indem das letztere
uns oft bequem ist, um die Klammern zu ersparen und dadurch die
Uebersicht zu erleichtern.

*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen, in-
dem wir die Gesetze dieser Verkmiipfungen in der allgemeinen Formenlehre § 6
unabhiingig dargethan haben.
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§ 72. Addition der Zahlengrossen.

Um zur Addition zweier Zahlengrissen (¢ und ) zu gelangen,
haben wir zuniichst den Ausdruck

aC+ 0=, ,

zu betrachten, und die Zahlengrosse zu suchen, mit welcher C' multi-
plicirt werden muss, damit derselbe Werth €, hervorgehe.
@y

Zu dem FEnde seien «, 8 dargestellt in den Formen - und %’—,

wo @ von (! unabhiingig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich
dann in

a, @
104 U= C,
und durch die Multiplikation mit @ in

a,.C+0y.C=ua.C,

(al —|—£72).C=(l-.()“

oder

also
o t %“ g

Wir haben somit den Satz gewonnen, dass
IR Vo L ¥
@& @ a

sei, und zwar zuniichst nur, wenn a von C unabhiingig ist; aber auf
Lieselbe Weise wie in § 69 lisst sich dies auf den Fall der Abhiingig-
keit ausdehnen.

Aus diesem Satze nun geht hervor, dass, wenn

a0+ pC=9C
ist, damm auch, weil der Ausdruck fiir y nur von « und § und nicht
von C abhingig ist, dieselbe Gleichung fiir jeden Werth von C fort- 108

besteht, und darin liegt die Berechtigung, in diesem Falle & 4 B gleich y
zu setzen. Also wir setzen

«+p =7,
aC 4 pC=9C

ist, wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet; das heisst, nach der De- 108
finition ist

wenn

40+ BC = (o« + B) C.
Um nun diese Verkniipfung als wahre Addition nachzuweisen,

haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven
Beziehung zur Multiplikation darzuthun.



136 A,. Abschn. I. Kap. 4. Aeussere Division. Zahlengrésse. § 72—74.

Zuerst liegt die Vertauschbarkeit der Stiicke direkt in der De-
finition, da auch die Stiicke ¢C und AC vertauschbar sind. Um die
Veremnbarkeit der Stiicke nachzuweisen, gehen wir daranf zuriick, dass

(€0 + BC) + 70 — aC + (BC + C)
ist; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition
dargelegte Gesetz auf jeder Beite zweimal anwendet, in

e+ B8)+9v1C=Tle+ B+ »]C,

e+ +r=ct+ B+
Endlich st auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn wird
der Werth von g in der Gleichung
% p=y

gesucht, so erhalten wir, wenn

woraus folgt

it (hy a,
g — — = — —
o ? fp PR o

gesetzt wird, nach dem obigen die Gleichung

@y - @y = dg,
oder

a2 = arﬂ —— Cfl .
. s il., .
Algo hat @, emen bestimmten Werth, also auch = oder 3, das heisst

y — « hat nur Einen Werth, das Resultat der Subtraktion ist eindeutig.
Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion gelten,
so gelten auch alle Gesetze derselben.

§ 73. Beziehung dieser Addition zur Multiplikation.
Allgemeines Gesetz.

HEs bleibt uns nur noch iibrig, die Beziehung dieser Addition zur
Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass

109 a(B+ ) =af + ay
186,

Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70)
P.a(B+y)=Pe.(B+ ),
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll, der
Ausdruck der rechten Seibe ist aber nach dem vorigen Paragraphen

= Pe.f -+ Pua.y
=P.aff -+ P.ay.
109 Also ist wiederum nach dem vorigen Paragraphen, da

PaB+y)=P.ap+ P.ay
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ist, auch « (8 + p) = @B + ap. Durch Verkniipfung dieses Resultates
mit den frither gewonmenen gelangen wir nun zu dem allgemeinen
Lehrsatze:

Alle Gesetze der arithmetischen Verkniipfungen gelten auch fiir die
Verkmiipfungen der Zahlengrissen wnter sich wnd mit den Ausdehnmungen;
wnd alle Gesetze der dusseren Multiplikation wund ihwer Beziehung zur
Addition und Subtralktion bleiben bestehen, auch wenn man die Zahlen-
grisse als Ausdehnungsgrosse nullter Stufe nimmt, nur dass das Resultat
der Division mit thr ein bestimmites wird.

Wenden wir den Begriff der Abhingigkeit, wie wir ihn m § b5
fiir Ausdehnungen aufstellten, aunch auf die Zahlengrossen an, als Aus-
dehnungsgrossen nullter Stufe, so zeigt sich, dass diese immer unter
sich und von allen Ausdehnungsgrossen unabhiingig gedacht werden
miissen, wenn nicht etwa eine dieser Grossen null wird. Die Null hin-
gegen erscheint nach § 32 immer als abhingig. Auf der andern Seite
erscheinen die Zahlengrossen stets als einander gleichartig.

B. Anwendungen.

§ 74. Die Zahlengrosse in der Geometrie.

Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen Kapiteln der
leichteren Uebersicht wegen die Zahlengriisse mit aufgenommen hatten:
so bleibt uns hier nur noch iibrig, die hier gewiihlte Methode auf die
(Feometrie anzuwenden.

Bs ist als ein wesentlicher Uebelstand bei den bisherigen Dar-
stellungen der Gieometrie zu hetrachten, dass man bei der Behandlung
der Aehnlichkeitslehre auf diskrete Zahlenverhiltnisse zuriickzugehen
pflegt. Dies Verfahren, was sich zuerst leicht darbietet, verwickelt,
wie wir schon oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Unter-
suchungen iiber inkommensurable Grissen; und es riicht sich das Auf-
geben | des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten An- 110
scheine nach leichteres durch das Anuftreten einer Menge schwieriger
Untersuchungen von ganz heterogemer Art, welche iiber das Wesen
der riumlichen Grbssen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen, die riumlichen Grossen
zu messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff aus-
zudriicken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie = selbst 110
hervortreten, sondern nur dann, wenn man ausgeriistet einerseifs mit
dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den riumlichen Anschauungen, jenen
auf diese anwendet, also in einem gemischten Zweige, welchen wir im
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allgemeinen Sinne mit dem Namen der Messkunde belegen kinnen,
und von welchem die Trigonometrie emn besonderer Zweig ist¥). Bis
auf diesen Zweig nun die Aehnlichkeitslehre oder auch noch gar die
Flicheninhaltslehre hinausschieben zu wollen, wie es zwar nicht der
Form nach, aber dem Gehalte nach in der That bisher geschehen ist,
hiesse die (reine) Geometrie ihres wesentlichen Inhalfes berauben. Nun
finden wir zu dem Wege, den wir hier verlangen, in der neueren
Geometrie mannigfache Vorarbeiten, in unserer Wissenschaft aber ist
uns der Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet.

§ 7—T79. Rein geometrische Darstellung der Proportionen
in der Geometrie,

§ 75.

Hs bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche jedoch ihrem
Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch ihr Ausdruck klingen
mag. Nimlich vier Strecken, von denen die beiden ersten und die
beiden letzten unter sich parallel sind, aber nicht diese mit jenen,
stehen in Proportion, nach der ersten Betrachtungsweise, wenn das
Spatheck aus der ersten und vierten gleich ist dem aus der zweiten
und dritten; nach der zweiten Betrachtungsweise, wenn die Summe
aus der ersten und dritten (im Sinne unserer Wissenschaft) parallel
ist mit der Summe aus der zweiten und vierten, Schon aus der in
§ 67 gefithrten Entwickelung geht die wesentliche
Uebereinstimmung beider Betrachtungsweisen her-
vor, indem wenn

Fig, 121,

a . b=a.l

war, daraus hervorging, dass

(ay +B,) . (a + b) — 0%%),
das heisst beide Summen (a 4 ) und (a; + b))
parallel waren, und ebenso wiirde aus der letzten
111 Gleichung die erste folgen; und es | ist also gleichgiiltig, von welcher
der beiden Gleichungen wir die Giiltigkeit der Proportion
G, ca="b,:b

abhingig machen.

*¥) Die Zahlengrisse, wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt haben,
erscheint nicht als diskrete Zahl, das heisst nicht als eine Menge von Einheiten,
sondern in stetiger Form, als Quotient stetiger Grbssen, und setzt daher den
diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus.

*#) Die Formeln sind hier nnr Reprisentanten geometrischer Sitze, die ein
jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s. Fig. 12a.
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Wir wollen die zweite Betrachtungsweise als die geometrisch ein-
fachere wihlen und konnen dieselbe so ausdriicken: Wenn zwei Drei-
ecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwel beliebige parallele
Seiten beider sich verhalten, wie zwei andere in entsprechender Folge
genommen; denn wenn @ und b zwei Seiten des einen, und «, und b,
die damit parallelen Seiten des andern sind, so sind eben dann und
pur dann a 4 b und @, 4 b, einander parallel. Hierbei ist wohl zu
beachten, dass auf dieser Stufe vier Strecken, als Strecken, das heisst,
mit festgehaltener Linge und Richtung aufgefasst, nur dann als pro-
portionirt erscheinen, wenn sie paarweise parallel sind, und diese paral-
lelen Strecken stellen wir dann in der Proportion auf die beiden ersten
und auf die beiden letzten Stellen.

§ 76.

Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun darin, die Pro-
portion als Gleichheit zweier Verhiiltnisse nachzuweisen, so dass, wenn
a:a, ="b:b, und a:a, = ¢:¢ ish, auch b:0, =c:¢ sel.

Um den geometrischen Ausdruck dieses

;'1,;. 1 . Hatzes zu finden, setzen wir¥)
N a=AB, a, = AC,
ml B\ b— BD, b, —OE;
A \ dann wiirden, wenn die erste Proportion be-
4 : “‘ELS“.-

= ¢ stehen soll, die Punkte 4, D, E eine gerade

\J,\ /" Linie bilden miissen, weil @ - b, das heisst

d AD parallel sein soll @, + b, das heisst 4 L.
Ebenso sei

C=BI¥‘) cl —;CJ'G’ 11'2

s0 werden wieder vermdge der zweiten Proportion die Punkte 4, F, G
eine gerade Linie bilden. Soll nun auch die dritte Proportion richtig
sein, so miisste DF parallel mit B G sein; es ist also zu zeigen, dass,
wenn die Bcken eines Dreiecks in geraden Linien fortriicken, die sich
in Binem Punkte schneiden, und zwei von den | Seiten parallel bleiben, 112
aunch die dritte parallel bleiben miisse.

Dieser Satz ergiebt sich sogleich, wenn die beiden Dreiecke oder
(was auf dasselbe zuriickliuft) die drei Linien, in welchen sich die
Ecken bewegen, nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf
man nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge-

# 8. Fig. 12h.
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legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, welche
mit den Seiten jenes Dreiecks B F' parallel sind, und wovon zwel mit
CF und (G zusammenfallen; somit wird anch die dritte mit G zu-
sammenfallen, also EG mit DF parallel sein.

§ 7.

Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur von 5 und C
zwel ausserhalh der Bbene liegende einander parallele Linien zu ziehen,
welche durch eine von A aus gezogene Linie in
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann

I ‘f ist nach dem Satze des vorigen Paragraphen
e j_j..;/.//) \\ erstens [ D parallel I E, zweitens HF parallel
& CEe T
2NN T

Fig 12,

\ IG, also vermbge des Parallelismus dieser bei-
L B I .\ den Linienpaare wieder nach demselben Satze
4 % g B
o (/ f S DF parallel mit FG.
3 ’/\\ J/‘/ Somit haben wir allgemein bewiesen, dass,
G wenn die Ecken eines Dreiecks sich in geraden
Linien forthewegen, die durch einen DPunk?
gehen, und zwei Seiten parallel bleiben, auch die dritte es bleibt; oder
dass, wenn zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare
proportionirt sind, sie auch unter einander proportionirt sein miissen,
sobald die drei Streckenpaare drei verschiedene Richtungen darbieten.

§ 78

Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen Strecken hat
in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. In der That ist
dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, doch geometrisch der
verwickeltste, sofern zu drei parallelen Strecken die vierte Propor-
tionale geometrisch nur durch zu Hiilfe nehmen einer neuen Richtung
erfolgt.

Nach dem Princip der im vorigen Paragraphen gefiihrten Ent-
wickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm parallelen als pro-

113 portionirt zu setzen, wenn beide einem und | demselben Streckenpaare
proportionirt sind; denn sind sie es mit Einem solchen, so sind sie es
nach dem vorigen Paragraphen auch mit jedem andern, welches dem
vorher angenmommenen selbst proportionirt ist. Es gilt somit, wenn
wir diese Definition moch zu Hiilfe nehmen, allgemein der Satz, dass
zwel Streckenpaare, welche einem und demselben Streckenpaare pro-
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portionirt sind, es auch unter einander sein miissen. | Somit kdnnen 113
wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff geometrisch bestimmten,
in der That als Gleichheit zweier Ausdriicke darstellen, deren jeden
wir ein Verhiiltniss nennen.

Geometrisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten
Strecken an Binen Punkt anlegt, zuniichst nur aus, dass wenn' die
Fcken eines Dreiecks oder iiberhaupt eines Vielecks sich in geraden
Linien bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die iibrigen Seiten
dabei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben miisse,
und ebenso jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich findernde
Vieleek in zweien seiner Zustiinde, so hat man den Satz: ,Wenn die
geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier Vielecke von
gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt gehen, und alle ent-
sprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel sind, so muss auch dies
eine Paar parallel sein® Jene Vielecke heissen dann bekanntlich ,&hn-
lich und dhnlich liegend®, jener Hine Punkt ihr ,Aehnlichkeitspunkt®.
Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei Dreiecke, welche parallele Seiten
haben, auch #hnlich und fhnlich liegend sind, oder dass die geraden
Linien, welche ihre entsprechenden Hcken verbinden, durch Kinen
Punkt gehen. Hieraus wieder folgh, dass in iihnlichen und #hnlich
liegenden Figuren die Durchschnittspunkte zweier entsprechender Dia-
gonalenpaare mit dem Aehnlichkeitspunkte in einer geraden Linie liegen,
und iiberhaupt, dass, wenn man die Verbindungslinien entsprechender
Punktenpaare und ebenso die Durchsehnittspunkte entsprechender Linien-
paare als entsprechend setzt, dann jedesmal in #hnlichen und i#hnlich
liegenden Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlich-
keitspunkte in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber
parallel sind.

Hiermit sind dann die Sitze fiir die Aehnlichkeit, so weit man
sie auf dieser Stufe (ohmne den Begriff der Liinge aufzunehmen) ableiten
kann, entwickelt, und iiberall auf dem Begriff des Aehnlichkeitspunktes
basirt. Bs ist aber auch leicht abzusehen, wie | dem ganz entsprechend, 174
wenn man noch den Begriff der Liinge, wie es in der Geometrie ge-
wohnlich geschieht, sogleich mit aufnimmt, alle Siitze der Aehnlich-
keit selbst genau in der Form, in welcher man sie gewdhnlich aui-
stellt, dargestellt werden konnen, ohne dass man irgend den Begriff
der Zahl aufzunehmen Ursache hiitte. Auf die weitere Darlegung
dieses (tegenstandes kann ich mich um so | weniger einlassen, da114
die Entwickelung dem zweiten Theile dieses Werkes parallel gehen
wiirde.
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§ 79.

Nachdem wir so das Princip der Entwickelung fiir die Geometrie
dargelegt haben, konnen wir uns wohl der Miihe iiberheben, die Ent-
wickelung noch auf die Proportionalitit der Fliachenriume auszudehnen.
Auch erscheint es iiberfliissig, fiir die Verkniipfungen der Zahlen-
grossen, wie wir sie in der abstrakten Wissenschaft formell bestimmt
haben, noch die entsprechenden Sitze der Geometrie anfzustellen, da
dieselben ihres Formalismus wegen nur fiir die Analyse eine Bedeu-
tung haben, und mehr als blosse analytische Abkiirzungen erscheinen,
als dass sie eigenthiimliche riumliche Verhiltnisse darlegten.

Tnteressant ist es noch zu bemerken, wie bei der rein geometri-
schen Darstellung wie auch in der abstrakten Wissenschaft die Be-
trachtung vom Raume aus zur Ebene, und dann erst von dieser zur
geraden Linie fiihrt, und dass somit diejenige Betrachtung, in welcher
alles riumlich aus einander tritt, sich riumlich entfaltet, auch als die
der Raumlehre eigenthiimliche und fiir sie als die einfachste erscheint,
wihrend, wenn die Gebilde in einander liegen, dann auch alles noch
verhiillt erscheint, wie der Keim in der Knospe, und erst seine réum-
liche Bedeutung gewinnt, wenn man das Ineinanderliegende in Be-
ziehung setzt zu dem riumlich Entfalteten,

Finftes Kapitel.

Gleichungen, Projektionen.

A. Theoretische Entwickelung.

§ 80. Abieitu'ng neuer Gleichungen aus einer gegebenen durch
Multiplikation.

Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Verlmiipfungsgesetze
kemnen gelernt haben, welchen die Ausdehnungsgrossen unterliegen,
115 s0 bleibt uns nun iibrig, diese Gesetze auf | die Auflésung und Umn-
gestaltung der Gleichungen, welche zwischen solchen Grossen statt-
finden konnen, anzuwenden.

Da die Glieder auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende
oder zu subtrahirende alle von gleicher Stufe sein miissen, so konnen
wir der Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter
einer Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder vonm
n-ter Stufe sind. Zuniichst haben wir uns nun die Frage zu stellen,
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was fiir Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vornehmen diirfen, 115
oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten kinnen. Dass man
Jie Glieder derselben mit Aenderung der Vorzeichen von eimer Seite
auf die andere bringen kann, ist klar, und es fragt sich also nur noch
nach den Umgestaltungen, welche eine-Gleichung durch Multiplikation
wnd Division erleiden kann. Dabei wollen wir annehmen, dass alle
Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht seien, nnd also die andere
(rechte) Seite gleich Null ist.

Nun ist Iklar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit
einer und derselben Ausdehnungsgrosse multiplicirt, dann die rechte
Seite null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die ein-
zelnen Glieder multiplicirt werden kiémnen. Man kamn also, indem man
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnungsgrosse
multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben ableiten, welche
im Allgemeinen (wemn der hinzutretende Faktor nicht etwa von nullter
Stafe ist) von hoherer Stufe sind als die gegebene. ,

Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe, und ist das System,
welchem alle Glieder angehbren, und welches wir das Hauptsystem
der Gleichung menmen, von n-ter Stufe, so kann man inshesondere jene
Gleichung mit einer Ausdehnung von ergiinzender, das heisst von
(n — m)-ter Stufe, welche gleichfalls dem Hauptsysteme angehort, multi-
pliciren, und erhiilt dadurch eine Gleichung von n-ter Stufe, deren
Glieder alle einander gleichartig sind. Hiernach kann wman also aus
jeder Gleichung, deren Glieder ungleichartig sind, inshesondere eine
Reihe von Gleichungen ableiten, deren jede lauter gleichartige Glieder
enthilt.

§ 81. Wiederherstellung der urspriinglichen Gleichung.

Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele Gleichungen
hoherer Stufen ableiten kann, so kann man doch nicht umgekehrt aus
emer der letzteren die urspriingliche Gleichung herstellen. In der That,
wenn man aus der urspriinglichen Gleichung

A4=0, 116
in welcher A ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet,
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine meue
(eichung

A.L=0
abgeleitet hat, so folgt nun, wenn nur die Richtigkeit der letzten
Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der ersteremn;116
vielmehr folgt aus jemer letzten nur
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. . TR g 4
in welcher nach dem vorigen Kapitel 7, Jede von L abhiingige Grosse,

die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung 4 = 0 wird sich
daher nur dann ergeben, wenn vorausgesetzt ist, dass A4 keinen von I,
abhiingigen geltenden Werth habe, oder mit andern Worten, wenn die
Glieder, als deren Summe 4 gedacht ist, einem von Z unabhiingigen
Systeme angehiren; das heisst:

wenn die Glieder einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Falitor
L auf derselben Stelle haben, und die simmtlichen iibrigen Faltoren aller
Grlieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unablhingigen Systeme
angehiren, so kann man den Faktor L in allen Gliedern weglassen.

§ 82. Projektion oder Abschattung. Abschattung einer Summe.

Durch Verkniipfung der Verfahrungsarten der beiden vorigen
Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus einer Glei-
chung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten.

In der That, ist

A4+B+4---=0
die urspriingliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation mit
L (nach § 80) die Gleichung
A.L+B.L+--.=0.

Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden , um den
Faktor L wegzuschaffen, so miissen wir die Glieder dieser Gleichung
in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit welchen L multi-
plicirt ist, ins Gesammt einem von I, unabhiingigen Systeme angehtren.

Es sei ¢ ein solches System und A4', B, ... seien Ausdehnungen,
welche diesem System angehtren, und die Beschaffenheit haben, dass

117 A.L=A4.L, B.L=B.L, ...
sel, so hat man die Gleichung
A. L+ B.LA4 =0,
und daraus nach dem vorigen Paragraphen
A4+ B+ ..-=0,

eine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die urspriingliche.
117 Hin jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem entsprechenden der
ersten dadurch hervorgegangen, dass man in dem Systeme @ eine
Grosse gesucht hat, welche mit einer von G unabhiingigen Grosse L
multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende Glied der urspriing-



Begriff der Abschattung. Abschattung einer Summe. 145

lichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich, dass, wenn eine solche
Grosse moglich ist, auch immer nur Eine mbglich sei. Nimmt man
nimlich zwel solche an, etwa A" und A", welche aus A4 aunf die an-
gegebene Weise entstanden sein sollen, so miissen sie nach der Vor-
aussetzung it L multiplicirt gleiches Resultat geben (nimlich 4 .L);
wir erhalten also die Gleichung

A.L=A4".L,

und da das System &, welchem A4’ und A" angehoren, von L unab-
hiingig sein soll, so kann man nach § 81 hier L weglassen und hat
A = A",

das heisst, beide Werthe fallen in Hinen zusammen; es ist also in der
That nur Eine solche Grosse méglich. Wir nennen hier 4" die Pro-
jektion oder Abschattung ¥), A die projicirte oder abgeschattete Grosse,
G das Grundsystem, das System L das Leitsystem, und sagen, dass
A" die Projektion oder Abschattung von 4 auf G- nach (gemiss) dem
Leitsystem L sei. Also unter der Projektion oder Abschatiung emer
Grisse (A) auf ein Grundsystem (G) mach eimem Leitsysteme (L) ver-
stehen wir dicjenige Grisse, welche, dem Grundsysteme angehirend, mit
cinem Theil des Leitsystems gleiches Produlit liefert, wie die projicirte
oder abgeschattete Grisse (A).

Wir kénnen somit den im Anfange dieses Paragraphen entwickelten
Satz in der Form aussprechen:

Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle ihre Glieder 115
in demselben Sinne abschattet (projicirt);

oder auch, wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafit
denkt,

die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der Swmme aus 115
den Abschattungen der Stiicke.™*)

§ 83. Wann die Abschattung null und wann sie unmoglich wird.

Um der Betrachtungsweise eine grissere Anschaulichkeit zn geben,
haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung null, und wann sie
unmdglich wird.

*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht iiberall dasselbe
bedeuten, ihr Unterschied wird aber erst im zweiten Abschnitte dieses Theiles
heraustreten; auf die hier betrachteten Grdssen angewandt, fallen heide Begriffe
zusammen,

**) Ich ziehe in dem Ausdruck der Sifze den Namen Abschattung vor, weil
in dieser Form die Sitze allgemein smd und auch fiir die spiter zu entwickelnden

Grossen bestehen bleiben.

Grassmann, Werke, I, 10
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Soll die Abschattung 4’ null werden, so muss auch, da
A L= A.L

ist, das Produkt A .Z null, das heisst 4 von I abhiingig sein; aber
auch umgekehrt, herrscht diese Abhiingigkeit, so muss, weil dag System,
dem jeder geltende Werth von A’ angehtren soll, von I, unabhiingig
ist, also das Produkt A’. L nicht gleich Null machen kann, A" selbst
null sein. Also ist die Abschattung dann, aber auch nur dann null,
wenn die abgeschattete Grisse vom Leitsystem abhingig ist. Da end-
lich jede dem Systeme G angehbrige Grosse, mit L multiplicirt, dem
Systeme G . L angehbren muss, so wird A'. L, also auch das thm
Gleiche A . L, nothwendig dem Systeme G .L angehiren, wenn die
Abschattung moglich sein soll; wobei der Nullwerth, wie immer, als
jedem heliebigen Systeme angehtrig und von ihm abhiingig betrachtet
wird. Aber anch umgekehrt, wenn A.L dem Systeme G .L angehort,
so ist die Abschattung allemal moglich; denn wenn A.IL micht null
ist, und es dem Systeme .L angehort, so miissen die einfachen
Faktoren von A . L sich als Summen von Stiicken darstellen lassen,
welche denen von (. L gleichartig sind; also muss dann namentlich A
sich auf diese Weise darstellen lagsen; aber diejenigen Stiicke, welche
mit den Faktoren von I gleichartig sind, kann man, ohne den Werth
des Produktes A .7 zu indern, [ang A] weglassen; thut man dies, und
nennt die so gewonnene Grosse, welche nun statt A eintritt, 4', so
sind die Faktoren von A nur von G abhiingig, A" gehort also zu-
119 gleich dem Systeme G an, ist also die | Abschattung von 4. Ist aber
A . L gleich Null, so haben wir schon nachgewiesen, dass die Abschat-

tung auch null, also moglich ist.
Somit hat sich ergeben, dass die Abschattung allemal dann, aber
auch nur dann, moglich ist, wenn das Produkt der abgeschatteten
119 (Girosse in das Leitsystem dem Produkte des Grundsystems in das Leit-
system angehdrt. Da, wenn A.L nicht null ist, die angefiihrte Be-
dingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem Systeme G.L
angehre, so kiomnen wir die Resultate dieses Paragraphen auch in

folgendem Satze zusammenfassen:

Ist die abauschattende Grisse von dem Leitsysteme abhiingig, so ist
die Abschattung null; ist sie davon unabhingig, so hat die Abschattung
allemal dann einen geltenden Werth, wenn die absuschattende Grisse dem
aus dem Grund- und Leitsysteme. susammengeselzten Systeme angehirt;
in jedem andern Falle ist sie unmoglich.

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Grossen
nullter Stufe, das heisst auf die Zahlengrossen an, so haben wir nur
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zu beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben
als jedem beliebigen Systeme angehorig, aber, wenn sie nicht null
sind, als von ihnen unabhingig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus geht
dann hervor, dass die Zahlengréssen bei der Abschattung sich nicht
indern.

§ 84. Abschattung eines Produktes und eines Quotienten.
Allgemeines Gesetz.

Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes iiber, um die-
selbe mit den Abschattungen seiner Faktoren zu vergleichen.

Bs sei A.B das Produkt, A" und B die Abschattungen von A
and B auf das Grundsystem G nach dem Leitsysteme I, so hat man
die Gleichungen

A.L=A.L mnd B.L=2FB.L.

Die Abschattung des Produktes 4.5 wird nun diejenige Grisse
sein, welche, dem Systeme & angehirend, mit L multiplicirt ein Pro-
dukt giebt, welches gleich A.B.L ist. Da nun 4.L gleich ist 4" L,
o kann ich in dem Produkte A.B.I statt A den Werth 4" setzen,
wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und Zusammenfassung

ergiebt.*) Somit erhalte ich

A.B.L=A.B.L=A.F.L, 120

letateres, weil B . L gleich ist B'. L. Da nun A und B’ beide dem
Systeme G angehiren, so gehort auch A’. B’ ihm an, und da zugleich,
wie wir eben zeigten,

A.B.L=A.D".L

ish, so ist in der That A'. B’ die Abschattung von A4 . B; also hat
man den Satz:

Dic Abschattung eines Produlites ist das Produkt aus den Abschat-
tungen seiner Falkloren, wenn alle Abschattungen wm demsclben Sinne ge-
nommen (das heisst Grundsystem und Leitsystem dieselben) sind;

oder mit dem fritheren Resultate zusammengefasst:

Eine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man thre Glieder, oder
die Faktoren ihrer Glieder, alle in demselben Sinne abschailet.

# In der That kamnn ich 4. B.L entweder gleich A.L.B oder gleich
— A.IL .B setzen, dann die Fakboren 4.1 zu einem Produkt zusammen fassen,
statt dieses Produktes das ihm gleiche A°. L setzen, und dann die vorige Ord-
nung wiederherstellen, wobei, wenn das minus-Zeichen eingetreten war, sich noth-
wendig das urspriingliche Zeichen wiederherstellt.
10%



148~ A,. Abschn. 1. Kap. 5. Gleichungen. Projektionen. § 84—86.
Hat man ins Besondere die Gleichung

A, = wd, oder ij—il=a,

wo a eine Zahlengrosse bezeichuen soll, so folgt daraus, wenn A; und
A" die Abschattungen von A4, und A sind, die Gleichung

r

; ; A
Ay =aA oder z,l—=a,

das heisst der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grossen
dindert sich nicht, wenn man statt derselben die in gleichem Sinne ge-
nommenen Abschatbungen setzt. Oder allgemeiner, sucht man die Ab-

schattung eines Quotienten —'%, g0 hat man, da dieser Quotient jede

Grosse C bezeichnet, welche der Gleichung
C.B= A

geniigt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne

die neue Gleichung '

T

121 das heisst, statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zihler und
Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition,

121 Subtraktion, #ussere Multiplikation und Division unter dem | allge-
meinen Begriffe der Grundverkwiipfungen zusammen, so konnen wir den
allgemeinen Satz aufstellen, welcher die fritheren in sich schliesst:

Statt das Ergebniss einer Grundverkniipfung abzuschatten, Tann man

derven Glieder in demselben Sinne abschatten.

C.B = A oder ¢ =

§ 85. Analytischer Ausdruck der Abschattung.

Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Abschattung ana-
lytisch auszudriicken, wenn die Grisse, welche abgeschattet werden
soll, und der Sinn der Abschattung, das heisst Grundsystem und Leit-
system gegeben sind. Doch heschrinken wir uns hier nur auf den
Fall, dass die abzuschattende Grosse mit dem Grundsysfeme von gleicher
Stufe ist, indem die Ldsung im allgemeineren Falle zwar auch schon
hier leicht zu bewerkstelligen ist, jedoch zu einem Ausdrucke fithren
wiirde, der an Einfachheit dem spiter zu entwickelnden Ausdrucke
(s. Abschn. II, Kap. 4) sehr nachstehen wiirde.

Ks sei A die abzuschattende Grosse, L ein Theil des Leitsystems,
G des Grundsystems, und 4 und G seien von gleicher Stufe, so wird
die Abschattung A" mit G gleichartig sein miissen, also

A =z@G
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gesetzt werden kionnen, wo x eine Zahlengrosse ist. Multiplicirt man
diese Gleichung mit I, so hat man

A.L=gG.L,

oder, da A'. L nach dem Begriff der Abschattung gleich A.L ist, so
hat man

_ A.L=2zG.L, also a=%—§
und daraus
‘ A.L
A=

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck dieses
Resultats versparen wir uns bis zur Behandlung des allgemeinen Falles.

§ 86. Ableitung eines Vereins von Gleichungen, welcher die
urspriingliche ersetzt,

Dagegen miissen wir den Faden wieder ankniipfen, den wir oben
(§ 81) fallen liessen. Wir hatten niimlich dort gezeigt, wie man zwar
aus einer Gleichung
A+ B+ ---=0 122

durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 122
Gleichung

A.L4+B . E4-=0

ableiten, aber aus dieser im Allgemeinen nicht wieder die urspriing-
liche herleiten konne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener Glei-
chung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, welcher
jene eine ersetze, das heisst, aus welchem sich jene erste wiederum ab-
leiten ldsst.

Ins Besondere liess sich der Faktor L so auswilhlen, dass nach
der Multiplikation der einzelnen Glieder mit diesem Faktor eine Glei-
chung aus lauter gleichartigen Gliedern hervorging, und da solche
Gleichungen als die einfachsten erscheinen, so wird es hesonders darauf
ankommen, jene erste Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu er-
setzen.*) Die Entwickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die

Gleichung 4P L .

ersetut werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Abschat-
tungen auf emn und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem I,

*) Wir sagen {iberhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen gegenseitig
ersetzen, wenn man aus jedem der beiden Vereine den andern ableiten kann.
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also, wenn A’ B’,. ... solche Abschattungen von 4, B, ... darstellen,
durch die Gleichung
A+ B+ =0

und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also identisch mit der, eine
Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, welche
durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und namentlich eine
Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche Abschattungs-
gleichungen, deren Glieder alle gleichartig sind.

Es sei die urspringliche Gleichung voun m-ter Stufe, und ihr
Hauptsystem, das heisst das System, welchem alle ihre Glieder ins
Gesammt angehdren, vou n-ter Stufe, und zwar sei dies letztere dar-
gestellt als Produkt von » unabhingigen einfachen Faktoren a .0 . ...
Alsdann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung als Summe
darstellen lassen, deren Stiicke jenen Faktoren a, 0, ... gleichartig sind,

123also in der Form «, 4 b, + ---. Denkt man sich | jeden einfachen
Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf diese Weise dar-
gestellt, und fithrt die Multiplikation aus, so dass die Klammern ver-
schwinden, so erhiilt man eine Summe von Gliedern, deren jedes mit
einem der Produkte zu m Faktoren aus a, b, ... gleichartig ist. Multi-
plicirt man nun die Gleichung mit (n — m) von den Faktoren «, D, .. .,
so bleiben nur diejenigen Glieder von geltendemm Werthe, welche mit
dem Produkte der s iibrigen Faktoren jemer Reihe a, b, ... gleich-
artig sind, indem alle andern wenigstens Kinen einfachen Faktor ent-
halten, der mit den meu hinzutretenden Faktoren gleichartig ist, also
bei dieser Multiplikation verschwinden. Nun kann man aber wiederum
nach § 81 die hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System,
dem die iibrigen angehoren, von dem System der hinzutretenden un-
abhiingig ist. Man erhilt auf diese Weise einen Verein richtiger Glei-
chungen, wenn man, nachdem die urspriingliche Gleichung auf die
angegebene Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder
zu einer Gleichung vereinigt. Und da die siimmtlichen so gewonnenen
Gleichungen bei ihrer Addition die urspriingliche wiedergeben, so
haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen, welcher die ur-
spriingliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist gelost. Somit haben
wir den Sata:

Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem
Systeme n-ler Stufe angehiren, jeden einfachen Faltor eines jeden Gliedes
als Summe darstellt, deren Stiicke n von einander unabhingigen Strecken
gleichartig sind, wnd dwrchmultiplicirt, so kavm man jede Reihe von gleich-
artigen Gliedern, welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen-
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fassen wnd erhilt dadurch einen Verein von Gleichungen, welcher die wr-
spriingliche ersetat.

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Glei-
chung, welche aus der urspriinglichen durch Multiplikation mit (n— m)
von den Faktoren a, b, ... hervorgeht,

|

wenn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder eimem Systeme
n-ter Stufe angehiren, nach und wach mit jedem Prodult zu (n — m) Fak-
toren, welches sich aus n von eimander unabhéingigen Strecken jenes Systems
bilden lisst, multiplicirt, so | evhalt man einen Vercin von Gleichungen, 124
welcher die wrspriingliche ersetzt.

Da die Glieder, welche bei dem vorhergehenden Satze in jeder
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattungen
der Glieder, welche in der urspriinglichen Gleichung vorkamen, zu er-
kennen geben, so kimnen wir den gewonnenen Satz auch vermittelst
des Begriffs der Abschattungen aussprechen, hahen jedoch fiir den be-
quemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe aufzustellen,

§ 87. Richtsysteme (Koordinatensystemse), Richtgebiet, Richtmasse,
Hauptmass,

Nimlich die Betrachtungsweise des vorigen Paragraphen fihrt
uns zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme, welche
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne anffassen, als dies ge-
wohnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst iiblichen Benen-
nungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissenschaft ge-
forderten Brweiterung unterworfen werden sollen, als sehr schleppend
erscheinen, und iiberdies fremden Sprachen entlehnt sind, durch ein-
fachere zu ersetzen.

Ich nenne die # Strecken a, b, ..., welche ein System n-ter
Stufe bestimmen, (also alle von einander unabhiingig sind), sofern jede
Strecke des Systems durch sie ausgedriickt werden soll, die Richt-
masse erster Stufe oder die Grundmasse dieses Systems, ihren Verein
ein Richtsystem, die Produkte von m Grundmassen (mit Festhaltung
der urspriinglichen Ordnung derselben) Richtmasse m-ter Stufe,
das Richtmass n-ter Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richt-
masse m-ter Stufe endlich nennen wir Richtgehiete m-ter Stufe,
die Systeme der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinaten-
axen). Frginzende Richtmasse nennen wir solche, die mit em-
ander multiplicirt das Hauptmass geben, und die ihnen zugehorigen
Richtgehiete nennen wir gleichfalls ergiinzende.
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§ 8R8. Richtstiicke, Zeiger.

Durch die in § 86 gefiilhrte Entwickelung ist klar, wie jede Aus-
dehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe angehort, sich
als Summe darstellen ldsst von Stiicken, welche den Richtmassen m-ter
Stufe, die zu jenem Systeme gehoren, gleichartig sind, Diese Stiicke
nun nennen wir Richtstiicke jener Grosse, so dass also jede Grosse
als Summe ihrer Richtstiicke erscheint; die Zahlengréssen, welche her-
vorgehen, wenn die Richtstiicke einer Grosse durch die entsprechenden

125 (gleichartigen) | Richtmasse dividirt werden, die Zeiger der Grisse,

12550 dass also jede Grosse als | Vielfachen-Summe*) der Richtmasse
gleicher Stufe erscheint. Die Richtstiicke einer Grosse erster Stufe
sind es, welche sonst auch Koordinaten genannt werden. Kine Grisse
im Sinne des Richtsystems abschatten (projiciren), heisst, sie auf eing
der Richtgebiete gemiiss dem ergénzenden Richtgebiete abschatten.

§ 89. Gleichungen zwischen den Richtstiicken und zwischen
den Zeigern.

Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten Sitze
an, so gehen dieselben in folgende iiber:

In einer Gleichung kann man statt aller Glicder die Richistiicke oder
Zeiger derselben setzen, welche einem belicbigen, aber alle demselben Richt-
masse zugehdren, und fiihrt man dies in Bezug auf alle Richtmasse der-
selben Stufe aus, so erhilt wman einen Verein wvon Gleichungen, welcher
die gegebene ersetzt.

Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind nimlich eben diese
Gleichungen zwischen den Richtstiicken, und aus ihnen erhilt man die
Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehorigen Richt-
masse. ™) Ferner: :

Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein wvon
Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und nach mit den
sdmmilichen Richtmassen, deren Stufenzahl die der Gleichung zu der des
Haupltsystems erginat, multiplicirt.

*) Jedes Produkt einer Grisge in eine Zahlengriosse nennen wir n#mlich
ein Vielfaches der ersteren, und unterscheiden davon das Mehrfache, bei welchem
jene Zahlengrisse eine ganze Zahl sein muss.

**) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlengrissen,
vermitteln am vollstdndigsten den Uebergang zur Arithmetik.
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§ 90. Abschattungen einer Gleichung im Sinne eines Richtsystems.
Ausdruck fiir den Zeiger.

Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstiicke dargestellte Grosse
m-ter Stufe mit einem Richtmasse von ergiinzender, das heisst (n — m)-ter
Stufe multipliciren, so fallen alle Richtstiicke bis auf eins weg, und
dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grisse auf das Richt-
gebiet m-ter Stufe gemiiss dem ergiinzenden Richtgebiete, und alle
Richtstiicke jemer Grosse erscheinen also als im Sinne des Richtsystems
erfolgte Abschattungen auf die verschiedenen Richtgebiete gleicher
Stufe. Wir konnen daher sagen, '

cine Gleichwng m-ter Stufe werde crsetzt durch emen Vercin von
Gleichungen, welche durch Abschattung auf die  verschicdenen Richtgebiete 126
m-ter Stufe im Sinne des Richisystems hervorgehen.™)

/ugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Ausdruck
fiir die Richtstiicke oder Zeiger einer Grosse. Es werde uiimlich das
cinem Richtmasse 4 zugehdrige Richistiick P' einer Grisse P ge-
sucht, B sei das zu A gehorige ergéinzende Richtmass, so hat man,
da P’ die Abschattung von P auf 4 nach B ist (s. § 89),

' P.B
Pr=yz4
also ist der zugehdrige Zeiger gleich
P.B
A.B?
das heisst:

der einem Richtmass A augehirige Zeiger ciner Grisse ist gleich
cinem Bruche, dessen Zihler das Produkt der Grisse in das ergimzende
Richtmass und dessen Nenmmer das Produkl jenes ersten Itichtmasses
das ergénzende ist.

B. Anwendungen.

§ 91. Abschattung in der Geometrie,

Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe auf die
(teometrie an, so ergiebt sich zuniichst fiir die Ebene nur Eine Art
der Projektion (Abschattung)*¥), indem eine Strecke auf eine gegebene

*) Dags eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n-ter Stufe durch so
viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen aus » Elementen
zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwilnung.

) Wir ziehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Projektion vor,
aus Griinden, die spiterhin von selbst einleuchten werden.
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gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt werden kann.
Das Richtsystem fiir die Ebene bietet nur zwei Grundmasse und zwei
ihnen zugehorige Richtaxen dar. Als Hauptmass erscheint der Flichen-
raum des von den beiden Grundmassen gebildeten Spathecks (Paral-
lelogramms).

Im Ranme treten drei Arten der Projektion hervor, niimlich es
werden entweder Strecken oder Flichenriume auf eine gegebene Ebene
nach einer gegebenen Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf
eine gegebene gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt.
Das Richtsystem fiir den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen
zugehorige Richtaxen dar, ferner drei Richtebenen als Richtgebiete

127 zweiter | Stufe, und drei ihmen zugehirige Richtmasse zweiter Stufe,
welche die Flichenriiume der aus je zwei Grundmassen beschriebenen
Spathecke mit Festhaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen.
Als Hauptmass erscheint das von den drei Grundmassen beschriebene
Spath (Parallelepipedum). Interessant erscheint hier besonders die Dar-
stellung eines Flichenraums von hestimmter Richtung als Summe seiner
Richtstiicke, niimlich als Summe dreier Flichenriume, welche den drei
Richtebenen angehtren. Da die Siitze, welche sich iiber Projektionen
und Richtsysteme in der Geometrie anfstellen lassen, in unserer Wissen-
schaft schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie fiir die
Greometrie auszusprechen wiren, so konnen wir uns der Wiederholung
derselben hier tiberheben.

§ 92. Verwandlung der Koordinaten.

‘Dagegen wollen wir das Problem der Koordinatenverwandlung zu-
nichst fiir die Geometrie und demniichst auch allgemein fiir unsre
Wissenschaft losen.

Es seien a, b, ¢ drei Grundmasse und e, e,, ¢, drei neue von
einander unabhiingige Grundmasse, welche als Vielfachensumimen jener
urspriinglichen Grundmasse gegeben sind, so ist nun die Aufgabe: eine
Grosse p, einestheils, wenn sie als Vielfachensumme der urspriinglichen
Grundmasse gegeben ist, als Vielfachensumme der neuen Grundmasse
darzustellen, und umgekehrt, wenn sie in der letzteren Form gegeben
ist, sie in der ersteren darzustellen; in beiden Fillen sind die Zeiger
zu suchen. Diese Aufgaben sind pun in der That durch den Satz in
§ 90, welcher die Zeiger finden lehrt, geldost. Danach ist in Bezug auf
die erste Aufgabe der zu ¢, gehorige Zeiger von p gleich

P68
e .6y . 8
und in Bezug auf die zweite der zu ¢ gehorige Zeiger von p gleich
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p.b.e
a.b.c

und durch diese so hochst einfachen Ausdriicke ist das Problem der
Koordinatenverwandlung in seiner gréssten Allgemeinheit gelost.

Die zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und
Oberfliichen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt werden,
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als An-
fangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem | Punkte 128
der Kurve oder Oberfliche gezogen ist, eine Gleichung aufgestellt wird.
Bs sei p = xa + yb -+ z¢ diese Strecke, und

f (a": Y, Z) =0
die Gleichung, welche eme Oberfliche hestimmt; sucht man nun die
Gleichung derselben Oberfliche zuniichst fiir denselben Anfangspunkt
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen und auf die ihnen
zugehdrigen Richtmasse, e, ¢y, 5, so hat man, wenn '

P =u e -+ uye, 4 e

ist, die Gleichung

p.b.¢ a.p.c a.b.p)___
f(u.b.c’ a.b.¢? a.b.c =0,

eine Gileichung, welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt,
als Gleichung zwischen den neuen Variabeln u,, u,, u, erscheint. Will
man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die Strecke ¢
verlegen, so hat man nun, wenn ¢ die Strecke ist von dem neuen
Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfliche, nach welchem
der entsprechende Werth von p gerichtet, und

q = IJ‘lel + ?.72&2 + ?’?3(’3
ist, nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth ¢ 4 ¢ einzu-
fithren, wm die verlangte Gleichung zu erhalten, oder ist

e=waa -+ Bb 4 ye,

so hat man, wie sich sogleich ergiebt,

. b. . q. b
FL2lpe, @205 2004 y)—0

a.b.c

als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabeln v, vy, ;.
Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen, so
hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel-
fachensummen der urspriinglichen darzustellen und in die Gleichung
einzufithren., Ks sel

e, =ue,a—+ B,b+ pc
ey = ta@ — b + py¢
ey = aga + Pyb + 730,
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so zeigt sich unmittelbar, wie sich die verlangte Gleichung darstellt
in der Form

e+ ov, + agvy + w3y, B+ Byvy + ot + Bsvs,
7+ nv A+ pe + 7505) =0,

129 eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wilnschen iibrig | lisst.
Tiir den allgemeinsten Fall der abstrakten Wissenschaft ergiebt

sich die Losung unserer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit. In der
That, ist eine Grosse P als Vielfachensumme gewisser Richtmasse ge-
geben, und man will dieselbe als Vielfachensumme anderer Richtmasse
ausdriicken, so hat man den zu einem derselben, 4 gehdrigen Zeiger,
wenn B das zu A gehorige ergiinzende Richtmass ist, nach § D0 gleich

P.B
A.B

§ 93. Elimination einer Unbekannten aus Gleichungen
héherer Grade.

Was nun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen betrifft,
so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des ersten
Grades mit mehreren Unbekannten durch Hiilfe unserer Analyse auf-
zulosen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand hier fort,
indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene Methode, aus
Gleichungen hgherer Grade mit mehreren Unbekannten die Unbe-
kannten zu eliminiren, darlegen.

Es seien zwei Gleichungen hoherer Grade mit mehreren Unbe-
kannten gegeben, es soll eine derselben, etwa g, eliminirt, also. eine
Gleichung zwischen den iibrigen Unbekannten aufgestellt werden. Die
gegebenen Gleichungen seien nach Potenzen von y geordnet:

any™ + o+ ayy + @y =20

bn'yu S by 4 by =0,
WO gy @ und by, ..., b, beliebige Funktionen der andern Unbekannten
sind, @, und b, aber nicht gleich Null sein sollen. Multiplicirt man
die erste Gleichung nach der Reihe mit y, 2, ..., y*, die letzte nach
und nach mit y, %% ..., y™, so erhilt man m + n neue Gleichungen.
Betrachtet man die Koefficienten einer jeden dieser m -+ n Gleichungen
als unter sich gleichartig, hingegen die der verschiedenen Gleichungen
als von einander unabhingig (auch wenn sie bis dahin mit demselben
Buchstaben bezeichnet waren), so erhilt man, wenn man die so auf-

gefassten Gleichungen im Sinne unserer Wissenschaft addirt, eine Glei-
chung von der Form

ngn gt o ey = 0.
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Multipliciren wir diese Gleichung mit dem &dusseren Produkt
€y . 0. Cutn, S0 fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den | Ge-130
setzen der fusseren Multiplikation weg, und wir erhalten die Gleichung

(‘1 H 02 .03 « o C,,l+,ly =01

oder, da y nicht null sein kanmn, weil dann in den gegebenen Glei-
chungen wider die Voraussetzung a, und b, gleich Null sein wiirden,
so hat man

CHEY O R R 0

als die verlangte Eliminationsgleichung.




Zweiter Abschnitt.

Die Elementargrosse.

Erstes Kapitel.

Addition und Subtraktion der Elementargrossen erster Stufe,

A. Theoretische Entwickelung.

§ 94. Gesetz iiber die Summe der Strecken, welche von einem
verdnderlichen Elemente nach einer Reihe fester Elemente
gezogen sind.

131 Ich kniipfe den Begriff der Elementargrossen an die Losung einer
einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem Begriffe gelangte,
und die mir iiberhaupt zu dessen genetischer Entwickelung am ge-
eignetsten zu sein scheint.

Aufgabe. Ks seien drei Elemente «,, o, f, und ausserdem ein

Element ¢ gegeben; man soll das Element 8, finden, welches der Glei-
chung '

loa] + [eas] = [0B,] 4 [0B.]
genilgt.

Auflosung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf die
rechte, so hat man, da

— [ga] = [e0], wnd [ag] + [0f] = [«f]
ist, die Gleichung
[o, 1] + [e28,] = O,

durch welche das Element f, auf eine einfache Weise bestimmt ist.
Um dies Resultat der Anschauung niher zu bringen, wollen wir
es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als Punkte an-
nehmen; so finden wir den Punkt f§,, indem wir [«,f3,] entgegengesetat
gleich mit [e;f,] machen, — Das Interessante hei dieser Auflosung
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ist, dass das Klement f; ganz unabhiingig | von ¢ bestimmt ist, und 132
da wir aus der letzten Gleichung, welche in der Auflosung vorkommt,
durch das umgekehrte Verfahren wieder die erste in Bezug anf jedes
beliebige ¢ ableiten kimnen, so haben wir zugleich den Satz, dass,
wenn die Gleichung ‘

loe,) + [oon] = [eBi] + [04.]
fiir irgend einen Punlkt o gilt, sie aunch fiir jeden andern Punkt gilt,
der statt ¢ eingefithrt werden mag.

Dieser Satz lisst sich direlkt ableiten, doch wollen wir ihn vorher
verallgemeinern; denn es isb klar, wie das angegebene Verfahren auch
noch anwendbar bleibt, wenn man statt der zwei Elemente e, ¢, und
B., B, beliebig viele, nur auf beiden Seiten eine gleiche Amzahl, ein-
fihrt, ja, da unter den Klementen beliebig viele zusammen fallen
konnen, auch dann noch, wemn zu den Strecken auf beiden Seiten be-
liebige Koefficienten hinzutreten, sobald nur die Summe dieser Koeffi- ‘
cienten auf beiden Seiten dieselbe ist. In der That, es sel

i low] + -+ + loeta] = Ty [0B] + -+ ku [0fBal,
wo die Grossen 7,,... wnd K, ... Zahlengrossen darstellen, und es sei
zugleich
iy o =Ty 4 K
so komnen wir zeigen, dass die erste Gleichung anch fortbesteht fiir
jeden Punkt 6, der statt ¢ eingefithrt wird. Denn es ist

[o«] = [o0] + [oe], [oB] = [oo]+ [6B].
Fithrt man diese Ausdriicke in Bezug auf die betreffenden Zeiger
(1...m, 1...m) in die obige Gleichung ein, lost die Klammern auf
and fasst die Glieder, welche [po] enthalten, auf jeder Seite zusammen,
o erhiilt man auf jeder Seite [p6] multiplicirt mit der Summe der
Koefficienten, und da diese auf beiden Seiten oleich ist, so hebt sich
das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und man behilt

i e + -+ ia (o0 = B [68] + -+~ +hu [6a],
das heisst, die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Klement, was
statt ¢ eingefihrt werden mag. Also:

Wenn man von einem Elemente @ Strecken nach beliebig vielen festen
Elementen zieht, und zwer beliebige Vielfachensummen derselben, deren
Koefficienten aber gleiche Summe haben, einander gleich sind, so besteht
diese Gleichheit fort, wie sich auch das Llement @ tindern mag.

Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Ausdrucke 133

i [oey) + -+ + ta [9a] .

null, so ergiebt sich, indem man auf die oben angegebene Weise,
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nimlich statt [o«] dberall [p6] + [ge], substitnirt, jener Ausdruck

gleich i [6e] + -+ + iy [0ea],
weil nimlich das Glied (4, 4 -+ 4 #,) [o6] wegen des ersten Faktors
null wird. Also:

Wenn man von einem verdnderlichen Iilemente ¢ Strecken nach be-
lichig wviclen festen Elementen zieht, so ist jede Vielfachensumme dicser
Strecken, deren Koefficientensumme null ist, eine honslante Grdsse.

Auch geht aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses Para-
graphen aus einander ableiten lassen, unmittelbar hervor, dass, wenn
zwei beliebige Vielfachensummen jener Strecken in Bezug auf die-
selben zwei Anfangselemente ¢ und ¢ einander gleich sind, auch ihre
Koefficientensummen gleich sein, und daher ihre eigene Gleichheit bei
Jeder Aenderung von ¢ fortbestehen miisse, und ebenso dass, wenn
eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei Anfangs-Elemente o
und 6 gleichen Werth behilt, ihre Koefficientensumme null ist, und
sie selbst daher bei jeder Aenderung von o denselben Werth behiilt.

§ 95. Abweichung eines Elementes, eines Elementarverecins,
Gewicht.

Um die Resultate des vorigen Paragraphen einfacher einkleiden
zu konnen, filhren wir einige Benennungen ein, die wir auch fiir die
(reometrie festhalten.

Némlich wir verstehen unter der Abweichung eines Elemenies «
von einem Elemenle ¢ die Strecke [g«], unter der Gesammiabweichuny
ciner Elementenrethe von einem Elemente ¢ die Summe aus den Ab-
weichungen der einzelnen Elemente jener Reihe von dem Elemente g.
Fallen unter jenen Elementen mehrere (m) in eins (e) zusammen, so
wird auch die Abweichung [gp«] dieses Elementes ebenso oft (m-mal)
in jener Summe vorkommen. Hierdurch gelangen wir zu einer Erwei-
terung des Begriffs; néimlich, nennen wir einen Verein von Elementen,
deren jedes mit einer bestimmten Zahlengrosse behaftet ist, einen
Elementarverein, so werden wir unter der Gesammitabweichung eines
Elementarvereins von eimem Elemente o eine Vielfachensumme aus den
Abweichungen der jenem Vereine angehorigen Elemente von dem Ele-

134 ment ¢ verstehen miissen, deren Koefficienten die Zahlengrossen | sind,
mit welchen die zugehérigen Elemente behaftet sind. Die Summe
dieser Zahlengréssen mennen wir das Gewicht®) des Elementarvereins,

*) Der Name ,,Gewicht® ist auch sonst in der Mathematik (in der Wahe-
scheinlichkeitsrechnung) im abstrakten Sinne gebriinchlich, und bedarf wohl hier
keiner Rechtfertigung.
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so wie die Zahlengrissen, mit welchen die einzelnen Elemente behaftet
sind, die ihnen zugehtrigen Gewichte. Besteht also der Elementarverein
aus den Elementen «, f, ... und den zugehirigen Gewichten a, b, ...,
go ist die Abweichung jenes Elementarvereins von einem HElemente g

gleich
afoa] + D [f] + -

Somit haben wir denn die Sitze:

Wenn gwei Elementarvercine von demselben Elewmente win Gleiches™)
abweichen, und thr Gewicht gleich ist, oder wenn sie von denselben zwei
Elementen um Gleiches abweichen, so weichen sie auch von jedem andern
Islemente um Gleiches ab, und wom letstern Falle ist ihr Gewicht gleieh,

und

Isin  Elementarverein, dessen Gewicht wnull ist, weicht von je zwel
Elementen wm Gleiches ab, wnd e Elementarverein, welcher von zwei
Flementen um Gleiches abweicht, hat Nuwll zum Gewicht und weicht von
allen Flementen um Gleiches ab*¥).

§ U6. Begriff der Elementargrissen und ihrer Summe.

Jedes Gebilde wird dadurch als Grosse fixirt, dass der Bereich
semer Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir bezeichnen
daher zwei Elementarvereine als gleiche Grossen und zwar als gleiche
Llementargrissen, wenn ihre Abweichungen von denselben Elementen
jedesmal gleichen Werth haben. Ein Hlementarverein wird also zur
Elementargrésse, wenn man von der besonderen Art seiner Zusammen-
setzung ahsieht, und nur die Abweichungswerthe festhiilt, welche er
mit anderen Klementen bildet, so dass also eine Elementargrésse aunf
verschiedene Weise als | Elementarverein da sein kann, und jeder Ele-133
mentarverein als eine | besondere Verkorperung einer Elementargrosse 133
oder, wie wir es oben bezeichneten, als elementare oder konkrete Dar-
stellung einer Elementargrosse aufzufassen ist. Hiernach versteht es
sich nun schon von selbst, dass unter der Abweichung und dem Ge-
wichte einer Elementargrosse dasselbe zu verstehen ist, was wir unter
der Abweichung und dem Gewichte des Elementarvereins verstanden,
welchem sie zugehort, und dass zwei Elementargrossen nur dann gleich
sein komnen, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Abweichungs-
werthe darbieten, dass aber die Gleichheit der Elementargrossen schon

*) Das heisst, die Abweichungen sollen gleich sein.

**) Dabei versteht sich von selbst, dass anch jedes einzelne Element sowohl
fiir sich, als wenn es mit einer Zahlengrisse behaftet ist, als Elementarverein
anfgefasst werden kann, indem die Gewichte der iibrigen Elemente null sind.

Grassmann, Werke, T, i
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erfolgt, wenn auch nur irgend zwei solche Werthe als gleich darge-
than sind.

Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Verkmiipfung auszumitteln,
in welche die verschiedenen Klemente und die zugehbrigen Zahlen-
grossen eines Elementarvereins eingehen miissen, wenn als das Re-
sultat der Verkniipfung die Klementargrosse erscheinen soll

Die Verkniipfungen sind von zwiefacher Art, einestheils nimlich
zwischen einem Element und der zugehérigen Zahlengrosse, dem Ge-
wichte, andererseits zwischen den mit Gewichten behafteten Elementen
und iiberhaupt zwischen den Elementarvereinen, sofern -sie ihren Ab-
weichungen nach betrachtet werden, das heisst zwischen den Elementar-
grossen unter sich.

Betrachten wir zuerst diese letzte Verkniipfungsweise, so ist klar,
dags die Gesammtabweichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt,
i welcher Ordnung man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen,
und wie man sie unter sich zu besonderen Vereinen zusammenfassen
mag, und dass endlich, wenn man zu Elementarvereinen, welche ver-
schiedene Abweichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Ab-
weichungen darbieten, hinzufiigt, die so erzeugten Gesammtvereine
auch verschiedene Abweichung darbieten miissen; und zwar wird dies
alles der Iall sein, weil es fiir die Addition der Strecken gilt. Diese
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern
Seite das Gesetz, dass, wenn das eine Glied der Verkniipfung konstant
bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das andere
Glied es bleibt, bestimmt jene Verkniipfung nach § 6 als eine additive,
und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten allgemein fiir
diese Verkniipfung.

Was nun die Verkniipfung des Elementes mit dem zugehérigen

136 Gewichte betrifft, so leuchtet ein, | dass, wenn in einem Elementar-
136 vereine | dasselbe Element mehrmals und zwar mit verschiedenen Ge-
wichten behaftet vorkommt, man statt dessen das Element einmal und
zwar mit der Summe der Gewichte behaftet setzen kann, ohne dass
die Abweichung des Vereins geiindert wird, wie dies aus den Gesetzen
der Multiplikation von Zahlengréssen mit Strecken bekannt ist. Be-
zeichnet man daher vorliufig diese zweite Verkniipfungsweise durch
das Zeichen ~, so hat man, wenn « -ein Element, m und n die Ge-
wichte sind, -
moo—+nne=(m-+ n)nea,
eine (leichung, welche das multiplikative Grundgesetz in Bezug auf
das erste Verkniipfungsglied darstellt, und da die Verkniipfung einer
Zahlengrosse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch nicht
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ihrem Begriffe nach gegeben ist, also auch die andere Seite jenes Grund-
gesetzes noch nicht hervortreten kann, so ist jene Verkniipfung, so
weit sie iiberhaupt bestimmt ist, als eine multiplikative bestimmt.
Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementargrosse eines Ver-
eins von Elementen e, B, ... mit den zugehbrigen Gewichten a, b, ...

gleich

ae+ b4 -,
das heisst, sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren
Koefficienten die den Rlementen zugehorigen Gewichte sind, und zn-

gleich ist dadurch die Addition der Elementargrossen unter sich be-
stimmt.

§ 97. Vervielfachung dieser Grbssen.

Um nun die multiplikative Verkniipfung allgemeiner darzustellen,
haben wir die Multiplikation einer Zahlengrbsse mit einer Elementar-
grosse so zu definiven, dass auch die andere Seite des multiplikativen
Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem wir festsetzen, dass
eine Vielfachensumme von KElementen mit einer Zahlengrésse multi-
plicirt werde, wenn man die Koefficienten derselben mit dieser Zahlen-
grosse multiplicirt.

Niimlich dann ergiebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Lle-
mentargrossen, das heisst Vielfachensummen von Elementen darstellen,
die Geltung der beiden multiplikativen Grundgesetze
ma 4+ na= (m 4+ n)a
ma 4+ mb = m (a 4+ b).

Dass nun auch das Resultat der Division mit einer Zahlengrosse, | so- 137
bald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei, ergiebt sich leicht, indem
verschiedene Elementargrossen, das heisst solche, deren Abweichungen
von denselben Elementen Verschiedenheiten darbieten, auch nachdem
sie mit derselben Zahlengrosse, die nicht null ist, multiplicirt sind,
verschiedene Abweichungen darbieten miissen, also verschieden bleiben.
Und ebenso leicht ergiebt sich auch, dass, wenn wir gleichartige Ele-
mentargrissen solche nennen, welche aus derselben Elementargrosse
durch Multiplikation mit Zahlengrossen hervorgegangen sind, der Quo.
tient zweier gleichartiger Elementargréssen, wenn nicht der Divisor
null ist, eine bestimmte Zahlengrisse liefert. Somit gelten alle Ge-
setze arithmetischer Multiplikation und Division fiir die fragliche Ver-
kniipfung.

Die Verkniipfung des Elementes ¢ mit andern Elementen oder
Elementargrssen, wie sie bei der oben eingefiihrten Bezeichnung der
Abweichung eintritt, behalten wir dem folgenden Kapitel vor.

1#

und
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§ 08. Die Elementargrosse als vielfaches Element.

Es erschien bisher die Elementargrosse im Allgemeinen als eine
Vielfachensumme von Elementen, und wir miissen uns die Aufgabe
stellen, eine Elementargrosse, welche in dieser Form gegeben ist, in
moglichst einfacher Form darzustellen.

Zuniichst machen wir den Versuch, sie in Einem Gliede, also als
vielfaches Element darzustellen. Es sei daher

aew + b4 --- =zo
gesetzt, wo ¢ ein Element, x sein Gewicht bezeichnet; da das Ge-
sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss, so erhalten wir so-
gleich
&=0a-+bA -

und wir haben nur noch 6 so zu bestimmen, dass die Gesammtab-
weichung von irgend einem Elemente o auf beiden Seiten gleich ist,
und erhalten

alee] + bepl 4+ = (a4 04 --) [ed],

das heisst

[eo] = ““’“ﬁi?,&’l‘a.].f“ ;
wodureh ¢ Destimmt ist, sobald a 4 b - --- einen geltenden Werth
hat, das heisst:

FEine Elementargrisse, deven Gewichi wicht null ist, ldsst sich als ein

138 mit gleichem Gewichte behafleles Element darslellen, | und zwar ist die
Abweichung dieses Elementes wvon einem Elemente o gleich der durch
das Gewicht dividirten Abweichung der Elementargrisse wvon demselben
Lilemente.

Setzt man iibrigens in jener Gleichung, welche fiir jedes Element g
gilt, dies Element mit ¢ identisch, so hat man, weil [¢6] null ist, mit
Weglassung des Divisors die Gleichung

0=a[oe] +b[ef] + -
das heisst, die Gesammtabweichung einer Vielfachensumme von KEle-
menten von dem Summenelement () ist gleich Null

§ 99. Die Elementargrésse mit dem Gewichte Null ist
eine Strecke.

Ist das Gewicht der Elementargrosse null, so haben wir schon
gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementargrosse von je zwei
Elementen gleich gross sind; ist diese Abweichung daher in Bezug
auf irgend ein Element null, so ist sie es auch in Bezug auf jedes
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andere, und jene Elementargrosse kann dann einem beliebigen Elemente
mit dem Gewichte Null gleichgesetzt werden, wie dies anch die Formel
des vorigen Paragraphen schon darlegt, oder sie kann selbst gleich
Null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Elementar-
orpsse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Klemente gleich |
einer Strecke von geltender Grosse, so ist auch die Abweichung der-
selben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, und diese
Strecke, welche jene konstante Abweichung misst, repriisentirt daher
jene Elementargrosse vollstindig, so dass zu gleichen Hlementargrossen,
deren Gewichte mull sind, anch gleiche Abweichungswerthe gehoren,
und umgelkehrt.

Werden nun solche Elementargréssen zu einander addirt oder mit
Zahlengrossen multiplicirt, so geht der Abweichungswerth des Resul-
fates aus denen jener Blementargrossen durch dieselbe Addition oder
Multiplikation hervor, es trith also zwischen solchen Elementargrossen
und ihren Abweichungswerthen weder an sich, das heisst in ihrem
Begriffsumfange, noch in ihren Verkniipfungen, irgend ein Unterschied
hervor, und wir sind somit herechtigt, jene Hlementargrosse und 1hren
Abweichungswerth als gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen,
wenn wir nicht durch unniitze Unterscheidungen den Gegenstand ver-
wirren wollen. Wir setzen daher eine Ilementargrisse, deren Gewicht
null ist, derjenigen konstanten Strecke gleich, wm welche jene Grisse von
Leliebigen Elementen abweicht, oder, wir versichen wnter der | Abweichung 139
einer Strecke von einem Element jene Strecke selbst, und die Strecke | er-139
scheint als eine besondere Art von Elementargriossen.

Um dies noch anschaulicher zu iibersehen, konnen wir zuniichst
nachweisen, dass sich jede Elementargrosse, deren Gewicht null ist,
als Differenz zweier Elemente (8 — «) darstellen lisst, deren eins (a)
willkithrlich ist. In der That, da das Gesammtgewicht dieser Differenz
gleichfalls null ist, so kommt es nur darauf an, dass in Bezug anf
irgend ein Blement (g) die Abweichungen gleich sind. Die Abweichung
jener Differenz von ¢ ist [¢f] — [e«], das heisst sie ist gleich [«ff],
und dadurch ist nicht bloss das Element § bestimmt, wenn « gegeben
ist, sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar-
grosse selbst gefunden, und es folgh daraus ferner, dass

[¢f] = —«
ist. Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und da
die erstere willkiihrlich, die letztere nothwendig ist, so werden wir von

jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorliufig dargestellte
Bezeichnung gegen die letate fallen lassen, und also kiinftig eine Strecke,
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welche, wenn « als ihr Anfangselement gesetzt wird, f znm Endelement
hat, mit f— « bezeichnen™).

Fassen wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so
zeigh sich,

dass eine Elementargrisse crster Stufe, denn so bezeichnen wir
die bisher behandelte Elementargrosse im Gegensatz gegen die spiiter
zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht eimen gellenden Werth hat, als
vielfaches Blement, wenn ihr Gewicht null ist, als Strecke darstellen lisst,
und zwar erhdlt man jedesmal diesen Werth, indem man die Gewichte
und die Abweichungen von irgend einem Elemente gleichsetzt, wobei die
Abweichung einer Strecke von cinem Elemente jener Strecke selbst gleich
gesetzt, und das Gewicht ciner Strecke null gesctet wird.
& 100. Summe einer Strecke und eines einfachen oder vielfachen

Elementes.

140 Da nach dem vorigen Paragraphen die Strecke als eine hesondere

140 Gattung von Blementargrissen erster Stufe erschien, so lisst sich | die
Summe einer Strecke und eines einfachen oder vielfachen Ilementes
gleichfalls als Elementargrosse auffassen, und den Begriff dieser Summe, -
der durch das Frithere schon bestimmt ist, wollen wir nun niiher vor
Augen riicken.

Suchen wir zuerst die Summe (« 4 p) eines llementes @ und
einer Strecke p, so muss, da das Gewicht dieser Summe Eins ist, die-
selbe wieder gleich einem einfachen Elemente f geqetzt werden. Man
hat dann aus der Gleichung

«+p=_

f—a=p,
das heisst « 4 p bedeutet das Element 8, in welches « iibergehtf, wenn
es sich um p indert, oder dessen Abweichung von « gleich p ist.
Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes me« und einer
Strecke p, so haben wir, da das Gewicht der Summe m ist, die Gleichung

me —+p=mf

die neue Gleichung

und daraus

m(ﬁ—a)zp,
oder

#) Bs ist hier noch zu erwihnen, dass die Formel des vorigen Paragraphen
fiir diesen Fall die Elementargrdsse als unendlich entferntes Flement mit dem
Gewichte Null darstellt, falls man n#mlich die Diyision mit Null gelten lassen
will; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks trith eben erst durch die
hier gegebene Darstellung ans Licht.
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ﬁ_'“:%:

das heisst me - p bedeutet das sm-fache eines Elementes f8, dessen
Abweichung von « der m-te Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir
beides zusammen und driicken es auf allgemeinere Weise dus, indem

& ' ) .
wir zugleich bedenken, dass, wenn f§ von & um 1{—; abweicht, dann mj

von « um p abweiche, so ergiebt sich,

dass die Summe einer Elementargrosse von gelfendem Gewichtswerthe
wnd einer Strecke eine Elementargrosse ist, welche mit der ersteren gleiches
Gewicht hat, und von dem Ilemente der ersteren wm die hneuaddirle
Strecke abweicht.

B. Anwendungen.

§ 101. Mitte eines Punktvereins.

Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate auf die
(Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der Elemente uns Punkte
vorzustellen; und behalten wir dann die iibrigen Benennungen, welche
in diesem Kapitel eingefiihrt wurden, namentlich die Benennungen ,Ge-
wicht, Abweichung, Elementargrsse® | hier in derselben Bedeutung 141
bei, so erhalten wir auch dieselben Sitze, von denen wir jedoch die
interessantesten in anschaulicherer | Form darlegen wollen 141

Stellt man sieh zuniichst n Punkte e, ... «, vor, so lisst sich
stets ein Punkt ¢ finden, dessen Abweichung von jedem beliebigen
Punkte p der m-te Theil ist von der Gesammtabweichung jener n
Punkte von demselben Punkte g, und dieser Punkt ist durch eine
solehe Gleichung

[96'] _ [oey] + ﬂ + [ wa)

vollkommen bestimmt. Dieser Punkt ist es, welchen man den Punkb
der mittleren Entfernung zwischen jenen # Punkten zu nennen pfegt,
den ich aber kiirzer als deren Mitte bezeichnet habe (vgl § 24).
Driicken wir nun den obigen Satz geometrischer aus, so kbnnen wir
sagen :

Zieht man von einem verinderlichen Punkte o die Strecken nach n
festen Punkten, so geht die von @ aus mit der Swmme dieser Strecken ge-
sogene Parallele durch cinen festen Punkt &, welcher die DMitle zwischen
jemen n Punkten heisst, und dessen Enffernung von ¢ der n-fe Theil
jener Summe ust. -

Oder, wenn wir auch den Begriff der Summe vermeiden wollen:

E
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Zieht man von- einem verdnderlichen Punlkie o die Strecken nach n
festen Punliten, und legt diese Strecken, ohme ilre Richtung und Linge
gw dandern, stetig, das heisst so an einander, dass der Endpunkt einer
Jeden Strecke jedesmal der Anfangspunkt der ndichstfolgenden wird, und
macht @ zum Anfangspunkt der ersten, so geht die Linie, welche die so
gebildete Figur schliesst, durch einen festen Punkt &, welcher die Mitte
der m Punkte heisst und von der schliessenden Seite nach dem Punlite o zu
den n-ten Theil abschneidet.

Hieraus ergiebt sich eine hichst einfache Konstruktion der Mitte,
und zugleich das Gesetz, dass die Strecken, welche von der Mitte nach
den n Punkten gezogen werden, stetig an einander gelegt eine ge-
schlossene Figur geben, oder dass sie den Seiten einer geschlossenen
Figur gleich und parallel sind.

§ 102. Die Mitte als Axe.

Bs ist klar, wie die im vorigen Paragraphen aufgestellten Giesetze
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen,
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhiilt, und auch dann

142noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder | nega-
tiven Zahlengréssen, welche wir auch hier Gewichte nennen kinnen,
multiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen gel-
tenden Werth hat; nemnen wir dann wieder die Gesammtheit der so

142 mit | Gewichten behafteten Punkte einen Punktverein, so kénnen wir
den Satz aussprechen: ,Wenn man von einem veriinderlichen Punkte ¢
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken zicht, diese
Strecken, ohne ihre Richtung zu findern, mit den zugehbrigen Gewichten
multiplicirt, und die so gewonnenen Strecken von o aus stetig an ein-
ander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch einen festen
Punkt 6, welcher die Mitte jenes Punktvereins ist, und dessen Ent-
fernung von g so oft in der schliessenden Seite enthalten 18, als das
Gesammtgewicht betriigt.“

Ist das Gesammtgewicht null, so fillt, wie sich aus der Formel

afea] +blef] + ---
R T Sy

ergiebt, der Punkt 6 ins Unendliche, und die schliessende Seite geht
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, das heisst, hat eine
konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und zugleich be-
stimmter aus den Sitzen, die wir fiir den Fall, dass das Gesammt-
gewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich,
dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante Linge hat. Hs

lee] =
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erscheint also als Mitte des Punktvereins, wenn das Gesammbgewicht
null ist, ein unendlich entfernter Punkt, oder was dasselbe 1st, eine
konstante Richtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt, son-
dern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse darbietet,
so sprechen wir ihn noch einmal mit moglichster Vermeidung aller
Kunstausdriicke aus:

Zicht man von einem verdnderlichen Punkte o die Strecken nach einer
Reihe fester Punkte, 2u welchen eine Reihe won Zahlengrissen, deren
Swnane null ist, gehort, und man legt diese Strecken, nachdem man s,
olme ihre Richtung zu verdndern, mit den zugehirigen Zahlen multiplicirt
hat, stetig an einander, so hat die schliessende Seite konstante Richtung
und Linge, und kann die Axe jenes Punltvercins genannt werden *).

& 103. Schwerpunkt. Axe des Gleichgewichts.

In Bezug auf die Statik stellen wir sogleich das Hauptgesetz auf, 143
nimlich

Wenn dic Punlte eines Vereins von parallelen Krdften gezogen | werden, 143
welche den Gewichten jener Pumkte proportional, aber von verdnderlicher
Richtung sind, so ist das Gesammimonient jencr Krifte in DBezug anf die
Mitte jenes Vereins null, in Beeug auf jeden andern Punlt gleich dem
Moment der an der Mitte angebrachlen Gesammtkraft.

Der Beweis ist hochst einfach. Ist niimlich ¢ die Mitte des Ver-
eins ae, b, ..., und sind ap, bp, ... die Kriifte, durch welche die
Punkte «, B, ... gezogen werden, so hat man das Gesammtmoment in
Bezug auf ¢ gleich

a[oe].p+ 6 [6B].0+ - — (aloa] +Blep] + ) .p =0,

da der erste Faktor nach dem vorigen Paragraphen null ist. Fiir jeden
andern Punkt ¢ hat man das Moment gleich

(afoal +blefl 4+ ). 2
und da der erste Faktor gleich (a 4 b+ ---) [o6] ist, gleich

lea]. (@ + DB+ -).p,
das heisst gleich dem Moment der an ¢ angebrachten Gesammtkraft.
Es ist bekannt genng, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte,
wenn die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der
Schwerpunkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv

*) Sollten die Resultate dieses Paragraphen in rein geometrische Form ge-
kleidet werden, so miisste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen,
deren Grossen das Verhiltniss der Gewichte darstellten.
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erscheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung.
Denkt man sich aber einen in eine Fliissigkeit getauchten Kérper,
welcher von dieser Ilitssigkeit rings umgeben ist, und rechnet man
die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein physisches Gewicht
nach unten, und die, mit welcher es durch den Druck der Fliissigkeit
(welcher dem physischen Gewichte der verdringten Fliissigkeit gleich
ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Gesammt-
kraft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat
man ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere
der Korper in der Fliissigkeit schwebt, so ist die Summe jener Ge-
wichte null, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf,
welchen der in der Fliissigkeit schwebende Korper darstellt. Diese

144 Strecke kann | ins Besondere null werden; dann schwebt der Korper
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle be-
stimmt die Richtung der Strecke die Axe, welche die senkrechte Lage

144 annehmen muss, wenn der in der Fliissigkeit schwebende Korper | im
Gleichgewichte semn soll.

Wie die Richtung und Linge dieser Strecke, welche fiir die Statik,
wie wir im nichsten Paragraphen zeigen werden, eme bestimmte und
einfache Bedeutung hat, gefunden werden kinmne, ergiebt sich sogleich
aus dem folgenden Satze, welcher eine unmittelbare Folgerung aus
dem Begriffe der Summe mehrerer Elementargrossen ist, namlich aus
dem Satze:

Wenn e Kirper aus mehreren emzelnen Korpern zusammengefiigl
ist, so findet man aus den Schwerpunkten und den Gewichlen der ein-
zelnen Korper den Schwerpunkt und das Gewicht des Ganmzen, oder dic
Strecke, welche beides vertritt, indem man die Summe aus den mit den
betreffenden Gewichten behafteten Schwerpunkien nimmt.

In unserm Ifalle ist der Schwerpunkt des Kborpers an sich und
der des verdringten Wassers zu nehmen, und beide mit den betreffen-
den Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet sind, zu multipli-
ciren; und da fiir den Fall, dass der Korper schwebt in der Fliissig-
keit, die Gewichte gleich sind, so erhilt man als Summe dies Gewicht,
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte;
die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und ist null, wenn die-
selben zusammenfallen.

§ 104, Magnetismus, magnetische Axe.
Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Falles, in welchem
statt des Summenpunktes eine Axe erscheint, ist die anf den Magnetismus.
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Gauss hat gezeigh®), dass die magnefischen Intensitiiten inner-
halb emnes magnetischen Kérpers allemal zur Summe Null geben.
Denkt man sich diese Intensititen den zugehorigen Punkten (oder
Theilchen) als mathematische Gewichte beigelegt, so wird die Summe
des so gebildeten Punkivereins eine Strecke von bestimmter Richtung
und Linge sein. Um die Bedeutung dieser Strecke fiir die Theorie des
Magnetismus kennen zu lernen, denken wir uns eine magnetische Kraft,
welche, wie etwa der Erdmagnetismus, oder die Kraft eines entfernten
Magueten, die | einzelnen Punkte in parallelen Richtungen, den magne- 145
tischen Intensititen proportional forttreibt, so ist das Moment dieser
Kriifte in Bezung aufl irgend einen Punkt o gleich

alea] .p+D[efl.p+ -,
wenn ap, bp, ... die den magnetischen Intensitiiten a, b, ... proportio- 145
nalen auf die Punkte «, §, .. wirkenden Kriifte sind; es verwandelt
sich aber jener Ausdruck, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor p
ausserhalb einer Klammer setzt, und bedenkt, dass dann die von der
Klammer eingeschlossene Grosse jener konstanten Streclke, welche die
Summe des Punktvereins darstellt und von uns mit a bezeichnet

werden soll, gleich ist, in
a.p,

das heisst, das Moment jener Kriifte ist in Bezug auf je zwel Punkte
gleich gross, niimlich, wenn wir @ die magnetische Axe, und p die ein-
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der zur
Einheit genommenen Intensitit wirkt) nennen, gleich dem #Husseren
Produkt der magnetischen Axe in die einwirkende magnetische Kraft.
Gleichgewicht ist also vorhanden, wenn dies Produkt null ist, das heisst,
die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden Kraft liegt.
Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt
habe, 1st von dem sonst gangbaren nur dadurch verschieden, dass sie
hier als eine Strecke von bestimmter Richtung und Linge aufgefasst
ist, wihrend man sonst an ihr nur die Richtung festzuhalten pflegt.
Die Griinde, warum ich diesen Begriff modificirt habe, ohne die Be-
nennung zu dndern, ergeben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft
die Verkniipfung der Richtung und Liinge jener Strecke zu einem Be-
griffe fordert, und andrerseits aus dem, was man iiber die magnetische
Axe aussagt, jedesmal sogleich hervorgeht, ob die Liinge in den Be-
griff mit aufgenommen ist, oder nicht, so dass also keine Verwechselung
moglich ist. Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus heides

*) In seiner Abhandlung , Iniensitas vis magneticac”. [Werke, Bd.V, 8. 79 ff.]
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stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darvin, dass die Einheit von
Richtung und Linge, wie wir sie in dem Begriffe der Strecke aufge-
fasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrigens be-
weist schon die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermoge dieses
Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Verkniipfung

146 das magnetische Moment sich darstellt, die Unenthehrlichkeit unserer
Analyse fiir die Theorie des Magnetismus hinliinglich.

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen Punkte
gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitigz Be-
kanntes heranstreift. Niimlich in dem barycentrischen Kalkiil von
Mébius wird gleichfalls eine Addition einfacher und vielfacher Punkte

146 dargelegt, zwar zuniichst nur als eine kiirzere Schreibart, aber doch
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in den ersten Paragra-
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grosserer Allgemeinheit, dargelegt
haben. Was jedoch dort ginzlich fehlt, ist die Auffassung der Summe
als Hiner Grosse fiir den Fall, dass die Gewichte zusammen Null
betragen.

Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes daran hinderte,
diese Summe als Strecke von konstanter Lénge und Richtung aufzu-
fassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Linge und Richtung in
Einem Begriffe zusammenzufassen. Wiire jene Summe dort als Strecke
fixirt, so wire daraus der Begriff der Addition und Subtraktion der
Strecken, wie wir ihn in Kapitel 1 des ersten Abschnittes dargestellt
haben, fiir die Geometrie hervorgegangen, und unsere Wissenschaft
hiitte einen zweiten Berithrungspunkt mit jenem Werke gefunden; auch
wiirde dann der barycentrische Kalkiil selbst eine viel freiere und all-
gemeinere Behandlung gewonnen haben ),

§ 105. Anwendung auf die Differenzialrechnung.

Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die Anwendung
unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstens anzadeuten.

*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die Mechanik von Mébius
(Leipzig 1843), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht zu
Gesicht gekommen, Die Abhandlung in Crelle’s Journal (Band 28), in welcher
Mgbius den barycentrischen Kalkiil in der hier angedeuteten Weise begriindete,
erschien erst nach dem Druck der Ausdehnungslehre, obwohl das Datum der
Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon frither geschrieben war. s gehort
dies zu den merkwiirdigen Beriihrungen wissenschaftlicher Arbeiten, wie sie so
oft zum Erstaunen derer, welche so zusammentreffen, stattfinden. (1877) [Gemeint
sind die Elemente der Mechanik des Himmels, s. Mabius ges. Werke Bd. 4,
8. 1—318. Die erwiihnte Abhandlung steht im Crelleschen Journale, Bd. 28 auf
8. 1—9 und in den ges. Werken Bd. 1, B. 601—612.]
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Um zu einer solchen Anwendung zu gelangen, miissen wir die
durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grossen als Funktionen dar-
stellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unabhingige Ver-
inderliche als Zahlengrosse gesetzt wird, etwa gleich £. Dann wird
sich jede Grosse P in der Form |

P=A+ B4 C?+4 -+,
oder noch allgemeiner in der Form
P= A"+ Att -

darstellen lassen, wo 4, B, C, ... oder 4,, 4,,... nothwendig Grossen
von derselben Stufe smd wie P, und als unabhiingig von ¢ gedacht
werden miissen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als Funktion von
t gleich f(f), also

P = f(t);

und setzen wir ferner 147

AP = f(t + db) — £ (5,

so erhalten wir im allgemeinen Falle

d P

dt

Als der einfachste Fall erscheint hier der, dass P, also auch

Ay, Ay, ... Blementargrossen erster Stufe sind. Nimmt man dann ins

Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es sich,

wenn man die Grossen jetzt als Grossen erster Stufe mlt kleinen Buch-
staben bezeichnet, in der Form darstellen lassen

p=a + by ™ -} bt 4 -,
w0 U, b, ... Strecken darstellen, @ und p also Elementargrossen von
oleichem Gewichte. Damn erhilt man

= mA, "+ wA,,t”“l + -

‘21; Mbpt™ "t 4+ nb,t* = 4 -~

und di stellt also eine Strecke dar.

Man itbersieht leicht, dass, wenn p den Ort eines Punktes i der
Zeit ¢ darstellt, dann
dp
b
die Geschwindigkeit desselben ihrer Grisse und Richtung nach, und
ap
dt?
seine Beschleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Em-
fithrung dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit
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Anwendung unserer Analyse auf's Leichteste zu der Losung mancher
Probleme, die sonst als verwickelt erscheinen; doch wiirde mich die

weitere Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele
abfithren *).

Zweites Kapitel.

Aeussere Multiplikation, Division und Abschattung
der Elementargrossen.

A. Theoretische Entwickelung.

§ 106. In wiefern die Strecke als Produkt aufgefasst werden kann.

Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn der Entwickelung des
vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthiilt dem Keime nach den Be-
griff des Produktes zweier Elementargrtssen in sich.

148 Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Hlementes «
von einem andern Elemente g die Strecke, welche von ¢ nach « ge-
fithrt werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [pe]; ebenso ver-
standen wir unter der Abweichung eines Elementarvereines von einem
Elemente ¢ die Vielfachensumme aus den Abweichungen seiner Kle-
mente von demselben Elemente ¢, wenn man als Koefficienten dieser
Vielfachensumme die den befreffenden Elementen zugehtrigen Zahlen-
grossen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten darauf die einem Klementar-
verein entsprechende HKlementargrisse so, dass sie statt desselben ge-
setzt werden konnte, sobald es sich nur um die Abweichung handelte,
und setzten eben die Gleichheit der Abweichungen als einzige Be-
dingung fiir die Gleichheit der Elementargrossen; daraus ergab sich
dann, dass die einem Hlementarvereine zugehorige Hlementargrosse
wiederum die mit den zugehorigen Gewichten als Koefficienten ver-
sehene Vielfachensumme der Elemente sei, also die entsprechende Viel-
fachensumme der Elemente, wie die Gesammtabweichung jenes Vereins
eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente war.

Bezeichnen wir daher gleichfalls die Abweichung einer Elementar-
grisse a von einem Elemente ¢ mit [pa], so haben wir

[o(ae 408+ )] =aloe] + b [of] + -3
und so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die
Summe ist aus den Abweichungen seiner Theile

*) Vgl. meinen Aufsatz: Die Mechanik nach den Principien der Ausdehnungs-
lehre, in den mathematischen Anmalen Bd, XTI, [S. 222—240]. (1877.)
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le(@+ b+ c+ )] =Tleal + leb]l + -+,

wenn a,b, ... beliebige Elementargrossen vorstellen. Spiiterhin hatten
wir das Produkt einer Zahlengrosse in eine Elementargrosse, das heisst
in eine Vielfachensumme von Elementen, als eine Vielfachensumme
definirt, welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer Koefficienten
mit jener Zahlengrésse hervorgeht, und daraus folgt nun, dass man
die Abweichung einer m-fachen Elementargrosse findet, wenn man die
der einfachen mit m multiplicirt, also dass

[o (ma)] = m [ga]
ist ). Kurz es zeigt sich, dass die multiplikative Grundbeziehung | fiir 749
die fragliche Verkniipfung von ¢ mit einer Elementargrisse, sowohl
an sich, als auch in Bezug auf das Hinzutreten von Zahlenfaltoren
gilt, sobald man nur den zweiten Faktor als gegliedert betrachtet. 149
Ueberdies zeigt sich, da [ge] null ist, und [e«] gleich — [ag], dass
diese Multiplikation eine fussere sein wiirde.

§ 107. Elementarsysteme.

Ehe wir nun zu dem vollstindigen Begriffe des fusseren Produktes
der Blementargrissen tibergehen, wollen wir den Begriff der Elementar-
gsysteme feststellen.

Dieser Begriff griindet sich wie der der Ausdehnungssysteme (§ 16)
auf den Begriff der Abhingigkeit. Wir nennen eine Mlementargrosse
erster Stufe abhingig von andern Elementargrossen, wemn sie sich als
Vielfachensumme derselben darstellen lisst, hingegen nennen wir mehrere
Elementargrossen erster Stufe unabhéngig, wenn zwischen ihnen keine
Abhiingigkeit in dem angegebenen Sinne stattfindet, das heisst, keine
von ihnen sich als Vielfachensumme der iibrigen darstellen lisst. Nun
verstehen wir unter einem Elementarsysteme n-ter Stufe die Gesammt-
heit der Elemente, welche von » Elementen abhiingig sind, wihrend
diese n Elemente von einander unabhingig sind.

Sind nun «, B, 7, ... die % von einander unabhingigen Elemente,
und ich betrachte zwei von ihmen abhiingige Hlemente ¢ und @, so
wird auch ihre Differenz sich als Vielfachensumme jener n Klemente
darstellen lassen; diese Differenz, welche die gegenseitige Abweichung
beider Elemente darstellt, hat zum Gewichte Null, und man erhiilt
daher ¢ — 6 in der Form dargestellt:

*) Hieraus ergiebt sich tibrigens, dass man In der ersten Gleiéhung dieses
Paragraphen auch statt der Elemente «, f#, ... die Flementargrfssen a, b, ...
einfiihren konnte.
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¢—o=ae+bf4cy 4 -,
at+b4c4..=0

ist. Driickt man vermittelst der letzten Gleichung irgend einen der
Koefficienten, zum Beispiel a, durch die iibrigen aus, so erhilt man,
indem man diesen Werth in die erste einfiihrt,

e—=a=b(f—a)tclp—a)4 .-,
das heisst, die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Lle-
mentar-Systems n-ter Stufe ist als Vielfachensumme von (1 — 1) Strecken
darstellbar, welche von einem der » Elemente, die das System be-
stimmen, nach den iibrigen gelegt sind; und umgekehrt, jede Strecke,
150 die sich als Vielfachensumme dieser (1 — 1) Strecken | darstellen liisst,
fiihrt anch von einem Elemente jenes Systems nothwendig wieder zu
einem Klemente desselben Systems.
Wir kinnen daher auch sagen, ein FElementarsystem n-ter Stufe
150 sel die Gesammtheit der Blemente, deren gegenseitige | Abweichungen
einem und demselben Ausdehnungssystem (n — 1)-ter Stufe angehdren,
oder, wenn man sich so ausdriicken will, es sei die elementare Dar-
stellung eines Ausdehnungssystemes (12 — 1)-ter Stufe. Noch bemerke
ich, dass es im Begriffe des Flementarsystems unmittelbar liegt, dass
n Hlemente dann und nur dann von einander umabhiingig sind, wenn
sie keinem niederen Blementarsystem als dem n-ter Stufe angehdren.

wo zugleich

§ 108, Aeusseres Produkt der Elementargréssen, formell bestimmt.

Um nun sogleich zu dem Begriff der Husseren Multiplikation be-
liebig vieler Elementargrossen erster Stufe zu gelangen, haben wir nur
den allgemeinen (formellen) Begriff der susseren Multiplikation auf
diese Grossen anzuwenden.

Der Begriff der Multiplikation ist schon dadurch bestimmf, dass
man in einem Produkte von zwei Faktoren, von denen der eine aus
zwel gleichartigen Stiicken besteht, statt dieses Faktors seine Stiicke
einzeln einfiihren, und die so gebildeten Produkte, welche wieder als
gleichartig zu betrachten sind, addiren darf Das Produkt mehrerer
Grossen erster Stufe (die wir als solche einfache Faktoren genannt
haben) wird als ein %Husseres dadurch bestimmt, dass ohne Werth-
dnderung desselben in jedem einfachen Faktor solche Stiicke, welche
mit einem der beiden zuniichststehenden Faktoren gleichartig sind,
weggelassen werden kdnnen. Durch diese Grundgesetze bestimmen wir
also auch den Begriff der Multiplikation von Elementargrossen erster
Stufe, und halten zugleich alle, in dem ersten Abschnitte fiir Aus-



Elementarsystem n-fer Stufe. Aeusseres Prodult von Elementargréssen. 177

dehnungsgrossen gegebenen Begriffsbestimmungen auch fiir Elementar-
grossen fest, und da auf jenen Grundgesetzen und den hinzutretenden
Begriffsbestimmungen alle im ersten Abschnitte bewiesenen Gesetze
beruhen, so gelten sie auch alle fiir Hlementargrissen, also namentlich
alle Gesetze der Husseren Multiplikation, der formellen Addition und'
Subtraktion, der Division und der Abschattung. In Bezug auf die letzte
bemerken wir nur noch, dass der Name Projektion hier nicht gebraucht
werden darf, weil er in Bezug auf Elementargrossen, wie sich spiiter
zeigen wird, einen ginzlich andern Begriff in sich schliesst, als wir
bisher mit dem Namen | der Abschattung bezeichneten. 151
Unsere Aufgabe bleibt daher ins Besondere, unserm Begriffe die
moglichste Anschaulichkeit su geben, und seine konkrete Darstellung

L

vor Augen zu legen.

§ 109. Realisation dieses Produktes; Ausweichung, starre
Elementargrosse.

Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Produkte ein-
ander gleichgesetzt werden kinnen, indem dadnrch der Begriffsumfang
der Grisse, welche das Produkt darstellt, bestimmt wird. Da nun | durch 151
jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produktes vollkommen be-
gtimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch nur
dann, einander gleich zu setzen, wenn sich vermittelst jener Grund-
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere
verwandeln lisst.

Bs se1 daher ein Produkt aus » Elementargriossen erster Stufe
der Betrachtung unterworfen. Zuniichst ist klar, dass wenn die Ge-
wichte dieser % Elementargrossen alle einzeln genommen null sind,
also jede derselben als Ausdehnungsgrisse erster Stufe erscheint, auch
ihr Produkt eine Ausdehnungsgrosse n-ter Stufe liefert. In jedem an-
dern Falle, und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes
Gewicht hat*), lisst sich jenes Produkt als Produkt emes Elementes
in eine Ausdehnungsgrosse (n — 1)-ter Stufe darstellen. Denn wir kénnen
zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass sein Gewicht
nicht null sei, auf die erste Stelle bringen; sollte sich dabei das Vor-
zeichen des Produktes findern, so konnen wir statt dessen das Zeichen
irgend eines Faktors éindern. Ist nun ae jener Faktor, dessen Gewicht
a nicht null sein soll, so konnen wir nun den iibrigen Faktoren, wenn
ihr Gewicht noch nicht null ist, ein beliebiges Vielfaches von « als
Stiick hinzuftigen, ohne den Werth des Produktes zu #ndern, und

¥) das heisst ein solches, welches nicht null ist.
Orassmann, Werke, L 12
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dadurch das Gewicht jedes der iibrigen Faktoren auf Null bringen. Nach-
dem dies geschehen ist, sind also die iibrigen (n— 1) Faktoren Strecken
geworden; ihr Produkt, welches eine Ausdehnungsgrosse (n— 1)-ter
Stufe ist, sei @, so ist die Elementargrosse gleich

ne . @,
und dies wiederum, da a eine Zahlengrosse ist, gleich
i ¢.0@Q=a.P,

152 wenn a ¢) gleich P gesetzt wird. Hs ist also die oben aufgestellte | Be-
hauptung erwiesen; aber noch mehr: da das zu den einzelnen Faktoren
hinzuzuaddirende Vielfache von «, wenn es das Gewicht derselben null
machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch ein bestimmter
Werth von ¢, also auch von P.

Um nun zu zeigen, dass P immer einen bestimmten Werth be-
hiilt, welche Formveriinderung man auch vorher mit jenem Produkte
vorgenommen hat, haben wir nur festzuhalten, dass alle Formver-
inderungen eines Produktes, welche den Werth desselben ungeiindert

152 lassen, darauf | beruhen, dass man jedem einfachen Faktor Stiicke hin-
zufiigen kann, welche den iibrigen Fakforen gleichartig sind. Lassen
wir nun in dem urspriinglichen Produkte zunichst den Faktor ae un-
geiindert, fiigen aber irgend einem andern Faktor ein Stiick hinzu,
welches irgend einem der iibrigen Faktoren, etwa dem Faktor 6
gleichartig ist, zum Beispiel das Stiick mpB, wo m eine Zahlengrosse
bedeutet, so hat man nachher, um das Gewicht dieses vermehrten
Faktors auf Null zu bringen, noch ausser dem, was vorher zu sub-
trahiren war, die Grosse me zu subtrahiren, somit erscheint das jenem
Faktor hinzugefiigte gleich m (8 — «); aber der Faktor 08 verwandelt
sich bei derselben Umwandlung in b (8 — «); also bleibt auch mnach
der bezeichneten Umwandlung das dem einen Fakbtor hinzugefiigte
Stiick dem andern gleichartig, das heisst das Produkt ¢, also auch P
behilt denselben Werth.

Somit haben wir gezeigt, dass der Werth P, welcher als zweiter
Faktor erscheint, ein bestimmter isf, wenn « unverindert bleibt; nun
kann aber « um jede Strecke wachsen, welche dem Systeme P an-
gehort; es sei dieselbe p,, so hat man

(“+.p1)'P2“'P;
das heisst, es kann sich das Element « in jedes dem Elementarsysteme,
was durch ¢ und P bestimmt ist, angehorige Element verwandeln,
withrend P immer denselben Werth behilt, und hiermit ist der Be-
griffsumfang bestimmt,
Wir nenmen nun ein Produkt von n. Elementargrossen erster Stufe
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oder eine Summe von solchen Produkten eine Elementargrosse
n-ter Stufe, und ein solches Produkt, dessen einfache Faktoren nicht
simmtlich Strecken sind, eine starre HElementargrosse. Somit
haben wir den Satz gewonnen, ,dass eine starre Elementargrosse n-ter
Stufe sich als Produkt eines Elementes in eine Ausdehnung (n— 1)-tet
Stufe darstellen lisst, | dass diese Ansdehnung, welche wir die Aus-153
weichung jener Elementargrosse nennen, durch dieselbe vollkommen
bestimmt sei, dass aber als Element jedes beliebige angenommen werden
kann, was dem durch die einfachen Faktoren ‘der Elementargrosse be-
stimmten Systeme angehort Die starre Flementargrosse erscheint
daher iiberhaupt als Einheit des dﬂl‘gﬂ sie bedingten Klementarsystems
und der ihr zugehbrigen Ausweichung; und durch das Ineinanderschauen
beider, das heisst, durch das Zusammenfassen beider Anschanungen m
cine ist die Begriffseinheit einer Elementargrosse von hiherer Stufe,
oder, | was dasselbe ist, eines Produktes von Elementargréssen erster 152 -
Stufe gegeben.

Wir wollen nun die Anschauung der starren Elementargrosse da-
durch vollenden, dass wir sie als bestimmten Theil des Elementar-
systems, dem sie angehdrt, darzustellen suchen.

§ 110. Das Eckgebilde.

Nach dem im vorigen Paragraphen aufgestellten Begriff ist das
Produkt zweier Elemente o, f die an das durch « und B bestimmte
Tlementarsystem gebundene und dadurch. gleichsam erstarrte Strecke af.

Den Begriff der Strecke griindeten wir auf den des einfachen Aus-
dehnungsgebildes erster Stufe. Darunter verstanden wir die Gesammt-
heit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei stetiger Fort-
setzung derselben Aenderung iiberging; das erzeugende Klement in
seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement des Gebildes, ®
in seinem letzten das Endelement, beide Elemente die Griinzelemente
und alle iibrigen Elemente des Gebildes bezeichneten wir als zwischen
jenen Grinzelementen liegende. Somit konnen wir auch sagen, das
einfache Gebilde «f sei die Gesammtheit der zwischen « und f liegen-
den Hlemente, wobei es vermoge des Begriffs des Stetigen gleichgiiltig
ist, ob wir die Griinzelemente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung
darstellen, mit hinzunehmen oder nicht.

Dies Gebilde nun wird als Elementargrosse zweiter Stufe anfge-
fasst, wenn man nur einestheils das Elementarsystem zweiter Stufe,
dem es angehort, und andrerseits die Erzeugungsweise festhiilt, so dass
zwei solche Gebilde, welche demselben Elementarsysteme zweiter Stufe
angehiren und durch dieselben Aenderungen erzeugt sind, als Elementar-

12*
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grossen einander gleich sind, aber auch nur zwei solche. Oder denkt
man das ganze Hlementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben

154 Aenderung | erzeugt, und nimmt zwei Elemente desselben als ent-
sprechende an, und ausserdem je zwei Klemente als entsprechende,
welche aus den entsprechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt siud,
so werden zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde als gleiche
Elementargrissen zweiter Stufe erscheinen.

Wenden wir nun dasselbe anf die Elementargrossen hoherer Stufe
an, und betrachten also” drei oder mehrere Hlemente «, 8, 9, ..., 80
entsteht uns hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwischen
diesen Elementen liegenden Klemgnte zu finden, und diese Gesammt-

154 heit zu vergleichen mit dem Pr:iukte der Elemente. Was wir | unter
einem zwischen zwei HKlementen liegenden Elemente verstehen, ist
schon festgesetzt; jedes Element nun, was zwischen einem KElemente
« und einem zwischen 8 und p liegenden Elemente sich befindet, be-
zeichnen wir als ein zwischen «, 8 und p liegendes, und iiberhaupt
ein Element, welches zwischen « und einem zwischen einer Reihe von
Elementen g, y, ... befindlichen Elemente liegt, als ein zwischen der
ganzen Elementenreihe «, 8, ¢, ... liegendes. Die Gesammtheit dieser
Elemente wollen wir vorliufig ein Fekgebilde nennen, «, f, 7, ... seine
Ecken, und diese Ecken sowohl als die Elemente, welche zwischen
einem Theile dieser Ecken liegen (nicht zwischen allen), seine Griinz-
elemente, jene zwischen simmtlichen Ecken liegenden Elemente hin-
gegen die inmeren Klemente des Hckgebildes.

Unsere Aufgabe ist nun zuniichst die, alle Zwischenelemente
(inneren Elemente) als Vielfachensummen jener Elemente, zwischen
denen sie liegen, darzustellen, und die Relation zu bestimmen, welche
dann zwischen den Koefficienten statt finden muss.

L Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar, dass ein Element ¢
dann und nur dann zwischen o und f liege, wenn g gleichbezeichnet
ist mit gf, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung der ersten
erscheint. Jedes Element ¢ nun, was in dem durch ey f bedingten
Elementarsystem liegt, kann dargestellt werden durch die Gleichung

o =ac -+ Bﬁ:
wo o und b beliebige Zahlengréssen vorstellen, deren Summe Eins ist.

Nach dem vorigen liegt nun ¢ dann und nur dann zwischen « und f,
wenn «g gleichbezeichnet ist mit of, das heisst,

. (ae + BB) gleiches Zeichen hat mit (ae 4 0p). B,

155 oder, indem man die Gesetze der #dusseren Multiplikation anwendet,
wenn be . B gleich bezeichnet ist mit ae ., das heisst, b gleich be-
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zeichnet ist mit a; das heisst, da ihre Summe Eins, also positiv ist,
wenn beide Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer der-
selben null, so ist das Hlement ein Grénzelement.

Durch Fortsetzung desselben Verfahrens konnen wir nun beweiseu,
dass ein Blement ¢ dann und nur damn zwischen einer Reihe von
Elementen «, 8, y, ..., welche von einander unabhiingig sind, liege,
wemn es sich in der Form

¢ =10+ b+ cy -
mit lanter positiven Koefficienten darstellen lasse.

Wir sagten, dass | ein Element ¢ dann und nur dann zwischen 155
einer Reihe yon Elementen liege, wenn es zwischen dem ersten Kle-
mente dieser Reihe und einem zwischen den folgenden befindlichen
Elemente liege. Soll ¢ daher zwischen «, 8, ¢, ... liegen, s0 muss es
swischen o und einem zwischen §, ¢, ... liegenden Elemente sich be-
finden, es muss also ¢ sich als Vielfachensumme von « und einem
zwischen B, 7, ... liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv
sind, darstellen lassen; also mmss zuerst der Koefficient von « positiv
sein, demniichst aber auch der Koefficient des zwischen #, y, ... lie-
genden Elementes. Dies Element muss sich aber aus demselben Grunde
als Vielfachensumme von B und einem zwischen den folgenden Kle-
menten 7, ... befindlichen Elemente mit positiven Koefficienten dar-
stellen lassen in dem Ausdrucke fiir ¢ war aber dies zwischen B,v,--.
liegende Element mit einem positiven Koefficienten multiplicirt; also
werden wir, indem wir den fiir dies Blement gefundenen Ausdruck in
den Ausdruck fiir ¢ einfiihven, und die Klammer auflosen, ¢ als Viel-
fachensumme von den Elementen «, p und einem zwischen den fol-
genden Elementen p, ... befindlichen Klemente mit positiven Koeffi-
cienten dargestellt haben, und da wir dies Verfahren bis zum letzten
Elemente hin fortsetzen kinnen, so folgt, dass jedes zwischen «, §, 7, ...
liegende Hlement sich als Vielfachensumme von «, B, v, ... mit posi-
tiven Koefficienten darstellen lasse.

Es ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element, was sich i
dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei.

Ist ein Element ¢ in der obigen Form dargestellt

o=o0e-+bf+ cpy 4,
wo @, b, ¢, ... positive Koefficienten sind, so hat die Summe aller 156
auf ae folgenden Glieder zum Gewichte b 4 ¢~ - -, also eime posi-
tive Zahl, ist also, wenn man die Koefficienten b, ¢, ... mit b4+c+---
dividirt, und dann jene Summe mit b+ ¢+ - multiplicirt, als Pro-
dult einer positiven Zahl in ein Blement, was seinerseits wieder als
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Vielfachensumme von f, ¢, ... mit positiven Koefficienten erscheint,
darstellbar; folglich legt ¢ zwischen ¢ und eimem Elemente, was als
Vielfachensumme der folgenden Elemente mit positiven Koefficienten
darstellbar ist, und da wir diesen Schluss fortsetzen kiomnen bis zn den
beiden letzten Elementen hin, und [da] das als Vielfachensumme dieser

156 letzten mit positiven Koefficienten | darstellbare Element ein zwischen-
liegendes ist, so folgt, dass g selbst zwischen «, B, ¢, ... liege. Also
ist der vorher ausgesprochene Satz erwiesen; auch ist klar, dass, wenn
einer oder mehrere Koefficienten null werden, wihrend die iibrigen
positiv bleihen, ¢ als Griinzelement erscheint.

§ 111. vVergleichung des Eckgebildes mit dem Produkte.
Ausdehnung der Elementargrosse.

Betrachte ich nun aunf der andern Seite das Produkt . f.p.0 ...,
dessen Ausweichung nach § 109 gleich [«¢p].[By].[¢d] ... ist, und
stelle das Ausdehnungsgebilde dar, was diesen Werth hat, und dadurch
entsteht, dass das Element « zuerst die Strecke [« ] beschreibt, dann
jedes so erzeugte Hlement die Strecke [By], dann jedes die Strecke
[70] beschreibt, und so weiter, so ist klar, dass jedes solche Element
(¢) aus e durch eine Aenderung von der Form

plefl+ q Byl +r[pd]l 4 .-,

wo p, g, #, ... simmtlich positiv und lkleiner als Eins sind, hervor-
geht, also der Gleichung

lec] = p [«f] + g [By] + v [¥0] + -

geniigt, und dass jenes Ausdehnungsgebilde ausserdem keine Elemente
enthilt, indem die Werthe Null und Eins fiir jene Koefficienten
(p, ¢, 7, ...) Grinzelemente bedingen.

Das Eckgebilde zwischen «, 8, ¢, 0, ... enthielt die Gesammt-
heit der Hlemente, welche der Gleichung

6 =ac 4+ b8+ cpy+bd -

mit positiven Werthen von a, b, ¢, b, ..., das heisst, welche der
Gleichung

[we] = 0 [af] 4 ¢ [ay] + b [«d] + ---

geniigen, wenn b, ¢, d, ... positiv, und ihre Summe kleiner als Fins
157 igt. Setzen wir hier statt [ay] seinen Werth [af] + [By], statt [«d]

seinen Werth [«f] 4 [By] + [#4], und so weiter, so erhilt man fiir
ein Element 6 des Eckgebildes die Gleichung
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[wo] —
— (04 e b ) (@Bl 4 (0 ) [By) A+ (04 ) 18] 4o

= p [«f] + ¢ [By] 4+ 7 [¥0] + -
mit der Bedingung, dass jeder friihere Koefficient grisser als der
folgende, der erste ldeiner als Fins, der letzte grosser als Null ist, also
mit. der Bedingung

I>p>q>r>--->0.

Fs umfasst also das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, welche
jenes dem Produkte e.f.y. d ... entsprechende Ausdehnungsgebilde
enthiilt, uimlich diejenigen, m denen die zuletzt hinzugefiigte Be- 157
dingung erfiillt ist.

Nun wollen wir jenes Fckgebilde vorliufig mit [a, b, ¢, ...] be-
zeichnen, indem wir [ef] mit a, [Bp] mib b, [0] mit ¢ bezeichnen,
und so weiter, und verstehen also darunter die Gesammtheit der Ele-
mente &, welche der Gleichung -

[«6] = pa + qb 4 rc+
mit der Bedingung

1>p>qg>r>->0

geniigen. Als Griinzelemente erscheinen diejenigen, bei deren Darstel-
lung in jener Form theilweise Gleichheit jener Grissen 1,p,q,7,:-:0)
eintritt, Nun leuchtet ein, wie jede andere Folge von a, b, ¢, ... auch
ein anderes Heckgebilde hervorruft, welches mit dem ersteren kein
inneres Blement gemeinschaftlich hat, und wie die Gesammtheit der
Elemente, welche die zu allen mbglichen Folgen von a, b, ¢, ... ge-
horigen Eckgebilde enthalten, wenn man die Grinzelemente immer nur
cinmal setzt, das dem Produkte a.b.c ... entsprechende Ausdehnungs-
gebilde selbst darstellt. In der That, jedes Element dieses Ausdehnungs-
gebildes wird, wenn die Koefficienten p, g, , ... verschieden sind, nur
in Einem der Eckgebilde, aber amch gewiss in einem, yvorkommen;
and wenn diese Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es
Grinzelemente sein, die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir
konnen daher, da auch die Eckgebilde kein Element enthalten, welches
nicht in jemem Ausdehnungsgebilde enthalten wiire, das letztere als
Summe | simmtlicher Eckgebilde, welche bei allen mbglichen Folgen 158
der Faktoren a, b, ¢, ... eintreten, ansehen.

Nun konnen wir endlich zeigen, dass alle diese Kckgebilde, als
Theile ihres Systems, einander gleich sind.

Die Gleichheit zweier Theile eines BElementarsystems besteht im
allgemeinsten Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne er-
zeugten Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, nimlich so,
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dass wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein , aber auch
nur Hin Element des andern entspricht.

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an, a, b, e, ... selen
entsprechende Aenderungen, das heisst solche, die aus den entsprechen-
den Grundéinderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, und

158 durch sie werde das System von « aus erzeugh, und zwar so, | dass
je zwei Elemente, welche in einer der Richtungen a, b, ¢, ... an ein-
ander griinzen, durch die dieser Richtung zugehirige Grundinderung
aus einander erzeugh seien. Dann ist klar, wie jedem Elemente des
Kckgebildes [a, b, ¢, ...] ein, aber auch nur Ein RElement eines Eek-
gebildes, in welchem die Strecken a, b, ¢, ... in anderer Ordnung vor-
kommen, entspricht. Denn, wenn ¢ ein Element des ersten ist und [ed]
als Vielfachensumme von a, b, c,... dargestellt 1st, s0 hat man sogleich das
entsprechende Element des andern, wenn man in Jener Vielfachensumme,
ohne die Ordnung der Koefficienten zu andern, a, b, ¢, ... auf die Ord-
nung des zweiten Kckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenig-
stens in Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems,
alle jene Hekgebilde als Elementargrossen einander gleich. Aber schon
aus der Art, wie wir in § 20 die Systeme von den Grundinderungen
unabhiingig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe anch gelten
wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des Systems;
also sind jene Eckgebilde an sich gleich.

Da sie nun insgesammt dem Produkte gleich waren, so werden
wir sagen konnen, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt
durch eine Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ansdriiekt,
welche die n Faktoren a, b, ¢, ... annehmen kionnen; diese Zahl nennen
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn die
Anzahl der Faktoren # ist, mit !, setzen also das Eeckgebilde seiner
Ausdehnung nach gleich

a.b.e...#)

nl !
wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes «. . p Vesy
das heisst die Ausdehnung der Elementargrosse. Es ist also

159

die Ausdehnung einer starren Elemen targrisse gleich ihver Aus-
weichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Ausweichung  ge-
hivige Gefolgszahl.

Namentlich ist, indem wir voraussetzen, dass zwei Elemente zwe;

) Dass m! = 1,2.3 ... »n sei, lehrt die Kombinationslehre; wiirden wir dies

voraussetzen, so wirden wir den Werth des Kckgebildes erhalten %—;j—
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Folgen zulassen, drei Elemente aber deren sechs, die Ausdehnung
einer starren Elementargrosse dritter Stufe die Hilfte ihrer Auswel- 159
chung, und die Ausdehnung einer starren Elementargrosse vierter Stufe
der sechste Theil ihrer Ausweichung*); und nehmen wir an, dass Em
Element nur Hine Anordnung zulasse, niimlich die, dass es eben ge-
setzt wird, und wenn kein Element da ist, auch Eine Anordnung mbg-
lich ist, néimlich die, dass eben kein Element gesetst wird, so folgt,
dass fiir Elementargrossen erster und zweiter Stufe Ansdehnung und
Ausweichung eimander gleich sind.

§ 112. Gleiche Elementargrossen haben gleiche Ausweichungen.

Fiir die Blementargrossen erster Stufe ist die Ausweichung oder
Ausdehnung eine Zahlengrosse, niimlich dieselbe, die wir oben als ihr
Glewicht bezeichneten. Es entsteht daher die Aufgabe, fiir Elementar-
grossen hoherer Stufen die entsprechenden Sitze abzuleiten, die wir
fiir Blementargrossen erster Stufe in Bezug auf thr Gewicht aufstellten.

Zuniichst ergiebt sich, ,dass, wenn die Glieder einer (Gleichung
dagselbe Element « als gemeinschaftlichen Faktor enthalten, withrend
der andere Faktor eines jeden Gliedes eine Ausdehnung ist, man jenes
Element ¢ aus allen Gliedern weglassen konne, ohne die Richtigkeit
der Gleichung aufzuheben.“ Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt, wenn
man in der vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite
allein schafft, | und die iibrigen in Ein Glied mit dem Faktor « zu- 160
sammenfasst, und also die Gleichung in der Form darstellt

e A=ea.(B+ CH --);
da nimlich nun die linke Seite eine starre Elementargrdsse darstellt,
die rechte also gleichfalls, so miissen die Ausweichungen auf heiden
Seiten gleich, also
A=B+4+C+ -

sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der ur-
spriinglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren Richtig-
keit zu erweisen war,

Wir konnen die Summe der Ausweichungen mehrerer Glieder,
welche alle dasselbe Element ¢ als Faktor haben, auch dann, wenn
diese Summe eine formelle Ausdehnungsgrosse darstellt, die Ausweichung

#) Diese Resultate entsprechen den Satzen der Geometrie, dass das Dreieck
die Hilfte ist des Parallelogramms von gleicher Grundseite nund Hohe, und die
dreiseitige Pyramide der sechste Theil des Spathes, dessen Kanten drel zusammen-
stossenden Kanten der Pyramide gleich sind.
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160 ihrer Summe nemmen, | und dann den soeben erwiesenen Satz auch so
ausdriicken: ,In einer Gleichung, deren Glieder dasselbe Element g
als gemeinschaftlichen Faktor haben, kann man statt aller Glieder
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzen, ohne die Richtigkeit der Glei-
chung aufzuheben. Vermittelst dieses Satzes ergiebt sich mm, dass,
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben Ele-
mente o multiplicirt, und statt jedes so gewonnenen Gliedes seine Aus-
weichung setzt, die Gleichung eine richtige bleibt.

Wir verstehen nun dem vorigen Kapitel gemiss wnler der Ab-
weichung eimer Grisse B von einer andern A die Ausweichwng des Pro-
dulites A.DB, und haben somit den Satz gewonnen, dass man in einer
Gleichung statt aller Glieder gleichzeitig ihre Abweichungen von dem-
selben Hlemente ¢ setzen darf, oder einfacher ausgedriickt, dass gleiche
Elementargrossen. auch von demselben Elemente um Gleiches abweichen.
Hierbei ist zn hemerken, wie aus der Definition sogleich hervorgeht,
dass die Abweichung emmer Ausdehnung von einem Elemente stetbs
dieser selbst gleich, also von dem Klemente giinzlich unabhiingig ist.

Stellen wir uns nun eine Gleichung vor, deren Glieder theils starre
Elementargrossen theils Ausdehnungen sind, und in welcher jede der
ersteren als Produkt eines BElementes in eine Ausdehnung, also in der
Form «. A dargestellt ist: so verwandelt sich durch Multiplikation
aller Glieder mit o jenes Glied in g.e. A oder in g.(c—g). 4,
well man in jedem Faltor eines Husseren Produktes Stiicke hinzufiigen

161kann, | welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (¢ — p)
eine Strecke, also (¢ — g@)..A eine Ausdehnung ist, so kann man nun
den gemeinschaftlichen Faktor ¢ weglassen, und erhilt auf diese Weise
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen dadurch
hervorgeht, dass man von den Elementen der starren Elementargrossen
iiberall p subtrahirt, und die Glieder, welche Ausdehnungen darstellen,
unverdndert ldsst. Subtrahirt man nun diese Gleichung von der ge-
gebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder weg, das Glied «. A ver-
wandelt sich in «. 4 — (¢« — ). 4, das heisst in o. 4 ; das heisst,
statt der verschiedenen Elemente, welche mit den Ausweichungen multi-
plicirt waren, tritt iiberall das Element ¢ ein; dies kann man nun
weglassen nach dem vorigen Paragraphen, und erhilt somit eine Glei-

161 chung, welche aus der gegebenen dadurch hervorgeht, | dass man die
Ausdehnungsglieder wegliisst, statt der tibrigen aber ihre Ausweichungen
setzt. Da nun die Ausweichung einer Summe von Elementargrossen
als die Summe ihrer Ausweichungen definirt ist, worin zugleich liegt,
dass die Ausweichung eimer Ausdehnungsgrosse null ist, so konnen wir
einfacher sagen:
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Gleiche Elementargriossen haben gleiche Ausweichungen,

oder

Tine Gleichung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder gleich-
zeitig thre Ausweichungen sctzt.

Aus diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch |
welche er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor:

Zwei Blementargrissen, welche gleiche Ausweichungen haben, und von
wrgend cinem Ilemente ¢ um gleiche Grissen abweichen, sind  einander
gleich (und weichen awch von jedem andern Elemente wm eine gleiche
Grisse ab).

Niimlich sind

o A, + ay. Ay -+ P
ﬁL'B1+ﬁ2-Bz+”'+Q;

wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Ausdehnungs-
grossen vorstellen, die beiden Elementargrossen, von denen wir voraus-
setzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, das heisst,

A+ Ay 4= By~ By o+ -+
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Hlemente g gleich
sind, das heisst

(“1_9)-‘41‘[“(“2—9)-A‘z‘l“"‘l‘l)

und

gleich ist 162

(ﬁl—g)'Bl_}'(ﬁB—Q)'Bz_’—'."_l— @,
o erhilt man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammern
auflost, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche ¢ enthalten, sich
vermoge der ersten Gleichung autheben, die zu erweisende Gleichung

oA +w A+ -+ P
- B+ By By + -+ ¢

Eine specielle Folgerung dieses Satzes ist die, dass eine Elementar-
grisse, deren Ausweichung null ist, einer Ausdehnungsgrosse gleich st
und von allen Elementen wm gleich wviel, némlich wm cben diese Aus-
dehnungsgrisse abweickt. Denn wenn die Abweichung jener Elementar-
grosse von irgend einem Elemente g, welche Abweichung | immer nach 162
der Definition eine Ausdehnungsgrésse darstellt, gleich P ist, so muss
sie selbst gleich P sein, weil sie mit P gleiche Ausweichung niimlich
Null hat, und beide von demselben Elemente ¢ um eine gleiche Grosse
abweichen, denm die Abweichung jeder Ausdehnungsgrosse von einem
beliebigen Elemente ist eben diese Ausdehnungsgrosse selbst; also er-
folgt jene Gleichheit nach dem soeben erwiesenen Satze, und daraus
fliesst dann der andere Theil des zu erweisenden Satzes tnmittelbar.

gleich
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§ 113, Summe der Elementargrossen.

Wir wenden den Satz des vorigen Paragraphen noch auf die Ad-
dition einer starren Elementargrosse (¢..4) und: einer Ausdehnung
(P) an.

Ist A4 die Ausweichung der ersteren, so muss es auch, da die Aus-
weichung einer Ausdehnungsgrosse null ist, die der Swmme sein; soll
daher die Summe wiederum eine starre Elementargrisse sein, so muss sie
sich in der Form 8.4 darstellen lassen, und es wird dann 8.4 in der
That der Summe gleich sein, wenn beide gleiche Abweichungen von
irgend einem Elemente, zum Beispiel von «, darbieten; die Abweichung
der Griisse a.A von ¢ ist aber null, also hat man als die einzige
Bedingungsgleichung
das heisst, el

die Summe einer starren Elementargrisse wnd eincr Ausdehnungs-
grisse st nur damn wieder cine starrve Elementargrisse, wenn die Aus-

163 weichung der ersleren der letzteren | untergeordnmet ist, und zwar ist die
Swumme dann dicjenige Flementargrisse, welche mit der ersteven gleiche
Ausweichung hat, und wvon einem Elemente der ersteren wm die letgtere
abweicht.

B. Anwendungen.

§ 114. Die Elementargrossen im Raume, Liniengrossen,
Plangrossen,

Nachdem wir nun die Erzengung der Elementargréssen hoherer
Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation und Addition dar-
gestellt, und ihren Begriff durch Vergleichung mit den HElementar-
grossen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgriossen der Anschauung
niher geriickt haben, gehen wir jetzt zu den Anwendungen auf die
Geometrie und Mechanik iiber, in welchen jene Begriffe sich anschaulich
abbilden.

Was zuerst die Geometrie betrifft, so ist klar, wie die gerade
Linie und die Ebene als Elementarsysteme zweiter und dritter Stufe
erscheinen. Der Raum selbst aber erscheint als Elementarsystem vierter
Stufe, und erst hierdurch ist der Raum in seiner wahren Bedeutung
dargestellt.

163  Die starre Elementargrosse | liess sich am einfachsten als Produkt
eines Elementes in eine Ausdehnungsgriosse darstellen, welche wir die
Ausweichung derselben nannten; und es erschien dieselbe als die an
ihr Elementarsystem gebundene Ausweichung.
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Betrachten wir zuerst das Produkt («.p) eines Punkfes («) in
eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung dieses Produktes; die gerade
Linie, welche von « in der Richtung der Strecke p gezogen wird, das
Elementarsystem desselben, und das Produkt erscheint also als eine
Strecke, welche einen Theil einer konstanten geraden Linie ausmacht,
und an diese Linie gebunden bleibt. Wir nennen dies Produkt, da es
einen Theil einer geraden Linie bildet, Liniengrisse, und fahren fort,
die Strecke, welche an ihr erscheint, ihre Ausweichung zu nennen.
Ebenso stellt sich das Produkt («. ) eines Punktes («) in einen
Flichenranm (P) von konstanter Richtung als ein Flichenraum dar, wel-
cher in einer konstanten Ebene liegh, nidmlich in der durch jenen
Punkt in der Richtung des Flichenraums gelegten Ebene; wir nemnen
jene Grosse, da sie einen Theil einer konstanten Hhbene bildet, Ebenen-
grisse (vielleicht besser Plangrisse), und jenen Klichenraum von kon-
stanter Richtung ihre Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes
in einen Korperraum hat fiir die Geometrie, da der Raum ein Elementar-
system vierter Stufe ist, also jeder Korperraum schon an sich an ihn
gebunden ist, keine andere Bedeutung als dieser Korperraum selbst. 164

§ 115. Produkte und Summen dieser Grdssen.

Hieraus entwid®elt sich nun leicht der Begriff eines Produktes
von mehreren Punkten.

Betrachtet man zuerst das Produkt zweier Punkte « . oder aff,
so ist das System, an welches es gebunden ist, die durch beide Punkte
gezogene gerade Linie, und da

«.f=u.(f—a
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes dic Abweichung des
zweiten Punktes von dem ersten, das heisst, das Produkt zweier Punkte
ist eine Liniengrosse, deren Linie durch jene beiden Punkte geht,
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten gefiihrte
Strecke 1st.
Das Produkt dreier Punkte «.f.y erscheint als Plangrosse, deren
Ebene durch jene drei Punkte geht; und da

¢« p.y=c.f—a).(r —a)=c.[af].[er]
ist, so ist die Ausweichung derselben der Flichenraum eines Parallelo-
gramms, was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem
ersten zu Seiten hat. Auch kdnnen wir, da

lay] = [«f] + [B7] 164
[af] . [ep] = [«f] - [B]

18t,
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setzen; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einander
folgenden Strecken, welche die Punkte in der Reihenfolge, in welcher
sie in dem Produkte auftreten, verbinden.

Das Produkt von vier Punkten «.f.y.d erscheint als ein Korper-
raum, und zwar ist die Ausweichung desselben, da

..y d=a.(f—a).(y—a). (0 —a)=c.[af].[ep].[ed]
ist, gleich dem Kborperramm eines Spathes, welches die Abweichungen
der drei letzten Punkte von dem ersten (in der gehorigen Reihenfolge -
genommen) zn Seifen hat; oder da

[ey) = [¢f] + [B7]
(€8] = [ef] + [Br] + (0]

1st, so ist auch, wenn man die den iibrigen Faktoren gleichartigen
Stiicke wegliisst,
[B] . [ey] . [€d] = [«f] . [By]. [#9],

das heisst, die Ausweichung des Produktes von vier Punkten ist gleich

dem Produkte der stetig auf einander folgenden Strecken, welche jene

Punkte in der Reihenfolge, in welcher sie in jenem Produkte vor-
765 kommen, verbinden. | Hierbei braucht man nicht hinzuzufiigen, dass

diese Grosse als an den Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle

ritumlichen Grissen an ihn gebunden sind. -

Das Produkt von mehr als vier Punkten wird, da der Raum nur
ein HKlementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein miissen. Sind
die zu multiplicivenden Punkte noch mit Gewichien behaftet, so hat
man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Produkte
der Gewichte zu multipliciren, wodurch sich nur die Ausweichung indert.

Viel einfacher gestaltet sich alles, wenn wir die Ausdehnung be-
trachten. Nach der Definition der inneren oder zwischen liegenden
Elemente, deren Gesammtheit die Ausdehnung darstellt, ist die Aus-
dehnung des Produktes «.f.y gleich dem Flichenraum des Dreiecks,
welches «, B, y zu Ecken hat, und die des Produktes «.f.y.d gleich
dem Korperraum der Pyramide, welche «, f, 7, 0 zu Kcken hat; und
zugleich liegt in dem Satze, dass die Ausdehnung einer starren Ble-
mentargrosse gleich ihrer Ausweichung dividirt durch die zu der Stufen-
zahl dieser Ausweichung gehorige Gefolgszahl ist, dass das Dreieck
die Hilfte des Parallelogramms, und die dreiseitige Pyramide der sechste

165 Theil des Spathes ist, | dessen Kanten mit dreien der Pyramide
parallel sind.

Hierdurch ist also der Begriff eines Produktes von mehreren Ele-
mentargrossen erster Stufe fiir den Raum bestimmt; und wir sind
dabei mur zu zwei nenen Grdssen, nimlich der Liniengrosse und der
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Plangrosse gelangt. Auch erhellt, wie das Produkt einer Liniengrosse
in einen Punkt (oder eine Elementargrosse erster Stufe) allemal eine
Plangrisse, das Produkt zweier Liniengrossen und das eines Punktes
in eine Plangrosse allemal einen Korperraum liefert; dass diese Pro-
dukte aber null werden, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammen-
genommen grosser sind, als die des Flementarsystemes, in welchem
sie liegen, also zum Beispiel das Prodult zweier Liniengrossen null
wird, wenn sie in derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch ge-
langen wir zu keinen andern Grossen, als zu den beiden oben genanmten.

Hingegen gelangen wir durch die Addition der Liniengrossen zu
einer eigenthiimlichen Summengrosse, welche besonders fiir die Statik
von entschiedener Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel 3 des
ersten Abschnittes), dass die Summe zweier Produkte n-ter Stufe nur
dann wieder als ein Produkt n-ter Stufe erscheint, | wenn jene beiden 166
Produkte demselben Systeme (n -4 1)-ter Stufe angehdren, hingegen
eine formelle Summe, die wir Summengrisse nannten, liefert, wenn
sie nur durch ein noch hiheres System umfasst werden komnnten. Der
lotztere Fall kann fiir den Raum, welcher als Elementarsystem vierter
Stufe erscheint, nur eintreten, wenn Klementargrossen zweiter Stufe,
das heisst Liniengrossen addirt werden sollen, und diese nicht in Einer
Ebene liegen. Die niihere Erorterung dieses Falles behalte ich der
Anwendung auf die Statik vor, in welcher diese Summengrosse eine
selbststindige Bedeutung gewinnt.

§ 116, 117. Richtsysteme fiir Elementargrossen.

§ 116.

Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die Methode unserer
Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier nur diejenigen her-
vor, welche mir am geeignetsten erschemen, um das Wesen jener
Methode in ein helleres Licht zu setzen.

Um die Beziehung zu der sonst iiblichen Koordinatenbestimmung
hervortreten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme
auf die Auffassung des Raumes als eines Elementarsystemes iibertragen.
Wir hatten im fiinften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff
eines Richtsystemes fiir Ausdehnungsgrossen aufgestellt, und demniichst
fiir Elementargrossen festgesetzt, dass alle Definitionen, welche Wir
fiir Ausdehnungsgrossen aufgestellt hatten, auch auf jene iibertragen
werden sollen. Wihrend dort als Grundmasse Ausdehnungsgrissen 166
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrossen erster Stufe
als Grundmasse auftreten, und dadurch ist dann die Bedeutung aller
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dort in.§ 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch fiir Elementargrissen
bestimmt, namentlich sind die Definitionen von Richtmassen, Richt-
gebieten, Richtstiicken, Zeigern hier genau dieselben wie dort; nur die
Richtgebiete erster Stufe, weleche wir dort Richtaxen nannten, werden
wir hier Richtelemente nennen miissen. Dabei will ich dann nur noch
bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargrossen erster Stufe
aufgefasst werden konnen, unter den Grundmassen beliebig viele als
Strecken auftreten konnen, und nur wenn alle Grundmasse Strecken
werden, erhalten wir das Richtsystem fiir Ausdehnungsgrossen. Das-
jenige Richtsystem, was diesem am niichsten steht, und demnoch zur
Darstellung und Bestimmung der HElementargrossen hinreicht, ist das-

167 jenige, in welchem FEin Grundmass ein Element ist, alle | iibrigen aber
Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Hinfachheit wegen
besondere Auszeichnung verdient.

§ 117.

Wenden wir dies nun auf die Geowmetrie an, so erscheinen fiir
den Raum als ein Klementarsystem vierter Stufe vier von einander
unabhiingige Elementargrossen erster Stufe als Grundmasse, welche
zur Bestimmung hinreichen, Die Bedingung, dass sie von einander
unabhiingig sein' sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in Einer Ebene
liegen diirfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre Elementar-
grosse sein muss (wiihrend von den iibrigen beliebige auch Strecken
sein diirfen).

Nehmen wir vier starre Elementargrossen (das heisst vielfache
Elemente) als Grundmasse an, so haben wir die von Mohius in seinem
barycentrischen Kalkiil zu Grunde gelegte Art der Koordinatenbestim-
mung, welche mit der von Pliicker in seinem System der analytischen
Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach zusammenfillt. Als Richt-
aebiete zweiter Stufe erscheinen hier sechs gerade Linien, welche je
zwei der Richtelemente verbinden, und als Kanten einer Pyramide er-
scheinen, welche jene Richtelemente zu Eecken hat; als Richtgebiete
dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je drei der Richtelemente ge-
legt sind und als Seitenflichen jener Pyramide erscheinen; und die
Richtmasse zweiter und drifter Stufe stellen Theile jener Linien und
Ebenen dar; das Richtmass vierter Stufe, welches hier das Hauptmass

167 igt, stellt einen Koérperraum dar. Jede Elementargrosse | erster Stufe,
mag sie nun eine starre Elementargrosse oder eine Strecke sein, kann
im Raume als Vielfachensumme der vier Grundmasse dargestellt wer-
den; jede Elementargrosse zweiter Stufe, mag sie nun eine Liniengrosse
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oder ein TFlichenraum von konstanter Richtung, oder eine Summen-
grosse sein, kann als Summe von sechs Liniengrossen dargestellt werden,
welche den oben erwihnten sechs Linien angehoren; kurz jede Grosse
kann als Vielfachensumme der Richtmasse gleicher Btufe, oder als
Summe von Stiicken, welche den Richtgebieten gleicher Stufe angehiren, |
dargestellt werden.

Diese Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargrossen,
das heisst vielfache Punkte sind, nennen wir mit Mobius barycentrische.
Die einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die, bei wel-
cher die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere, | obwohl am 768
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme, welche aus vier
beliebigen Elementargrossen erster Stufe bestehen. Denn wir zeigten,
dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken verwandeln
konnen, und erhalten so ausser dem genannten noch solche Richtsysteme,
in welchen die Richtgebiete erster Stufe theils Richtelemente, theils
Richtaxen (konstante Richtungen) sind.

Unter diesen heben wir besonders diejenige Art der Richtsysteme
hervor, welche ein Element und drei Strecken zu Grundmassen haben.
Als Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf einestheils drei Linien-
orissen, deren Linien durch das Richtelement gehen, und deren Aus-
weichungen die drei andern Grundmasse sind; anderntheils drei Fléichen-
riume von konstanter Richtung, weleche durch die drei zwischen jenen
drei Strecken moglichen Spathecke (Parallelogramme) dargestellt wer-
den. Als Richtmasse dritter Stufe erscheinen einestheils drei Plangrossen,
deren Ebenen durch das Richtelement gehen und deren Aunsweichungen
die Flichenriwme jener drei Spathecke sind, anderntheils ein als Aus-
dehnungsgrosse aufgefasster Korperraum, welcher durch das aus jenen
drei Strecken konstruirbare Spath dargestellt ist. Als Hauptmass endlich
erscheint derselbe Korperraum aufgefasst als Elementargrosse vierter
Stufe. Die Systeme, welchen diese Richtmasse angehoren, bilden dann
die zugehirigen Richtgebiete.

Die Richtstiicke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt-
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei | Strecken, 168
welche den drei Richtaxen parallel sind, und als Summe von solchen
vier Richtstiicken wird jeder Punkt 1m Raume dargestellt werden
konnen; die Abweichung eines Punktes im Raume vom Richtelemente
wird daher nach diesem Richtsysteme durch Richtstiicke von kon-
stanter Richtung (durch Parallelkoordinaten) bestimmt, also ganz auf
dieselbe Weise, wie eine Ausdehnung iiberhaupt durch Richfsysteme,

welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen, bestimmi wird.
Grassmann, Werke. I 18
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§ 118, Verwandlung der Koordinaten.

Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere Arten eines
allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grundmasse Elementargrossen
sind, darstellen: so haben wir damit einestheils die allgemeinste Ko-

169 ordinatenbestimmung gefunden, bei welcher die Ebene | noch als Punlt-
gebilde erster Ordnung erscheint, andererseits sind wir dadurch in den
Stand gesetzt, das Verfahren, durch welches wir von einer Koordinaten-
bestimmung zu einer andern derselben Art tibergehen konnten, und
welches wir in § 92 fiir Parallelkoordinaten darstellten, nicht nur auf
Jede Art der Richtsysteme anzuwenden, sondern auch es da eintreten
zu lassen, wo aus einer Art der Koordinatenbestimmung zur andern
ibergegangen werden soll, sobald beide nur jener von uns dargestellten
allgemeineren Gattung angehdren. Namentlich komnen wir danach un-
mittelbar die barycentrischen Gleichungen in Gleichungen zwischen
Parallelkoordinaten wmwandeln und umgekehrt, ohne dass wir noch
irgend einer besonderen Vorschrift bediirften. — Indem wir nun ferner
den Begriff der Richistiicke (Koordinaten) in einem allgemeineren Sinne
auffassten, sofern wir auch Richtstiicke hoherer Ordnung annahmen,
so relcht dieselbe allgemeine Art der Richtsysteme auch aus, um Ele-
mentargrossen hoherer Stufen, namentlich um Liniengrissen und Ebenen-
grossen zu bestimmen.

Ehe wir die Bedeutung dieser Bestimmungen durchgehen, haben
wir auf einen Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestim-
mungsweise und der sonst iiblichen aufmerksam zu machen und zu
zeigen, wie dieser Unterschied ausgeglichen werden konne. Nimlich
wir sind iiberall zu der Bestimmung von Elementargrissen, das heisst
von Punkten mit zugehorigen Gewichten, von Liniengrossen und Ebenen-
grossen gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es
aber nur auf die Bestimmung der Punkte, Linien und Ebenen ihrer
Lage nach an, und dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise

169 stets ein Richtstiick oder einen Zeiger mehr, als es bei jener Bestim-
mung der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied lasst sich auf der
Stelle ausgleichen, indem man bedenkt, dass, wenn alle Richtstiicke
oder Zeiger einer Grosse mit derselben Zahlengrosse multiplicirt oder
dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementarsystem) derselben
nicht geéindert wird. Man erhilt also sogleich die Anzahl der Zeiger
um Hins vermindert, wenn man die Richtstiicke (oder die Zeiger) mit
einem der Zeiger jedesmal dividirt, und dadurch einen der Zeiger jedes-
mal auf Bins bringt. Die so gewonnenen Zeiger gentigen dann jedesmal
zur Bestimmung der Lage.
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Indem wir nun auf solche Weise zum Beispiel die Lage einer
Ebene durch | ihre Zeiger bestimmen, und zwischen den als veriinder- 170
lich genommenen Zeigern eine Gleichung m-ten Grades aufstellen, so
wird dadurch eine unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger
jener Gleichung geniigen; und von allen diesen Hbenen wird eine
Oberfliche umhiillt werden, von welcher ich spiiterhin zeigen werde,
dass sie dieselbe sei, welche man als Oberfliiche m-ter Klasse be-
zeichnet hat. Ebenso fithrt die Bestimmung der geraden Linie durch
ihre Zeiger zu eigenthiimlichen, bisher nicht beachteten Gebilden, welche
ich zuerst gelegentlich in einer Abhandlung im Crelle’schen Journal
der Betrachtung unterworfen habe.®)**) Da die weitere Erorterung
dieses Gegenstandes die Schranken dieses Werkes iiberschreiten wiirde,
so will ich mich damit begniigen, hier moch die Gleichung fiir die
gerade Linie und die Ebene, wie sie sich durch unsere Wissenschaft
ergiebt, aufzustellen, und mit den sonst bekannten Gleichungen fiir
dieselben in Bezichung zu setzen.

§ 119. Gleichung der Ebene.

Die allgemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen kann, ist die,
die Gleichung einer Ebene, welche durch drei beliebige gegebene Punkte
geht, oder die Gleichung einer [geraden] Linie, welche durch zwei be-
liebige gegebene Punkte geht, aufzustellen.

Es seien die gegebenen Punkte im ersten Falle «, 8, p, im zweiten
Falle &, f; der verinderliche Punkt, welcher als Punkt jener KEbene
oder dieser | Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den ge-170
gehenen Punkten bestimmt werden soll, sei ¢, so hat man sogleich
aus dem Begriffe eines Hlementarsystems zweiter und dritter Stufe fiir
den ersten Kall die Gleichung

e.8.y.6=0,
fiir den zweiten
. f.6 =0,
und durch diese Formeln, welche den grossten Grad der Einfachheit
besitzen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelost. Will man
dann aus Vorliebe fiir die gewohnliche Koordinatenbehandlung oder
aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinatengleichungen

# Qrelle, Journal fiir die reine und angewandfe Mathematik Bd, XXIV.
[S. 262—282 und 372—380.]

*#) Diese Gebilde sind besonders seit Pliicker's letztem Werke ,,Neue Geo-
mefrie dez Raumes, 1868% vielfach von den ausgezeichnetsten Mathematikern
bearheitet worden und bilden den Hauptgegenstand der heutigen Linien-
geometbrie. (1877.)

13¥
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aufstellen, so kann man, wenn man nur die Miihe des Niederschreibens
dieser langgestreckten Formeln nicht scheut, dieselben unmittelbar aus
jener einfachen Gleichung ableiten.

171 Will man zum Beispiel die Gleichung in Parallelkoordinaten dar-
stellen, so hat man sich nur des am Schlusse des § 117 erwihnten
Richtsystems zu bedienen. Bei diesem Richtsysteme wird jeder Punlkt
als Summe des Richtelements ¢ und einer Strecke dargestellt. Es sei

¢e=0+p, B=e0-tp, y=9¢ +2, 6=e¢+0p,
so hat man durch Substitution dieser Aunsdriicke in die Gleichung der
Ebene

(e+p)-le+2) lo+m). (0 +2) =0,
oder, indem man die Klammern auflost, und die Produkte, welche null
werden *), wegliisst,
O-Pe-Ps PtPr-Q-Bs-D+p-py.0.p4p.p.0.0=0,

oder, indem man mit gehiriger Beobachtung des Vorzeichens ¢ iiherall
auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglisst,

(D2 - 25 -+ 2y -0, + Pi-Ps) D=0 P50
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwandeln,

hat man nach § 88 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer Richt-
stiicke zu setzen. Es sei

p=z+y+z
=z 4y + 2
. ) 7
WO %, Y, £, ... die Richtstiicke darstellen, so hat man nun
17 (952+?l2+zs)‘(x3+3/3+33)'($+y+3)+

+(ws+ys+53)-(931+."/1+31)-(x+3/+3)+
+ (% +y1+51)-($2+y2+32)‘(x+y+3)=
=@ 4y +2). (% T Yt ) (@ + Y ).

Nun hat man nur die Klammern aufzuldsen, indem man beachtet,
dass die mit gleichen Buchstaben bezeichneten Richtstiicke parallel
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je
drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren der so ent-
stehenden vierundzwanzig Produkte mit Beobachtung der Zeichen so
zu_ordnen, dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise
auf einander folgen, und erhilt dann eine Gleichung, in welcher man
statt der Richtstiicke die Zeiger setzen und sie dadurch zu eimer

*) Das sind niimlich alle die, welche ¢ Ofter als einmal als Faktor ent-
halten, und das Produkt Py Py P
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arithmetischen Gleichung machen kann, in welchér | wiederum die Ord- 172
nung der Faktoren gleichgiiltig ist. Die Gleichung, welche man auf
diese Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, £, ... jetzt die Zeiger
versteht, folgende:
(Yo? — Ysta + Y — Ni%s + Yifa — Ya81) 2 +
+ (s — 2325 + 232 — 2,75 + 4% — 24,2) Y +
+ (@95 — %5ys + By — B1Ys + Tvs — ZyYy) # =
= Z,YsBy — L Ys? + T3Py — Talak, T TaYfy sy — LY.
Diese Gleichung, welche sich durch die gewdhnliche Analyse nicht

auf eine einfachere Form reduciren lisst, sagt, so weitliuftig sie auch
erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene urspriingliche Gleichung
¢.f.y.6 =0,
und enthiilt die kiirzeste Losung des obigen Problems, welche auf dem
Wege der Koordinaten moglich ist. Man sieht hier in einem recht
schlagenden Beispiel den Vortheil unserer Methode, und die Formel-
verwickelungen, in die man hineingeriith, sobald man diese Methode
aufgiebt.

§ 120. Das statische Moment als Abweichung,.

Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschattung und
Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschaftssysteme einem
spiteren Kapitel *), in welchem diese Begriffe in einem noch grésseren
Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so schreite ich nun zu
den Anwendungen auf die Statik.

Der Begriff | des Momentes tritt zuerst hier in seiner ganzen Kin- 172
fachheit auf, wie auch der Begriff der Kvaft erst hier seine Darstellung
findet, indem wir die Kraft als Liniengrosse, also als Elementargrosse
zweiter Stufe auffassen. Unter dem Moment einer Kraft «f in Bezug
auf einen Punkt ¢ verstanden wir oben das Produkt

[oc] . [«p] oder (u— @) . (B— o);
multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente @, so erscheint
das Moment als Ausweichung. der so entstehenden HElementargrosse
0.(¢—p).(B— a); diese ist aber nach dem bekannten Gesetz der
Husseren Multiplikation gleich-

o.a.f,
somit konnen wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren als
Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der | Beziehungs- 173

*) Kap. 4 dieses Abschnittes.
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punkt und -dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Gleichung zwischen
den Klementargréssen auch zwischen ihren Ausweichungen besteht, so
wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produkten statt-
findet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl nicht
umgekehrt.

Man konnte daher selbst zweifelhaft sein, ob man nicht lieber
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment defi-
niren und, was wir bisher als Moment fixirten, nur als Ausweichung
jener Grisse darstellen soll. — Doch behalten wir den festgestellten
Begrift bei.

Unter dem Moment einer Kraft ¢f in Bezug auf eine Axe go
verstanden wir oben (§ 41) das Produkt

lod] . [6e] . [«f]
(6 —@).(x —6).(f— a)

Multipliciren wir dasselbe mit g, so erhalten wir das Produkt

0.0.¢.0,
dessen Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erscheint das Mo-
ment einer Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eines Pro-
duktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor die
Kraft ist, oder, einfacher ausgedriickt, als Abweichung der Kraft von
der Axe. Da iibrigens eine Gleichung zwischen Elementargrossen vierter
Stufe im Raume, als einem Elementarsystem vierter Stufe, keine andere
173 Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ihren | Ausweichungen, so
kann man das Moment in Bezug auf eine Axe auch direkt als Pro-

dukt dieser Axe in die Kraft auffassen.®)

oder

§ 121. Neumer Weg fiir die Behandlung der Statik.

Es bietet sich auf diesem Punkte der Entwickelung eine Methode
dar, durch welehe wir alle Gesetze fiir das Gleichgewicht fester Kirper
ohne Voraussetzung aller frilher bewiesenen Sitze der Statik auf die
einfachste Weise ableiten kémnnen.

*) Da der Name (statisches) Moment jetzt iiberflissig erscheint, indem er
durch den Namen der Abweichung vollkommen ersetzt wird, und sich dieser sogar
noch leichter handhaben lisst, so wire es gewiss rweckmigsig, wenn man den
Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem ihn zum Beispiel
La Grange in seiner mécanique analytigue iiberall gebraucht, wo er von dem
Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das sogenannte statische
Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe ich dies nicht ohne wei-
teres einfithren wollen.
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Wir bediirfen dazu nur cinestheils des Grundsatzes, dass dres
Krifte, | welche auf einen Punkt wirken, dann und mwr dann im Gleich-174
gewicht sind, wenn ilre Summe null ist, oder, indem wir zwel Krifte
oder Kraftsysteme einander gleichwirkend nennen, wenn sie durch die-
solben Krifte aufgehoben werden konnen, dass swei Kriifte, die auf
cinen Punkt wirken, der auf denselben Punlt wirkenden Summe beider
Kriifte gleichwirkend sind, anderntheils, dass zwei Krifte, welche anf
cinen festen Korper wirken, dann und nur dann im Gleichgewichte sind,
wenn sie in derselben geraden Linie wirken -und einander entgegengesetzt
gleich sind. Hieraus folgt sogleich, wenn wir den soeberr aufgestellten
Begriff des Gleichwirkens festhalten, dass zwei Krifte, welche auf einen
festen Korper wirken, dann und nur dann einander gleichwirkiend snd,
wenn sie i derselben Linie wirken wnd einander gleich sind oder ein-
facher ausgedriickt, wenn sie als Liniengrissen cinander gleich sind.

Betrachten wir daher die Krifte, welche auf feste Korper wirken,
als Liniengrossen, so zeigh sich sogleich, wie zwei Krifte, deren
Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend seien; denn
ist o dieser Durchschnittspunkt, so werden sich beide Krifte als
Liniengrossen darstellen lassen, deren erster Faktor « ist; sind dann
¢.p und «.g, WO P und g Strecken bedeuten, diese Kriifte, so sind
sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit o . (p + q) oder
mit ¢.p+ .4, das heisst sie sind der Summe der | Krifte gleich- 174
wirkend, auch wenn die Kriifte als Liniengrossen aufgefasst werden.

Sind die Krifte parallel, znm Beispiel die eine gleich «.p, die
andere gleich mf.p, wo p wiederum eine Strecke bedeutet, so konnen
wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Princip nicht un-
mittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander aufhebende
Krifte zo Hiilfe, niimlich «.mf und mp . «¥), so sind jene beiden
Krifte gleichwirkend den vier Kriiften

a.p, o.mp, mp.e, mp.p,
von denen die beiden ersten, da sie auf denselben Punkt wirken, ihrer
Summe gleichwirkend sein werden, und ebenso die beiden letzten, und
wir erhalten somit die beiden Kriifte

«.(p+mp), mB.(@+p)
als den gegebenen Kriiften gleichwirkend. Diese beiden Produkte
konnen wir, indem wir zu dem sweiten Faktor-den ersten hinzuaddiren, 175
wodurch nach den Gesetzen der Husseren Multiplikation der Werth
des Produktes nicht geiindert wird, auf einen gemeinschaftlichen Faktor

# Beide heben einander auf, weil «.mf =—mf .« ist.
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bringen; nimlich es werden dann jene Krifte gleich

«. (¢4 mpB+p), mB.(«-+ mp -+ p).
Wenn nun m nicht gleich — 1 ist, so stellt der zweite Faktor einen
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1 m); beide Krifte wirken
dann auf einen Punkt, und sind somit ihrer Summe gleichwirkend ;

diese Summe ist

(@ + mpB) . (& + mp + p),
das heisst, sie ist gleich

(e 4 mp).p.

Und so sind also die beiden Kriifte e.p und mp . p, wenn nicht m
gleich — 1, das heisst wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen
null ist, Miner Kraft (« 4 mp).p, das heisst ihrer Summe gleich-
wirkend.

Da nun die Wirkungslinien zweier Krifte, die in Einer Ebene
liegen, sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt iiberhaupt,
dass zwel Kriifte, welche in Einer Fbene liegen, jedesmal, wenn ijhre

175 Ausweichungen nicht zur Summe Null geben, Einer Kraft | gleich-
wirkend sind, welche die Summe jener Kriifte ist. |

Betrachten wir nun noch den Fall, den wir bisher ausschlossen,
dass niimlich die Ausweichungen beider Kriifte zusammen null, das
heisst beide Kriifte, als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind,
so leuchtet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht
sind, wenn sie in derselben Richtungslinie liegen, das heisst die Summe
der Kriifte selbst null ist. In diesem besonderen Falle kénmen wir
also auch moch sagen, dass beide Krifte ihrer Summe gleichwirkend
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen, wo beide Kriifte
als Strecken zur Summe Null geben, als Liniengréssen aber mnicht.

In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht
Gleichgewicht vorhanden; aber wir kénnen auch leicht zeigen," dass
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kriften das
Gleichgewicht halte. Demnn aus den beiden Voraussetzungen, die wir
zu Anfang dieses Paragraphen aufstellten, geht hervor, dass die Aus-
weichung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichungen

176 der einzelnen Kriifte. Also miisste hier die Ausweichung der | frag-
lichen Kraft null sein, das heisst, diese Kraft selbst miisste null sein
und die gegebenen Krifte schon im Gleichgewichte stehen, was wider
die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass zwei
Kriifte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken,
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich-
wirkende einzelne Kraft zuriickgefithrt werden konnen. Dieser Fall ist



