
Zrnei parallele Krhftc' [rfi'fiepaare- [r'itfte im Eaums' ?Ql

aber derselbe, in welchom tlie Krii,fte keine L'iniengrbese als Sumle

ilarbieten, sonalem eine Ausilehnung zweiter Stufe; 'in cter That ist

d..[t-B'p gleieh (";0).?r was eine Ausileluung zweiter Stui'e

darstellt.
Um clie Becleutung ilieees Falles ftir tlie statik nii,her fu,s Auge

zu fassen, benrerken wir, tlass das Gesammtnomont zrreier solcher

Kriifte irr Be,ug auf alle Punkte im R,aume, tlas heiset die Gosammt.

abweichung deiselben von allen Pu:rkben, eins konstante Griisse ist.

fn der Tna't, aa die gesammte Abrreichung gleich der Abweichung iler

Summe ist, tlie SourLe aber hier eine. Austlehnung zweiter Stufe ist,

u:rd die Aliweichung einer Aus'lehnun$ imm61 dieser selbst gleich ist'

so folgt, tlass die Gesammtabweichung jener beideu Kriifte von jeclern

1r.ti.Uigeo purikte der Suume tlieser beialen Krlfbe selbst gieieh ist,

also ko-nstant bleibt, sobald iliese somme es bleibt. wir sagen daher,

es seien beide I lG'?ifte iliesem Moment, welches <luroh ihre Sun1me 1?6

aorg.utuXt wird, gleichwirkends)' Somit kbnrren wir nun deo Satz

aufstellen:

Zwei oder yne.lyt.u.e Kttifte, wel*lt,c ,in Ei,ner Ebme wirlwn, sincl ilu.at

Su,wmc gletcltwblwnd. 
-

Nfi,mlich von zwoi Kr.ilfteu llsst sich fies aogleich auf belicbig

viele iiberiragen.

$ 122. Allgemoiuea Geestz fiir d'as Gleiohgewioht'

Gehe[ wir zur Retra,chtung iler Kr5fte irn 
.R'aume 

iiber' so ]rabel

rvir ilaraD zr eriilueru, dass die adtlitiol von Krhfben als Elerne[tar-

grbssenzrreiterstut'enurilanneinerealeBedeutunghat,wenrrilie.
*".ttr*u i]l Diner Ebene als einem systeure dritter stufe Iiegeu, hin-

gegen ei]1e bloss for:melle Betleutung gewinnt, weun | fies uicht der rzz

ii'orr i*t. yermbge d.ieser formellen Beileutung wurtleo zwei solehe

Summen eina,nder gleich gesetzt, wen:r sie dorch Anweniloug der realen

Aclditiou und cler a,llg**uiout additiven Yerhiipftngsgesetze sieh auf

ilenselbeq Ausalruck zurfi-cldiihren lassen'

Betrachten wir nun zwei solche $ummen von Kriiften im B,aume,

welehe sich auf tliese Weiee auf ilenselben Ausdruck zuriickftihren

laaseu, und bedenken, dass bei iler realen Addition, weil dabei die

+)EsistrliesaleoaJeeitreErweitorulgtlesBegriffsileaGleichwirkensaa-
,u*eheo, hdem d.as Momenb solbst alg oine eigenthiimliche Kraftgrouse aufgefastt,

ist, welche mit arrderu Krf,,fteu zugammenwir}en kana ; tlailurch iet .[ie i'' ile.r

statik so wichtige Theorie tle! Krii,f[epaare in ihrem va,hreu Gegiehtepunlrte aof-

gefaest.
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K-riifte iu Eirrer Ebene liegen, die Summe der Kriilte jedesmal der Ge-
samrntheit iler einzellou Kriilte, wele,he ihre Stitcke bilden, gleich-
rvirkentl sei: 60 fblgt, ilass bei jeler Umwancllung der fornellen Summe
in eine ihr gleiche, jetlesmal die Krlfte, welehe dieso Sumure bilden,
eiuaniler gleiehwirkend bleiben, also ,,rlass swei Yereine von Kr6,fteu,
welche gleiche Sumrne darbieteu, allemal ei:rander gleiehwirkenil sinil",
also auch, ,,dass eine Roihe von I{rhften, cleren Summe null ist, irrr
Gleichgewi&t ist".

Nun lrbnnen wir ferner jeile Sun',nre von Kriiften auf Eiue Kra.ft,
dslsn Angriffspunkt willkiihrlich ist, uad Ein Momeut, oder aur:h auf
zwei Kriifte zurtiokfiihren. In der That, setzen wir tlie Surnme mehrcrer
I(riifte gleich

d.9 * Mt
wo a ein Element, p eine Streclre, a . p a,leo eine l(raft, M aber eine

lzzAustlehnung zwoiter Stufe, also ein Momen[ darstellt: go werclen nad:
ilen oben dargestellten Siitzen beide Ausdriieke daun und unr clanr
gleich sein, wonrr sie gleiche Ausweichung uud vo1 irgend eirrern Ele-
ments, zum Beispiel a, gleiehe Abweichung habenl es rrruss also dann
p gleieh dler Summe aller Ausweic,huugen, rvelche die einzelnen Kriifte
ilar;bieten, md M gleich der Suuure aller Abweichungen von dem
-Elonente c seiu I da aber beide Summen stefs real sind, die erste als
Summe von Streckeu, die letzte als Srrmrne von Ausilehnungsgrbssen
zweiter Stufe in einem Systene dritter Stufe, so liisst sich jeue Beihe
von Kr'&ften allemal auf die augegebeue lrorm lrringen, u:rtl zwar irt
rz willktlhrlich, rlauu aber p unil -[f [sg[imrn[. Kann man nur jeuc
Kraftsumme auf tlen Ausilruck a.lr+ -24 bringeu, so kam man sie
aoch auJ die Srmme zweier Kriifte bdngen; iet zum Beispiel M gleich
r.s, so karrrr uan von deu Gliede a.p das Glied a.s subtrahiren
nnil tlasselbe Glieil zu .n{ addiren, ohne den lMerth der Summe zu
fi,nilern, untl erhiilt so

178 d.p+ M-a.(p -s) f (c fr).s,
wo die rechte Seite zwei Kriifte da,rstel.lt. Da enrllich zwei yereine
von Krdften, welche gleiche Summeu haben, einantler gleichwirkend
sind, wie wir oben zeighen, so hat man tlen Satz, ,,dass sieh jede Reihe
von KrH,ften im Iiaume auf zwei Krifie oder auf eine Kraft und ein
Moment zuliicldiihren lassen, welche ihnen gleiehwirkend sintL unil die-
selbe Summe liefern, wie jene Kriifte.tr

Bieran sohliesst sich sogleieh ilie Eolgerung, ,,tlass mehrere Kr5fte
auch nur dann im Gleiohgewiclt siuil, wenn ihre Summe null ist{r;
ilenn auf zwei ihnen gleichwirkendo Kriifte, w6lche auch fieselbo Summe



Il,uduktion beliottig vieler ErSfte. Gleichgewichl,.' Gesa,mDrtmonent. 203

liefern, Iasseu eie sich zur0ekftihren, aber zwei Kriifte sind nach der
zweiteu Yorauosetzung nur da:nn im Gleiohgewichte, wenn ihrc Sumruc

null ist, alsdann wiriL aber a,uoh ilie Summe der gegebenen Kriifte, da

sie tlieselbs ist, nultr seia; also int jener Satz bewieser. ,

lilena :run uwei Yereixe yon Kreften einancler gloichwirkend sind,

so mtissen fie des einen Yereins uit tleu entgegengesetzt genommeuerr

Kriiften des andern (nach der Definition des Gleichrvirkels) zusammen-

gesetzt Gleiehgewielrt geben, ilas heisst naeh dem vorigeu Satze, ihre
Sumure muss null sein, also mtisseu dn.nn die Kriifte des ei:nen Yereius
dieselbe Summe liel'ern, wie die des andernl somit habeu rvir bewiesen,

,rdass zwei Yereine gleiahwhkender I Krii,fte nothvenrlig gleiche Sum-1?8

men liefern.t' Faesen wii ilieaen Satz mit deur nugekehrt'en, den wir
vorher bewiesen haben, uuB&nutren, so erhalten wir ilen Satz:

Dass ewci Tereine aon Kritften ilarur, wtd nx.r dann ei,naniln' gleich-

wtrleenrl sind, watn sie glei&e Stcmmen lidww.

Dieser Satz )erechtigt uus, die Gesammtrritkuug urehrerer Kriil'te
als die Wirk,ng ihrer Summe aufzufassen, auch clann, 'tvenu tliesc

Suume sich uicht mehr als eilzelnc Klaft darstellen liisst; wir habcu

sonft deu allgemoinen Satz,:

Zu,ei, oda mehrwe Krtifte sind iln'cc' Sum'ma gleich'oh*end, uul si,ntl

,nu' danlt im Gleiclryadchtc, uenn iht'e Swnmc nu.ll ist.

Dieuer Satz uufasgt alle fttiheren und erscheiut als ileren Eud-
rosultat.

$ 123. Allgerneine Boriehuug zwiecheu den et&tirohen Mou.renten.

Dass uun zwei Vereilc gleichwirkender Kriifte in Bezug auf jetlen

P,rnkt untl jrde Axe gleiches Gegammtmoment I haben, dass zwei \er- 179

eine von Kr[{ten, welohe gleiche Gesammtausweichung und in Bezug

auf irgentl einen Punkt gleiches Momeut habeq eiaander gleichwirkend
sinil unil in Bezug auf jeden Punkt urd jede Axe gleiches Mometrt

haben, siud jetzt, nachtlem wir einon Yerein von Kr[ften als ihrer
Summe gleichwirkend dargestellt haben, nur a,ndere Ausilrucksweiseu
der von uns in iler abgtrakten Wissensehaft aufgestellteu Siitze. -Wir haltea uns ilab.er mit der Ableitulg jeuer statischen Gesetze nicht
weiter auf,, uad wollen statt alessen eiueu allgemeineru Satz fiber ilie
Theorie tler Momente aufstellen, welcher alle Siitze, die uan bisher
iiber diese Theorie aufgestellt hat, a.re Allgemeinheit weit iibertriffb,
untl ilenaoch dureh unsere Anql.yse sieh auf's einfachst€ ergiebt.

Um tliesen S*tz sogleich in eiaer leichtfasslicheu Form zu gebeu,

will ich eiuen ueuen Begrifr einftihren, welcher fiir tlie Betrachtung
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der Yerwandtschaftsbeziehu,go, iiberhaupt yon cler gr0ssteu wichtig-
keit ist Nfimlie]r ich sage, dass ein, yerein aon, Gidxen ,in d,er.serbett,

- zaklenrelation stelw,, wie ein an|ilaw yuein adeprechender Griissan, wwtn
jede Gletchlwit, welche awtsclwn den yielfaehw,su,rnm,en aus den Griissen
cles l,etaten Yerehrc stattfindet, awck besl*heru ble,{bt, tnenn man statt iliaer
Grdxen dde entrymchandm, cres ersten Tereins setat. Der satz, deu wir
hier beweise, wollen, l?i,sst sich nun in der Form darstellen:

179 Dia Geswnmtmnmente ei,nes Kriifteoereins ,in Beaug au,f aerschied,qte
Pwnlcte odnr asen stehen in ilerselben zahlenrelation, wic d,iese pwktc
oeler Axen.

Denn ist s tlie summe des Krii,ftevereins, so ist aras Gesauurt-
uroment desselbeu in 

. 
Bezug auf irgend eine Griisge r. (sei dieselbe

nun ein Punlt oiler eine Axe) gleich rler Ausweidrung des lrrodulites
.4. 19; sintl nun verschiedene, Beriehuugsg'iissen A, b, ... gegeben,
uncl herrscht. zwische, do:selben eine Zahlqrrelation, wele.he'-sich io
cler Form

aA{bB*..,:0,
rvo o, b, .. . Zahlengrdssen si:rd, darstellen liisst, so wirtl auch, wern
ua.n mit rS muliiplicirt,

oL. S + bB .,S + ... :0
seinl fieso Gleichulg bleibt nun nach $ 112 aucrr besterren, wenn

7's,man statt der Produ-kte a.s, ... ihre ausweichungen, das heiost die
Momente von I in Bezug auf jene Griisseu setztl arso steheu fiese
Momeute in derselben Zahlenreration, wie die Beziehurrgsgriissen,

Yermittelst dioses satzes ktimeu wir also ar-,s ,Ie,* ftomenten iu
Bezug auf zwei Punkte tras Moment in Bezug a*f jeden andera puukt
derselben geraden Linie finden, und ebenso aus den Momenten in Bezug
auf fuei Punkte, elie 

_-nieht 
ia Einer geradeu L,,inie liegen, das jedem

andern Pnnkte derserben rbene zugehtirige; ars den Mome'ten in
Bezug auf vier Punkte, clie nieht in einei E.bene liegen, das jed.em
andern Pukte des Baumes zugehiirige; fenrer aus den Momenteu irr
Bezug auf zwei Axen, {:.it schueiden, das Moment in,Bezug aufjede audere ilurch denselben punkt gehende und in trerselben dbene
liegende A**i 

"og 
tlen Momenteu in Bezug auf drei Axen de"selt,u.

Ebene, welche nicht durch Einen punkt g.h"o, das jeder andern Are
de'selben Ebene; unil 'flberhaupt aus deu.Momenten in Bezug auf eine
Reihe von aren, welche in keiaer zahronrelation ,u eioaniuo steheu,
dae 

_Moment in Bezng auf jede Axe, wolche zu ihuen in begtimmter
Zahlenrelation steht.
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$ 124. 'W'ann ein Yorein von Erefton ein'or oinaolnerr Kr&ft
gloichwirkt.

Ieh schliesse fiese Anwenclung ruit der Lbauag cler Aufgabe, die

Bedingungsgleichung zu fiuden, welohe bestehen mussr'wenr ein System

von Kreften einer eiuzelnen Kraft oeler oi:rem Mourent gleiehwirkend

seil soll.
IubeidenFal]enwitdtlieSummederKr5,ftesalgProduktIzweierrao

Elemontargri5ssen erster Stufe dargestellt werilen kiirtuen, uDd darau3

folgt fiir ilieseu Fa1]. sogleich die Gleichuug

s. s: 0,

eiue Gleichung, wolcher nie geuiigt wird, weurr S eirro formelle Sunrme

tlarstellb; duno d*oo l5sst sioh s als suEme zYeeier Krii,fte darstelleu,

welchs nicht in ilemelben Ebene liegen; es scier dies:1 und Ji, also

S:A*8,
eo ist

s. s: (t + B).(/ + lj)
2A.8,

weil n;imlich r{.l4. uud B.7l nuII sintl, zt'-i? aber gleie}r 3''4 list*);lxr
ila nun zl und R nicht ilerselben Ebene angehtrren, so kam auch -4. 3
uicht null sein, lrlso ist jeue Gleiahung

s.s-0
ilie notlrwenilige, aber aueh ausreichende Bedingungsgleichung fiir den

Fall, ilass S elne einzelne Kraft ocler ei:r einzehtes Momeut tlarstellen

soll; untl zwar wirel sie ein Moment darstelleu, wenn ilie Ausw-eichuug

von $ null ist, im eutgegeugesetzten tr'alle eilre Kraft von geltentlern

Werthe.
br s:/+j9+ C*"''

so wiral
s. s: 2a.B + 2a.c +28. C * "',

also gleictr der summe aus alen Produkteu zu zwei Faktoren, ilie sich

,o, d*o Sttieken bildeu lassen*{!). Daraus folgen sogleich ilie S['tze:

Ein Ya"ein aon Kriiften ist ilantt u'nd' ')l'ur dann einer cinselnax

Kraft oder ei,*em ei,nsel,neru Mument glei,chwi,tlcend, toenn die Swmm* der

Proilulcln au, zwei Taklorm, wekhe si,ch, aas den, Kriiften bikfun lasswt,

nwl,l, ist.

) Nemlich weil .d untl 3 Griissen zweiter, a,lso gorailer Stnfe sintl, welctrc

sich nach g 55 ohne Zeichenwechsel vertausehon lasesn'
*t) Namfich gleioh itor eiafachen Surnme, wsnn mrrtr tlie Prottukte 'd" B

uuil B. d als rerschieilen gebililcie betracLtet.
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Ir'erner
hlei Yaaine 1)0ru Krtiften ltiinfian nur dann ei,nanda' gleic'huir:lcend

187 sei.n, auenn d'ic Pradukta sxc ilfiei Taleloren, ocelclw sich, I aus den Krdftm
des einen Yerebts bilden lassat, gleiclr,e Suwnw liefern wte die aus tlut
I{rtiftw des andetw gebildeten.

Diese S5tze bleiben aueh noch bestehen, wenn man statt iler Pro-
ilukte zweier Krii,fte iiberall ihre secb.sten Theile, nhmlich ilie Pyra-
miileu, welche die Kriifte zu gegenii).rer-liegenden Kanteu habeu, einfiilrrt.

Drittes Kapitel.

Ilas elngowanilte Proilukt*).

A. Theoretische Sntwickelung.

$ 125- tr'ormslle Erkliirung d.os eingewand.ten produktes 
I

Grad d.er Abhtingigkeit und der Multiprik6f,i611.

782 Der Begriff des Produl<tes als eines ii,usseren hestaurl dariu, tlass
jedes Sttick eiles Tahtors, weiches von dem andern Faktor abh[ngig
wa,r, ohne \Merthiinderung des Produktes weggelassen .werden konate,
worin zugleich lag, ilass das Produkt zweier abhH,ngiger Grbsseu null
sei Reale Grilesen, ilas heisst solche, die sieh als Produlte aus lauter
einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden dann ,rvou einantler un-
abhiingig" gena,nnt, wenx jeiler einzelue Fahtor derselben ganz alrsser-
halb desjenigen S;rstems lag, was tlurch fie tibrigen Faktoreu bestimmt
war, oder, mehr abstra,kt ausgedrtiekt, wetrtr keine Grbsse, die ilem
Systeme von einer tler Gr6ssen angehbrt, zugleich dem durch clie
semmtlichen iibrigeu bestimmten Systeme angohbrt. Da nun fiese Be-
stimmung, weleho ilas Produl,-t als eia H,usseres chara,l<terisirt, nicht
in dem Begriffe des Produkies a.lr sich liegt, so muss es miiglieh seiq
tlen allgemoineu Begriff des Produktes festmhalteu, urrcl doch jene
Bestimmung aufzugeben, oder durch ei_ue andere zu ersetzen. Um nul
diese neue Bestimmung au.fzufindenr mtiesetr wir, da lach ihr aueh
das Proilukt zweier abhiingiger Grbssen soII eiren geltenden 'Werth

haben kbnneu, die verschiealeneu Grade iler Abhiingigkeit uatersuchen.
\Meun zwei Systeme hbherer Stufen tiberhaupt von einantler ab-

hiiasig sincl, so wird es Griissen geben, welohe beiden zugleich ange-
hbren. Da nun jeiles System, welches gewiEse Griissen enthilt, auch

+) Ygl. zu tliesem Kapitel iteu zweiten Anhs,1g. (18??.)
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siimmtliche yor iLxer abhiingige Grbssen, das heisst das gq,Dze alurch
sie bestimmte System, also auch clas iiusssre Protlukt jener Griisseu,
enthalten muss, so folgt, I dass Syeteme, welche gervisse Gr0ssen ge- l8z
rueinsehaftlich enthalteu, auch das ganze durch ilieee Gr6ssen bestiumte
System, also auch das [ussere Produkt clerselben, gemeiusehaftlich eut-
halten werden i naeh der Stufeuzahl dieses gemei"schaitlichen Systemes
rvird nun auch der Grad der Abhiingigkeit bestimmt werden kiinneq
unil wir werden sagen kiiunen, zlroi Systeme seien im rl-ten Grade
von eiuauder abhiingrg, wenn sie ein System ot-ter Stufe geruein-
schafblich euthalten, und ebeuso, zwei rcale Grdssen ruigD inr fll-t€tl
Grade von einander I abhiingig, weun die durch sie bestiurmten Syateme tss
es siud, oder wenl sie sich auf einen gemeinschaftlicheu Faktor m-ter
Stufe bringen Iassen (und auf keiren liiihereu). I)ies letztere nflmlic]r
folgt aus deur Yorhergehendeu, da nach $ 61 jede Grbsse, welcho dem
durch eiuc auilere Grbsse bestimmten S.ysfieme eugehbrt, auch als -['aktor
tler letzteren augeseheu rverden kann+).

Jedem Grade der AbLiilgigkeit nun entspricht eine Art der Multi-
plikation; wir fassen alle diese Arteu der Multiplikation uater dem
Namon der eiugewandteu Multiplikation zu.eauuleo, und verstehen
ins llesondere uxter dem ehtgeaoandten ?roilukt m-ter Shtfe dasjenige,
i:n welchem ohne Werthilnderung ilesselben in jedeur Faktor nur ein
solohes Sttick weggelassen verden ka,nn, welches vou dem anderu
Faktor in einem hirhereu, als ilem al-ten Grade abhiingig iat; und
zw&r reruren wir das eirrgewandte Produkt zr-ter Stu{e ein reales,
wenla ilie l"akboren n'eaigstens im ral - fetr Grade von einaniler abhiingeu,
hingegen ein fornrales, wertr in einem nietleren **.1. Der Werth des

eiugewandteu Prorlulrtes besteht dam eben in demjenigen, was bei
jenen verstatteteu Aeutlerungen konstant bleibt. Ntu ilas reale Pro-
dukt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung uuterwerfen, indem
das fornale eile anilere Behantlhngs- und Bezeichnungsweise erfbrdert,
uud iiberdies von viel geringerer Ssdsstnng ist

Das teale ei:rgesandte Produkt hat nun eutweder einen geltendeu.Werth, 
oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jeiles Pro-

ilukt, uull, weun eiu Folrtor es wird, sondenr &ueh, wenrr die I beiden ras
Faktoren in einem h'oheren Grade voa eiuander abhEugen, als die Stufe
tler eiugewandten Multiplikation betrfigt Niimlich dies letzterc folgt

t) You ilon uuabhiingigen Grdseea wfuden wir aho ragen kOrneu, eio seieu
im aullten Gracle, das heisst eben gar aicht abhlngig vou einffliler.c) Der fornale Begrifr des eirgewarilteu (regressiven) Protluktes ist in dor
Aueilohnungrlehre von 1802 als unfrucbtbnr uufgcgelion untl tlatlumh ilie ganze
Srche verebfacht rvorilen. (18??.)
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darausr, dasb man ilanrr einen Faktor als l}umme betrachten ftarrn, dereu
eineg Stiick null und deren anderes er selbst ist, und dass man danrr
uach der vorhergehentleu Deffnition dies Stiich weglassetr darf, wo-
durch das Produkt gleich Null erecheint.

$ 126. Beziehung zwischsn dem gemeinschb,fuichen und dem
nii,chatumfo,gsondeu Syeteme.

Urn die Bedeutung des reale, eingewa,ntlte* Ptoduktes ilarlege'
zu kiirrren, haben wir das Nullwerden deeselbeu abhiingig zu macherr

184yon dem systeme, welchem beide Faktoren I angehtireu, wiihrend wir
es bisher von ilem gemeinschafhlichen systeme beider Faktoren oiler
von dem Gratle ihrer gegenseitigen Abh?ingigkeit bedi.gt sein riesserr.

Wjr stellea uns zu dem Euile die Aufgabe: ,,Werm das zweieu
Grbssen gemeinschaftliche system gegeben ist, das sie zuniicrrst uu-
fassende System, das heisst das niedrigste*) System, welchcm beirle
zugleich angetrbren, zu firrden.,(

Wir erinner-n hierbei ilara,n, dass eine Griisse einem Systeme dau,
u,d nur daua angehiirt, wenn sie einer antlern Griisse, dje dies System
clarstellt, urbergeorduet ist, ilas heisst, sich fieselbe als iiusserer Faktor
ilieser letztereu Gr6sse tlarstelleu lii,sst. w-enn rlaher 1 und B clie
beiden Grilssen sind, und c ilr gemeinsehaftliches System ilarstellf,
so wird sich G als d,usserer FaJitor sowohl von ,{. als von lB darstellcn
lassen, also zum Beispiel B auf die Form cl? gebracht werden kiin:reu.

Indem wir C als tlas gemeinochaftliche System fiir 1r:nd B setzen,
so meiuen wir damit nach dem vorigeu Paragraphen, dass C alle
Giiissen in sie.h enthalte, welche dem L ulil B gemeinschaftlich au-
gehbren, aber auch keine anilern Daraus folgt, ilase D keine Grbsse
mit 24. gemeiusclaftlioh haben ka,nn, weil sonst a.o',h CD, das heisst
B noch Griiseer mit ,{ gemeinschaftlich haben wfirtle, welche nicht
ilem Systeme von C angehiirten, wid.er fie A::nalme. Da nun hier-
riach A und D von eiaautler unabhiingig sind, dae produkt AD also
als d,usseres einen goltonden'werth hat, so werden znerst beiilo Grbsseu
-4 und 3 iliesem Proilukte 1D untergeorrhet sein, intlem ,4 unmittel-
ba,r als s,usserer Faktor clesselben erscheint, von ileu beiden rraktoren
iler Grbsse B oiler cD aber der eine c tn, a enthalten ist, der andere

rt*u:rmittelbar in I jenem Produkte /D erscheint, also auch B selbst a,Is
iiusserer Faktor ilieses Protluktes daretellhar ist. Dass es aber teine
Grbsse von nietlerer stufe giebt, weleher beiile Griiseeu -d und .l? unter-

+) Damnter iet nattirlich tlas Systeni, was alie kleinst€ Stufenzahl hat
verstehen.

,zl



oder

Das gemeiaschaftlichs unil dag ulchstumfaeoendo Syatem' '/p7g

georihet sind, folgt sogleie,h, ila eine eolshe Grbsse sowohl -{ als D
zu S,ussereu Faktoren habeu muss, also, lla beiile von einantler uuab-

hii.ugig sind, auch ihr Proilukt /, (5 125) als ii,ussereu Fahtor eut-

halten muss. Also stellir4.D dae jene Grbsseu,{. und B zuntiehst um-
fasseude Syste"r! ilar, unil die Aufgabe ist gel6st. Ilierin liegt tler Satz:

-ll'mn awei, Griissen A wrd B als luiclwten ganeh*ehaftl'ichar Fahtu'tia
cfuw @'iisse C habm, und rnatt setat eine dose[hcn, aum Beirytiel, B, gleich

dem, du$sren, bodukt CD, so stellt das h'oduht der andcrn in die

Grdxe D, niirnl,ich das h'oduht AD, das nddxlumfassandc Sgstern dar.

Bezeichaen wir die Stufeuzahleu der rier Grbssen A, B, C, D
urit den enLsptechenilen ldeineu Bucbstaben, die des niichstumfasseuden

Systemes *ii t, so haben-wir rr gleich e * d, oder da -IJ : CD, also

l,:cfdiat,
orler

w,:a*U . ",
w{c:a*b.,
c:a,+b-u,

das heisst:

Die Stufwmltlen awiier Griissen sinil eusanunengmomnten ebenso

gross, als dia Stufenzalil dw ikttan gemeinsdtafll,ichat, flgstem,w und dia

da s'in swniichst wrnfasscnd,en il$aaunengenofibrnut;

oder

aus ilq Shufw,zahl cles gem,ei,nschaftlichn Sgst*tns noeier Grdsssn

findet cnan Aii d6 niirchstumfassenibn,, i,ttilem man iew uon da' Summa

dm Stufwaoh,len, webhe ienat einzelnan Grdssut iugeh:oren' arbbalitt;
oder

a,u$ der Stufene,ahl, d,es Ewet Grdssen suniich$t utnfassewtlaz Systemcs

findet mom dic des genwinschaf'tliclun dutch Stthtraktion do astcrat aon

iler Swmme il,er Stufmzahknr beiclv Griissen.

Lr'tler letzten tr'orm ist dieser allgemeiue Satz besonders ftir die

Anwenduug bequetq, wie gich leicht zeigt, wenn mau ihn auf die rso

Georretrie rn fi.berhagen versucht.*)

a) Botrachto ish zurrr Boispiel dio Ebeuo als das nfrchotumfarsende $ystem

zweier Lioienn so wirtl, da jene als [lementatsystem von dritter, iliese vou rweiter
Stofe eiud, ilas gemeinechaftliche System ron (2f 2 -3)-ter, tlns heiast von
erstcr Shfe eeir, und aomit eutweder durch eineo hrnlrt oder tlurch eiro Eich-
tuug ilargeetellt eein. Somit hu.ben wir il*n:r deu Satz: ,,Zwei geraite Linieq
welche iu dsreelben Ebene liegen, ohrie zuea--e"rufallen, achneiden sich ent-
wetter ia Einen Putrkte odgr laufen parallel." 'Wirtl tler B,aunr ale n[,chatu:n-

fasseuiles Syetem geilacht, so haben wir ilie Sii,tze: ,, Zwei Ebonea, welche uiclrt
zusamnoerfallen, sehneiden sich eufweder iu eiler geratlen L,inie, oder liegen cil-

GrrrEuroDnr \Yorta. I. 14
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S 127. EioftiJrruug dea BesishungsEystomos.

7s6 Es batbe nach $ 125 ein eingewa,niltes Produlit zweier gelLen[len
lflerthe danr uud uur cla*u wietle*urr eineu goltencle, realeu werth,
werrn clie stu{e des iLaen gemei,schaftlichen systems gleiclr wtrr iler
Stufe der eiugewandten Multiplikaiion, oder, mit Arrwer:ilung des im
vorigel Paragraphe, bewiesenen Gesotzes, wenn clie stufe des nlicLst-
uqfasseuden Systeures untl die der eingewar:clten Mnltiplihation zu-
samueu gleich der Stufonsumme bcirter Irahtoren sind.

Neunen lvir uun im Allgemeiuen itiejonige Zahl, welche die Stui'e
der ei.ngewandteu Multiplikation zur Stufensumme beider tr'aktoreu er-
giir-rzt, tlie BezieJrurigszahl des eingewandten Proclulrtes oder der
eingewandteu MtrltipliJ<ation, so folgt, class das eingewanclte proilrrkt
zweier geltenilen werthe nur daun u,tl immer danu einen ge)tenclen,
realen werth liefert, wenn die stu{e des nl,chstumfassendeu slsterues
gleieh iler Beziehungsza,hl des Produktes ist. T[urde die stnfenza]rr
des gemeinschaftliehen Systemes g'osser als die stufe rler einge*a,dteu
Multiplikation, so wurile das Produlrt nach $ 12b null, wurrle sie
kleiner, so e'hielt das Proilukt einen bloss. formalen I[erth. Bleiben
nuu fie Stufen beider tr'aktoreu dieselben, so wird, wenn ilie Stufe
des gemeinst'haftLichqr systemes wiichst, fie cles n5ohstumfasse'rler
Systemes abnehmen uud umgekehrt, weil beide eine koustante Summe
haben, ufimlich r]ie Stufensumme beider ].aktoreu Daraus folgt, dass
ei:r eingewand.tes Produkt zweier geltender Werthe null wirtl , wenn

196 alie stufe iles eie zuutichst umfaaseuden I systemes kleiner wird ale
die Beziehungszahl; unil ei:ren formalen Werth erhiilt, wenrr sie
grbseer wird.

Wenn also eia System von [-ter Stufe gegeben ist, unil wir
wissen, da"ss alle in Betracht gezogetreu Grbssen diesem Systeme als
Hauptsystem (s. $ 80) angehtiren, so sind wir auch sicler, dass das
eingewandte Produlrt, desseu Beziehungszahl i. ist, einen realen Werth
haben werile. T[ir no:rnerr tlann fieee eingewandte Multiplikatiou eine
auf jenes System beziigliche, und nennen tlies System das Be-

lgTziehungssystem I des Produktes*), und wenn tliesom Beziehungs-
systeme zugleieh beitle Faktoren angehbren, Bo nen:reu wir dasseibe
auch (iler frtiheren Beneunungsweiee gemiiss) das Hauptsyetem ales

ander parallel " l ,, eino Linio, welche nicht ganz in einer Ebene Iiegt, schneidet
tliese entweder in einem Punkte, otler liogt mit ilr parallel,,L,zwei Ebenen, weleho
nicht parallol tintl, haben eine Eichtung, aber auch nur Iine geueiurchaftlich.,.*) Die Stufenzahl t[ieses Syatemes ict oben die Za:lrl , ilie :nir o]ren Be-
zie)rungsza,hl nannten.
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Produktes. Dann kbnuen wir sagea, das eingewandte Proilukt sei irumer
ein rea,les, wenn ilie Faktoron dem Beziehugteystene a&gehbren, es

sei zugleieh vou geltendour W'erbhe, weirn das tlie Faktoreu zuniicbst
uurfaesende System zugloich ilas Beziehuugssystem iles Proiluktes ist,
uutl es sei nnll, wem ilas nichstumfaesoutle Syste,n beiiler Faktoren
dem Bezielmngssysteme iles Prodnkteo uutergeortluet u:rtl [also] vou

uiederer Stu{o ist.

$ 128. Dadurch iat dis Einheit dor iiueseren und der oingowandten
tr[ultiplikation vermittslt.

Das 6,rusere Produkt zweier geltender Grbsseu zeigte sieh nach

$ 55 drl.un als nu\ weun eie von einauder abh?ingig sfud, ila"s heisst,

rsenu alio Stufe des eie zrur?ichsb urnfassenden Systemes kleiner ist als

die Stufensrtnrme tler beideu Faktoronl oder, ila wir ftir das ii,useero

Produkt jedee Systenq welchem die tr'aktoren rurtergeordnet siud, und

dessen Stut'euzahl grOsser oder ebeu so groes ist, wie jene Summe, als

Beziehuugssysteu aneehen k0rurr:n, so kbnlen n'ir, das Geeetz deg

vorigeu Pu,ragrapheu erweiterud, segen:

Edr I'roilalil awcict gclteilt:ru Wuthe ist tlunn und nwr tlanct, nwll,,

wann d,ic fialctoren oon einaflder a)iliingtg sintl, unil, augleich' ilt'r niichst'

tr,tnl'assutrlrs Systana *ie&rigw ist als tlas Beaiehwgssystcm.

Eieriu liegt d*nn zugleich, ,rdaes ein solchee Produkt nur danrr

einen geltenden Tferth hatl, wenn entweder heide ]aktoren vou ein-
ander uuabhtsueig sind, oder ihr niichstumfasseniles System rlas Be-

ziehungasystem ist." Und zwar iet im eratereu tr'alle ilas Produht ein

[usserea, im letzteren ein eingewaniltes. Wena beiile Beitingungen I zu- taz

gleieh einheten, das heiset beide X'aktoren yon einender unabhiiugig
eiud und zugleieh ihr niicLetumfassendes System das BeziehuDgosystem
ist, so ksnn ilie Multiplikatiou uicht nur als fi,ussere, sonderr auch als

eingewandto nullteu Grailee aufgofanst werclen. Dadurch erweiterb sich
tler zweite Batz iles vorigen Paragraphen zu folgendem Satze:

'lYenn in einem Prod,ukte aweier geHatfun Wathe d,ic Sktfenxtmnze rcs
dq' Faktoren hl,einu ist als il,in Beti,elnmgsaalil, so ist das Pt'odukt eht

ihtssrzes; ist jene Summe gr,,6slr.,r, so tst das Prodwkt cin efuryewandtes

u,nil swar aon so ti.dl,er Slufb, als dor Uebersohwss jeuu Swnme iiber die

Beziehmgsaahl betrtigt; isn enill,iclt, jme Surane diew Z@hl, gl,eick, so ka,nrt

das Profulat sswoli, als (wsseres, wi,e auclt als eingewand.tns w,i,lter Stufc

batrachtet wwilst.

Durch ilie Einfthrung des Beziehuagssyatcmes otler tles Eaupt-
systemes liabeu wir Eomit den wichtigen Yortheil errungen, dass es

l4*

I
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mur, wenn einmal das Beziehungssystem als Ilauptsystem feststeht,
nicht melrr nbthig ist, ftir. das Produkt nweiet Griissen die Multi-
plika,tionsweiee noch beeonders festzustellen, d.ass es daLrer nu-rn aueh
als flberfltissig erscheiut, die li,ussere Multiplikation von der einge
waudteq oder fie verschiedereu Grade der letzter.en ilurch fie Bezeieh-
lrung zu unterscheideu.*)

$ 129. Des oingewandte Prodult in der tr'orm der Untorordnung.

188 Um nun den geltenden'Wer|r eines realen eiugewandten I Pro-
duktes in eineu ei:rfachen Begriff zu fassen, urtissen wir filr dlas ge-
gegebeue Proclukt, dessen Werth zu ermittell ist, alle trormen auf-
auohen, in welchen es sich vermtige der il de.- Definition festgestellten
formellen Multiplikationsgeaetze darstellen l'*i,sst, oh-ne seinen Werth
zu H,ntlern. Das, was tlann allen dieseu fiormen gemeinschaftlich ist,
wird den Werth fieses Produktes unter eiuen einfachen Begrifi gefasst
ilarstellen.

789 Die vermbge der I Deflnition verstatteten Fonnirrilerungen sind
ersteus die allgeurein uultiplikative, dass man die Tnaktoren in umge-
kehrtem Yerhd,ltnisse ii,nilern darf, utd zweitens die besondere, dass
mau aus dem einer Faktor ein Sttick weglasseu darf, was von dem
arderu Faktor in einem hiihereu Grade abhiingt, als die Stufe des ein-
gewand.ten Produlrtes betrii,gt; oder, aufs l3eziehungssystem zuriiek-
gefiilrt, dass mau aus dem eiuen X'aktor ein Stticl< weglassen iiarf,
welches mit dern andern X'aktor zusammen yon oinem Systeme um-
fasst wiril, tlessen Stnfe kleiner ist als die Boziehu:rgszahl.

AIs einfachster tr'all erscheint iler, wo der eine tr'aktor das Be-
ziehungssystem ilarstellt, der andere also ilm uutergeorthet ist, otler
kiirzer ausgeilrttckt, wo das Proclukt in Ilorm iler Unterordnung

+) Zugleich habeu wir hierdurch ilen Yortheif ei',er leichtereu Anwendbar-
keit auf tlie B,anmlehre g€wonnen. Betrachten wir zuu Beispiel ilie Ebene , also
ei.u Elomoatauydem ilritter Bbofe, alr Eauptsystem, wie dies ttberal i in tler Plani-
mefuie geschieht, so wirtl ilae Protlukt zweier Elementargr6soetr in Bezug auf dies
Bystem ilanl uatl uur denn null eein, 'wenn sie von eirander abhil,ngig sirrd uud
zugleich eiuenr System rweiter Stufe angehdren, das heisst, wenn sie Pr,rnlrte oder
Richtungen gemeiaschaftlic} habeo uatl zugleich in' Eiaer gerailen Linie liegen.
Betrachten wir feraor tler Baum, das heilet also eir Elementarayetem vierter
Stufe als Hauptsystem, wie ilies in der Stereomehie als solcher geeohieht, so virtl
ilas alarauf bozftgliche Proilult zweier Elsmertargrdsson tla,nn uncl nur ilam null
sej.n, 'wonn sie ir alersslbon Ebone liegen ir:rtl zugleich voo oinantlor abh&ngig
einil, das heisst Punl'te oder Riehtungen gemeilsctraftlich habeni z.* Beiepiel
das Protlukt zweisr T,iniengritseon, welche aich uchneiilen oiler eina,uder parallel
sind, da$ zweier Ebeneu, werrr sie iu eilaartlor liegeu, uud ao weiter.



S 130-132. Reale Bedeutung dee eingewaudten Produktea; der
ouf oin Eauptmaas bertigUaho eigenthtim.lioho W.orth desgelben.

s 130.

Sind iu dem allgemeineren B'alle I und .B die beitlen Ilaktoren
der eingewanclten Prodrrktes, und stellt die Grbsse C, dereu Stufen-
zahl c sei, das beidcu Faktoren gemeinscbaftlicho System ilar, so wir(
wern B gleich CD gesetzt wird., AD nach $ 126 | das ulchstum- 1se

faseerde System, also auch nach $ 1?8, wenn das Proilulrt nic.ht null
irt, ilae lleziehungssystem tlarstelleu.*)

Nun zeigten wir in $ 129, dass datru ausser der allgemeinen
multiplikativen i nur die Form?inderung verstattet ist, tlass der eilerso
Faktor CD ur ein Sttick wachse, welches von dem andern Faktor z{.

in einem hbhereu als ilem c-ten Grule 6[h;irrgig ist. Es ist.klar, ilass
diea Sttick uicht uit OD gleichartig sein tliirfe, weil eiD solches mit
:l in demselben Graile iler Abhdngigkeit stehen wtirde, wie CD selbst;
es muss also mit CD uugleiehartig a,ngeno**en werden. Fitr ilie Att-
ilition der uugleichartigen Gr0ssen hatt6n wir einen realen und einen
formalea Begrift' aufgesbellt, von deneu der ereter.e dann oi-ubrat, weua
beide zu addirentleu Glriisseu arrf eine solche Weise iu cinfache tr'ak-
toren zerlegt werden kbnnen. dass sie alle bis auf Einen tr'aktor g+.
meinsohaftlich euthalien. Da nun tlie formale Ailfition nur als abge-
kiirzte Sebreibart auftrat5 so werilen wir ilie Beileotuug unseres Proaluktes
schon auffinden, weDrr wir uur ilie reale Addition beriieksiehtigea, uud

') Wir setzen hier natihlich yoraue, dass tlas Proilukt nioht uull sei, weil
fflr tleu tr'all, ilasa es null iat, keiae Ermittelung sefues Werthes aehr ndthig ist.

Dae erugewao.tlte Produkt in tler Porm tler Unterorihung- Zls
erscheiut. Da lrier ilae n?ichstumfasseuile System immer zugleich das
Beziehungssystern ist, Bo kanr koinem der Faktoren eia geltendes Stiiok
hinzugef0gt werden, ohue ilen Werth iles Produktes zu 6,ndern. Die
einz.ige Form?iuderuug, welche deu Werth iles Proalultes ungoindert
liisst, ist dahor fie allgemein multiplikative, dsss niimlich die Faktoren
eich ix u-gehehrtem Yerhiiltuisse indorn tltirfeu, also

A.B:rrA.l
gesetzt \ycrden kann, wettt ru irgeud eine Zahlsngriisse darstellt. Es
bleiben sornit bei allen vers[atteten Formlnderuugex die Syateule der
beitlen Faktorel konstant, und ihre Grtisse iinilert sich dabei uur iu
umgekehrtem Yerhiiltnisse. pis lusa,rnmenssU6urrng beider Systeme
uebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu ver[heilenrlen
Quautum bildet daher rleu Werth jenes Protluktes.
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also annehmon, ilas hiuzuz*adtlirende stiick habe r:rit cD alle ei'{acherr
rlaktore, mit Ausschlnss Eines sorcheu gemeinscrraftrieh. Dieser Eiue
einfache Faktor nuu wir.d, da das hinzuzuaikliteade Sttick von ,4 in
einenr hiihoren als dem r-ter Grade abhiingen so[, notrrwendig dem
Systeme von .L angehbrer, wflhrend unter den tibrigeu eiufachei Fak_
toren nothwenfig die sii,rnnrtlicheu eiufachen Faktor-eu von o vorkom-
men mtissen, Ds wird sich also diee sttick in cle'For,r c-IJ darstelleu
lasse, miisgeu, wo Ig von ,4 abhiingig ist. ffie,rach wird nun das
Irroilukt iu iler Fonn

octer a. (cD + cE)

a.c(D+E)
e'schoinen, wo -E vorr ;1 a trh iingig ist. vergleicrren wir nulr dic beitren
Protlukte

A.CD:A.0(D+E),
so stellt l-D rlas,H,chstumfassenile system ftir clie Faktore, tles erster,,lQ + Z) das fttu die tr'aktoren des zweiten produktes darl u,d tla
-E von .d abhii,ngig, also

AD:A(D+E)
100 ist, so ist auch clas niichstumfassentle system fiir beide protlukte dasselbe.

ausser dieser tr-ormiinder,'g isi ,rur nocrr die ollgemein multi-
plilrative verstattet, dass die lrraktoren sich in uugekeilrtem zahlen-
verhiiltrrisse hnder,. Da hierdurch die systeme der iakioren nicht ge-

rc-I^d,ndert werderr, also das gemei,schaftricie und tras I n?ichstumfassende
system aueh bei ilieser tr'ormu,nderung c]ieselben br.ibur, so breiben
die genauten Systeme 

-iiberhaupt bei leder Formiinder",org des pro_
duirtes .ieselben und geh.ren arso zu tremjenigen, *r. ,r.,,"ko*tuotu,
werth dieses Prod.uktes ausuacht. setzt -* auo gemeiusctrafuichen
iiusseren X'aktor C als derl mitileren, so dass das frodut t, wie wir es
schou oben ilarstellten, in der trorm

A, CD
erscheint, so gieht das Produkt der d,ueseren traktoren Ail das niichgt-
u.mfassende 

_ 
System; und es stelleu da,nn also so.wohl der mittlere

tr'aktor aJs das Produkt der beiden H,usseren r.D konstante systumu dur.
Yergleielen wir beide Griissen cu:rt{ 1D auch ihrem wlrthe uach,

so ha]:eu wir nicht bloss diejeurgen umgestartungen zu rr.ro"t.i"irig"-",
durch welche der .[verth der eingewanlten Fakto.eu .l nnd, OD, iaernicht der itrres Produkbes A. CD geiindert wiril, sondem ru.h .ii._jeuigen, welche den werth des ii,usseren produktes cD und das system
seines erste.. Faktore uugeii,ndert lassen. vermbge der efften A; der



lioastaEte Systone bei sirem eirgewanilter Protlulcto. zlb

Unrgestaltung kounte CD w ein Stiich C-E wachsen, in weleherr Z
von /l abh[lgig ist, ver:nbge.det zweiten ka:rn D um ein von C ab
htingiges Stttck wacheen, welches dauu gleichfalls von J- abhii.ngig sein

muss, weil C dem -d urbergeordnet ist. Bezeichnen wir dnher auch

ttiee Stticlc mit I/, so verlganalelt sich i]I beiden Fiillelr tlas Proalu]t'

"4..C1) in das ihrn gleiche A-C(D + E). Da nun E von A ab-

hEngig, also
A(D + E): aD

ist, so ist in beiclen Produkten sowoLl der YV',erth des mittleren Fa,h-

tor:s, als auch cler Werth des Produktes aus ileu iiugseren Eaktoreu

clerselbe gebliebeu. Ausserdeu ist uun bei beideu Arten iler umge

staltung nur. noch dio allgemeile multiplikative Foruii,niloruug, nach

rveleher sieh die Faktoren i:l umgekehrtem Yerhiiltnisse andern konnen,

anwendbar. Weudet urau iliese Aenderung bei beiden Arten iler Um-

gestaltu[g n, so wiltl jedesmal, welul dem ei[en Faktm eine Zahl

ot. p*Ut* hinzugeftigt wiril, ei-uem andem dieselbe I Zahl als Divisor rgt

hilzugeftigt werden uiissenl a,lso auch, wenn Yon tleu tlrei Paktoreu

des Produktes einer, zum Beispiel C, at'- mal grilsser wird, so muas

das Produkt der beideu auderr r,?-Dral kleiner wertleu, das heisst, c
untl ],{-D miissen eich dann im umge}ebrten Yerhiiltuisse | ilndem.*) ro,z

Da nuu hierin zugleich schon liegt, dass ihre systeme koustaat bleiben,

so kiinaeu wir als Besultat der bisherigen Entwickelung den Satz aus-

sprechen, ,rila,ssr wen" ein eiagewaudtes Proiluht atf den Ausdruck

i . Cn gebracht ist, in welchern der miitlere Fahto. C ilae ilon beiile,

Saktoren iles eingewanilten Produlites, z1 und cD, gemeinsehaftliche

systern ilarstellt, ttau Ouud /D, das heisst der mittlere Faktor und

das Proalukt der beiileu Iussern sich uur iur urngekehrten Yerhllt-

uisse 'rinderu k iinlren, weun tlas ga,nze Protlulit konstanten werth be-

halten soll.r'
$ 13r.

Um die Bedeutung dsg singewandten Produltes vollstlnilig zu

gewir,r'en, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob ilieee beiden

dystene, fie clurch den mittleren uuil ilureL das Protlukt der 6usseren

tr'aktoren dargestellt sind, nebst dem au{ sie in ruultiplikativer YV'eiec

zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungeiindertem werthe

; geht zugleich C flber ia nO, so geht I oUo io ; tlos Produkt der

eusseretr Faktoren /D ist danu tibergegangen

D
m

C
D:-lll t

gogangen ist.

*42, wahrentl C in rl0 tber-

ber in rz -d, "o 
*ira CD iibergeihon irr 9I) 

o.1u,
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dee ei:rgewandten Produktes konstant bleibt, vonetiinrlig darstellen,
oder mit andern Worten, ob, we.n sich jeue Gr0ssen C wd AD in
umgekehfien verhailtnisse iinilern, das prodult a. cD stets Ironstantetl
flrerilr behalte, vorausgeeetzt, dass iler mittrere Faktor c unausgesetzt
tlas den beiden Eaktore, -4 uod cz gemeinschaftriche system darsteile.

Dass diee in der That der F'alisei, kiiunen wir reicht beweisen,
wenn wir uoeh vorausgetzeu, dass die eingewandtou Faktoren. gleiche
Slufenzahl behalten. Zu tlem Enile seien A.OD und z{,. C, D, zwei
solche Produkte, in welcherr der mitilere F'a,J<tor c oder c' tlas derr
beitlen eingewandten Faktoren z{ und cn odor ,4 und (}'D' gemeit.,-
sehaftliole system darsfellt. wir setzon yoraus, ilass beim uebJrgauge
aus dem einen Ausdrucke i. den andern 1D sic-b im uurgekJrh.

rszYerh6]tnisse geii,udert habe I wie c (worin schon liegt, ila,ss ihrJ systeme
Iio.stant gebliebeu siad), uud ilass fie stufenzahl von .4 uutl rl-ie von
Lrz dieselbil geblieben seien. IMir wollen zeigen, dass beide prorlukte
A.CD und 1.C'D'einander gleich seien.193 zuliichst liiinnen wir ] das Ietztere auf die For.ur brirgeu, tlass
cler mittlere Faktor derselbe sei, wie in dem ersten protl.kt{wodureh_
rlann auoh dae Produkt der beiden busseren in beiden gleiohen werth
erhalteu wirtl. Es sei da,nn das letztere produkt tib-ergegangon in
At.CDt, so haben wir uun die einfa,chere yoraussetzungl ar*r-

aD: atDr
ist, uud Au,,d A, ebenso wie -D uud -l), von gleicher St.f.e si,d; unti
zu beweisen bleibt ilay,l nur, daes

A.CD-Ar.CDr
sei. zwei gleiche H,ussere Produkte, dereu entoprechende Fahtoren gleiche
Stufenzahlen haben (wie hiet AD ooil Ir.D) mflsssn aber durJlr. eire
H,eihe von Formlindernngen a,us eila,nder erruogba" seiq welehe theils
darin bestehen, daes die Faktoren sich in umgekohrtem yerhiirtnisse
iindern, theils darin, dass der eine x'a}:tor um ein von ilem anclern
abh5,ngiges Stiick wechst. Bei der ersten Aeuderungeart ist nnmittelbar
einleuchtend, dase sich auch der werth des eingewanilteu produktes
A.CD nicht iindere, Bei iler letzteu kam entweder D um ein vou -d
abhii,ngiges Stiick, oder L um ein von D abhiiagiges wachsen. Geht
also zuerst D tn, D f _14 itber, wo -E von Z atneugig ist, so geht
A.CD n_ A.C(D f .E) odel,J. A.(OD + C.U) fl[; O, rri*i g
von,4 alihH,ugig, C aber dem _,4. untergeordnet, also im c_ten Graile
von ih,n abhiingig ist, so is| CE in einem hijhereu als dem c_ten
Grade von /. abhii,ngig, kann also ars stiick des &Dder,tr l,aktors wtig-
gelassen wordeu, ee ist also der werth des proilultes uoch trerselbe
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goblieben. Zweitens koaate der Fa,ktor .d um ein von I) abhiingiges
Stiick wachsen. Ee sei /. gleioh CF, ao muss run, wenu C noch
immer, vie wir voraussetzter, das gemeinschaftliche System ilarstellen
soll, das W-achsen iles Ilaktors z{ um ein yon .D abbiiugigee Stiick
iladurch bewirkt werden, dase I um eir vou -IJ abhiiugiges Stiiok I

wtiehst; dies wird dauu, aus der''selben Grunde wie vorher tler Zu"
wuche vou D, den Werth des garzen Produktes utgeiiadert Iassen.

Somit eohen wir, class bei allen Aenderuugen, welebe den Werth
des mittleren I'aktors und den des Produktes j det beiden iiusseren nn-tla
geii.ndert lassen, auch cler Werth iles gesarrmten Proilulites unge6ndert
bleibt; oder, irdem wir noch eiren Schri[t weiter znriic]gehen, dass,

werur Bich jene Griissen C I uuil AD n umgekehrten Verhfi,ltmisse lpJ
iindern, det Werth des Produktes A.CD unter der Yor:ausgetzung, ilaas

fie Stufenzahlen yon z1 und CD dieselben bleibeu, sich nicht Sndere.

Fasseu wir hiermit ilas Besultat des vorigen Paragrnphen zuBam rnen,

so kbnueu wir sageu, ,rder W'crth eines eingewandteu Produktes bestelre,
weun die Stuferualrlen tler Faktoreu gegeben sinil, iu ilem gemeir:-
sehaftlichen uld niichsbrrmfassenilen Systeme beider Faktoren neLret derr
auf beit{e Systeme multiplikativ zu yertheilenden Quanttr.m."

s 132.

Es erscheint hienrach der Begriff iles ei:rgewandten Produktes
uor:h abhiingig von ilen Stu{buzahleu, sofem naeh ilen bisherigeu Be-
stimurungen zwei Proclukte noch nicht als gleich betrachtet werder
ko:utcr, so lange ihre Itahtoren ungleiehe Stufeuzahl besasseL Diese
Abhiiogigkeit des Begtiffes vou den Stufenzablen ftihrt in tlenselben
eino Besclrr?inkung hinei-n, welche dor Einihchheit des Begriffs sehadet
unil der analytischen Behandlung widerstxebt. Inilem wir ilaher diose

Beschriinku:rg au-fllrehen, setzen wir fest, dass zwei eingewaatltn. ko-
dnrkte oon gel,trndem Werthn A.CD trnd /.'. C'D'r 4n wclchen ilie beiden

letoten Eaktoran durch tiwsere fululti,pl,ikation aerkniipft stnd, fu mitllse
abq da$ dan beiden edngewandtw Faktorm (A und CD, oder A' wrd
C'D') getnetnschaftliche System, darstellt, einandu glni,ch seim., sobald
iiberhaupt das Prod,u,kt der tiu,sssrstm Eoktaren uwtcl der *dittl,ere in beiilat
Ausrh'iicleat, gbich shtd,, oder br unryekchrtem, Ycrhiil,tnisse sfchor, gleich
viel, ob ilie Stufenzahlen der entspreehendeu Faktoren tibereinstimuen
oder nicht.*1 Namentlieh kbunen wir durch diese Bestimmung jeiles

t) Zu einer solehen erweiterteu Definition ei.ail wir berechtigt, da tbsr die
Yergleiehuog von eiagewaailten Proilu-kten mit nngleicheu Stufonza,hJen ihrer
X'aktoren noch nicLts festgesetzt iet. Wir ehal dazu geiirungel, wcnn siy {s1
W'issouschs{t ilie ihr gebti}rouile Einfachhsit erhalten wolleu.
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Abschx. II- I(ap.3, Dar oingewautlte Protlnkt. $ 132, 133.

Produkt auf ilie lr'orm der Unterorilnuug (s. $ 129)

In der That iet hiernach

A.CD-AD.C,
wenu im ersten Proalukte C und -D dutch 'tiussere, / urrtl (lD drrrch

eingewandte i\fultiplikation verkrtipft sintl, und C tlas geneinschaft-
rc4liche System der beiden oi:rgewandtou llalrtoren ilarstellt. Demr i.n

rleur letzten Ausalrucke kann r4n als erster, C als mittlerer ttnd die

Einheit als letzter tr'aktor vorgestellt werden, welcher mit C (nach

lcs fAbsch. Il Kap. 4) dureh iussere Multiplil'ation verkntipft ist, wiih-
rend C noch das gemeinechaftliche Systern darstellt. In dieser Torm
a,ufgefasst bietet iler rweite Auedruck dasselbe Produht der iiussersten
Faktoren uud cleuselbon mittleren Fahtor dar, wie tlor erote, uncl beide
sind somit einander gleich.

Nocb llabe ich hier daran zu erittnern, dass, wenn das Produlit
der E,ussersteu Faktoreu von niederer Stufe ist als dlar Beziehuugs-

systeu, ilann beide Produkte gleichzeitig null werdsr (nnch $ 127),
also auch fiir diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. Nehmen wir
endlich einen bestimmten Theil .E cles Ilauptsystems als llauptmass
(g 8?) an, so kbuneu wir jedes auf jenes llauptovstem beztigliche ein-
gewandte Produkt auf die Form bringeu, dass der erste Faktor das

Ilauptmass wird. Nii,mlish wir ktinnen nach tlem vorher Gesagben jedos

solche Produkt, wern es einen geltendeu Werth hzr.t, auf die Form
bringen, ilags der erste Faktor tlas Beziehurrgssystem oiler hier das

Ila,uptsystem darstellt, also auc\ da wir fie Faktoren in urngekehrtem
YerhHltnisse iintlern kilnnen, auf die Form, tlass iler orste tr'aktor irgend
eil bestinmter fheil iles Hauptsystems, also auoh dass er ilas llaupt-
mass wird. Ist clas eingewandte Produkb nu[ so kbnnen wir deu ersten
FaJrtor beliebig setzeu, wenn nur iler zweite null ist, aJso kaun auch
in tliesem Ealle das Proilukt auf d"ie verlangte Form gebracht werilen.

Wir nennen danu, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist,
tlen zweiteu Faktor tlesselben den aigmtlaiirnliekm, (spui'fischen) Wefilt
oder Faletor jewu Prodaktgrdsse in Beaug auf das Eau,Ttwass E, und
sein System, weleheg zugleich d.as beiden Faktoren gemeinschaftliche
System ist, ,rdas eigeuthtiuliche System jener Grtisse;" seino Stufen-
zahl, clas heisst die Stufenza,hl des beiclen X'a,ktoron gemeinschaftlichen
Systems+), kiinnea rrir als Stufenzahl der Griiseo selbst auffassen. Erst

+) Iet dio Produktgrbsse also von geltentlem -Wertbe (uni[ nur in diesom
tr'alle lii,sst sich vor einer Stufenzahl tlereelbeu reilon) so ist tlio Stufennahl der
Produktgriisse gleich der Stufe iler eingowanilten Multiplikafiou.

218 A'
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bei ilieeer Betrachtungsweise tritt der Werth des eingewandten Pro-

duktes i:r seiner ganzeu Efufach}eit hervot.

$ 133. Einfiihrung der Ergilnzzahlon.

Aus Aeu im vorhergeherden Paragraphen aufgestellten Begrift'eils
des eiagewandten Produhtes liiinneu wir run ila^e I Yerbauschtugsgesetz /oli

ableiten.
Betrec.h.ten wir uiimlieh zwei Produkte von geltenilem Werthe,

AB . AC utd AC. AB,
il lvelcheu der Punkt die eiugewanilte Multiplikatiou, tlas unmittelbare
Zusammenschreiben die lussere Multiplikatiou arrdenten soll. und ir:
welclren tler Faktor ,4 das gemeiaschaftlicJre System, ADC odet ACD
also das niichetumfassencle Sysbem oder ilae Beziehungssystern darstellt,
so hat mau nach dem vorhergehentlen Paragrophen

AB.AC-ADC.A.
AC'. AB : AaIt . A.

Beido Produlite sintl also eiuander gleich oder eutgegengesetzt, je nach-

dem IBC und lC-B oe riuil, das heisst, je nachdem ilie iiusseren f,'a}-
toren B unil C sich ohne oder mit Zeicheuwechsel vertauschen laasen.

Nuu hat man bei der Yertausehung zweier dusseren Faktoren, welche

auf ein6nder folgeu (uach $ 55) nur damn (aber auch stets ilann) tlos

Vorzeichen zu tnilern, wenn ilie Stnferzallen beitler Falrtoren ungerade

sind. Man wird also auch tlie Fal-toren jenes eingewautlten Produktes
mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschon kbnnen, je uachdem die

Stufenzahl.eu von B und C beide zugleich urgetatle sind oaler ilsht.
Die Stufenzahlen yon B unil C ergirzeu aber ilie iler eingewanilteu
Fokboreu /C untl AB m iler Stufenze.hl des Beziehungss.ystemes 13C'.
Nenneu wir daher iliejenige ZahI, welche fie Stufenzahl einer Grbsse

zu der des Beziehuugssystemes erg?irzt, dte Ergitnaaalll jener Gr6see

(irr Bezug auf jenes System), so haben wir tlas Geeetz:

Di,e beifui Faktorm ei.nes cingananilbn Produktts l,assen si,ck fii,it

oder olme Zei,chatuechsel l)srtawchqt, ia nackd,wrt ilie Et'gtinazaklatt, d'er

Faktoren beide aqleirk Nngeradc si,nd oils nielrt.

Hierin liegb zugleicL, ilass ein trlalrtor, welcher das Beziehungs-
system darstellt, sioh ohae Zeichenfindermrg vertausehen lH,sst, da sefure

Ergiinzzahl null, also gerade ist. - Es ontspricht dies Gesetz dem in

$ 55 ftir die f,ussere Multiplitation aufgeetellten, womit noch tler
Satz in $ 68 tiber die willhihrliche Stellurg iler Zahlengri5sse zu ver-

gloichen irt.
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1e6 Da hier die Ergiiuzzahleu i.u tiie Stelle I cler ilort vorkommendeu
Stufenzahlen eintreter, so erscheint es iiberhaupt als zweckmissig

.l97auch frir die iibrigon Sl'rtze der usseren I Multipiikation, welehe sich
aof die Stufenzahlen beziehen, hier die entsprechenclen auftusucheq
was nattirlich hier nur gescheher kann in Bezug auf Produkte aua
zrvei Faktoren.

Es war die Stufonzahl ei:res liusseren Proilul-tes von gelteutlem
I{erthe die Sumnre aus den Stufenzahlen sei:rer n'aktoren. Bei iler efu-
gewandten Multiplikation ist die Stufenzalrl des beiden Ealrtoren ge-
meinschaftlichen Systems (nach $ 132) als clie Stufenzahl tler Produlit-
grbsse, wenn tliese eilen geltenden Werth hat, aufgefasst. Siud a und D

die Stufeuza.hlen der tr'aktoren, und ll fie des Beziehurgssyste'urs, was
hier zugleich das nlchstumfassenale SJ,stem ist, so ist die iles gemeia-
schal'tlichen Systems (9) nach g 126 gleich a{b-lr. Um lier
die Ergiinz,zahleu einzuffihren, karn mau der Gleichuag folgeude Ge-
stalt gebeu

h-g:h-o*la-b,
odor, wenn man die IrgH,uzzahlen mit aj, b', g' ltezeicluet,

g' : a'* b"

ilas heiost, ilie Ergii,nzzahl eines eingewanilteu Produ.lctes von geltendern
I[erthe ist die Su--o aus den Ergiinzzahlen seiner beiileu Faktoreu.

Is bleibt uns noch der tr'all, wo das Protlukt null ist, zu ]:eriicl<-
eichtigen. Bei iler eingowanilten MuJtiplikation trat dieser Fa,ll (nach

$ 125) dlanrr eiu, wenn das beiden Eaktoren gemeiuschaftliche System
vor hiiherer Stufe war, alg die Stufe tler eingewartlten Multiplikation,
das heisst a + b - h, betrug, also wenn

g>@+b-h,
das heisst

oder wem 
k-aik-b>lo-g'

a'*b') s"
und ausserdem nur nooh, wenn einer der tr'aktoren null war, clas heisst,
ein ei,nger.oandtts Profuikt zweiff gel,tffidcn Wetthe ist null, wenn d;ie

bgtinaaahl,an beidq Falfuren rusamrnerryenomtnen, griisser si,nil, als ilie
Ergiinaaahl, des beiden Faktor€n gem,einschaflli&en Sgstcns. Iin H,tsseres
Proilult zweier geltenden Werthe hilgegen erschien als null, weu:r
die Stufeuzahlen der X'aktoren zusammerlgenommen griisser sirrtl, als
die iles beide faktoren zu:qiichst wnfassenden Systemes.

Es stimrncn also diese Gesetze fiir beide Multiplikationsweisen
rs? tiberein, wenn mar ilen Begriff der Stufenzahl gegen den der ErgEnz-
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zahl unil tlen tles nH,chstumfassendeu Systeurs gegen ileu I des gemeiu- rss
schaftlichon austauschtl eine Bezieh".g, wolche, wie wir sehen worden,
bei der weiteren Entwickeluag ihre Giiltigkeii beibehiilt.

$ 134. tr[ultipltkation von Produktqnr die in der Form d.er
Untorordnung orsohoirou.

Das Produkt voD ahei uad mehr Faktoren, zu velchem wir nun
iibergehen, kann etets auf das vou zwei Faktoren zuriickgefflhrt werden,

wenrl rlur die Multiplikstion zweier Fa,ktoreu auch fiir den FalI fests

steht, ilass ilieee Faktoren wieder Produlte sind. Da nun, wenn ilie
Faktoren wieder eiagewantlto Produkte sind, der Sinn ihrer Multi-
plikation uoch nicht festgeetellt ist, so bediirfen wir hier einer neuen

Definition; und zwar milgseu w-ir festsetzeu, welche Betleutong eine

beliebige Produktgrbsse als erster Faktor, und welche sie als zwoiter
tr'aktor habe.

Wenu eine Griisse ale zweiter Faktor au{tritt so wollen wir sagen,

es werde mit ihr multiplicirt, wenn als ereter, sie selbst werde multi-
plicirt. Ich setze uun foet, ,mit einer Produktgrtisse, welche auf rlie
Form del Unterortlnung gebracht, das heisst, so dargestellb ist, dass

jeder folgenile Faktor dem vorhergehenden untergeordnet sei, multi
pliciren, heisse mit ihren tr'akLoren fortschreitend ?) multipliciren {' uud
f'erner ,,eile Produhtgrbsse, weleho auf ilie For"r der Unterordnulg
gebracht ist, mit irgend einel Grbsse multiplicireq heisse den letzteu
Faktor tler ersf,ereu mit der letztereu urultiplioileu (ohue clie friiheren
Faktoren zu ii,ndern)". Hierbei mues daox natiirlich, ilamit der Sinn
der gesamrnteu Multiplikation klar sei, die Stufe ftit eine jede der
eilzolnen Multiplikationen, auf welche jeue Eiue reilucirt wird, be-

stimmt sein.

Dass diese Dcfiuitionen ftir jedes reale Prodult ousreicheu, werde

ich sogleieh zeigen. Das Produ}-t wird riimlich als ein reales vor
geltendem'Werthe eracheinen, wenx boi den einzelnen Multiplikationen
ilie Stufe der eiugewanilten Multiplikabiou mit dem Grade iler Ab-
h?ingigkeit ilbereiastimmt; hingegen wiril es uull werdeu, wenu der
Grail iler Abhengigkeit bei irgend einer dieser Multiplikationen tlie
Stufe iler Multiplikatiou I tbersteigt, indem tladurch dann sias3 fl6v1e6

Faktoren null wiril. Bloss formale Bedeutung wiril es haben, wenn
der Grail der Abh?irigigkeii irgenilwo I geringer ist, ah die Stufe ilor zpo

*) X'ortschreitond mit einer Eeihe von Grdssen verkafipfen, heiset uach ilem
schou Itfiher eiogeftitrtou Sprarhge.brauche, so verkaripfeu, tla"rr das jedesrnalige Er-
gobniss cler Verkutipfir:rg mit der nhchstfolgenileu Griigse der ll,eihe verkrrflpt't wiril.
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z*gehiirigen Multipliliatiou, ohte tlass ander.swo das eltgegeugesetzte
YerhH,ltniss einttitt.

S 135. Jedee roale Produkt liiast sich auf die Form der
IJuterordtxung bringon.

Der Nachweis daftir', dass die aufgestellteu Definitioneu ftir das
reale Proilukt ausreichen r f,illt zusamruer ruit ilem Beweise cles
satzes, dass jedes reale Produht sich a*f die norur cler unterordnung
fu3ingen lasse.

In der That liisst sich naeh $ 132 zruiichst tlas lroilukt zweier
reiner Ealitoreu (so kiinnen wir solche rfaktoreu rlenner, die nicht
wieder ars eingewanilte Protlukte ersc)reinen) auf fie Form der unter-
ordnrrng bringen. Komnrt nur zu einem solchet Proclukt A . B, wo B
deru .4 uutergeordnet sei, ei-n dritter reiaer Iraktor hinzu, welcher mit
B im c-teu Grade der Abhflngigkeit steht,, uLit z1 im (c f d)-teu,
wii.hlend seine eigue Stufenzahl c I d { e betrligt, no wiril er sich.
darstellen lasserr in der r{onn aDE, wo c dem B (also auch rlem 1)
untergeorilnot ist, uut1 CD dem 24, wii,hrend sonst l(eine Abhiingigkeit
staffindet, vorau,rgesetzt nii,mlich, dass c, rJ, e die Stufenzahlen von
C, D, E siud. lst dann da,s Produkt ein reales von geltenilenr Werthe,
das heiset, sti:umt die stufe iler MultipliLatiou mit ilem Grade cle'
Abhengigkeit iibereiu, so lii,sst sich zeigen, dass

sei. a. B . cDE: AE .IJD .0

Iu der That, da hier fie Produktgr?iss e A. B i:r der Form iler
unterordnung erscheint, so wiril sie mit einer andem Griisse c-rfz
multiplieirt, intlem man tlen letzten tr'aktor mit derselbeu multiplicirt;
also ist

A.B.CDE:A.(B,CDE).

der Multiplikation ist, gleich B-D-U. C (naeh S 1BZ), also jeues proilukt
: a. (BDE . c).

Da hier C deu. B, ilso aueh dem BDE tanbergeordnet ist, so multi-
plicirt man uach dem ersteu Theil der Definition (S 1S4) mrt BDE.C,
iutlem ruan zneret mit B-DE unil das Ergebniss dieser Multiplikation
mit C mdtiplieirt. Nun ist aber -d. .BDE, da B urd.D, also auch

tseBD, ilem L untergeortl_net sind, unil (b + d) ilen Grad lder Multi_
plikation ilarstellt, gleich ./.J9. 3D; also ist d.er obige .A.usdruck

- AE, BD.C.
300 Dieser Ausalruok hat die Form iler Uuterorilnulg, da C clem B,
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also auch dem 3D, BD abet dem A, also auch ilem ,4-D unter-

georilnot ist.
somit lii,sst sich das fortsclrreitentle Proilukt voD alrei reineu Fak-

toren stets auf rlie n'orm tler U;rterorduulg bringen'

Komnt nun noch eil viertet tr'aktor hinzu, so kaun urau zueret

fie ilrei ersteE auf clie Form der Unlerorcluulg bringen' Es sei l ' B' C/

diese tr'orm. Tritt nun ein yierter Faktor hilzu, so mu,ss, d a,[rit der

siru iler Multiplikation ein bestimnrter sei, festgesetzt sein, in wolchem

Gra<le der Ablrii.ngigkeit er mit jeder der dlei Griissen A, B, C s|ehen

ruuss, werr cla.s Produkt eiten realeu geltentleu werth haben soll l es

mbge rlanu der vierte Falitor vou C im r/-ten Graile abhiiugig sein,

,o, .B im (rZ f e)-let, ror- A irr (d f e { f)-t'an Grade, lviitrrendl er

selbst zur Stufenzahl rf * e * f f g habe, so wird er sieh il tler

1r9rm DDIIG clarstellen lasseu, wo D dem Ll, E derl B, T dem A

untergeorclnet ist, uncl tl, e, f, g die Stufetzahlen von D, Z, Ft G
rlarstsllen. Dntrn kanu ruau zeigen , dass

A . B . C. DEFG _ AG . IJLI. CTI. D

sei. Denn es ist

a. 1] .C . DEIG : A . B . (C . DErtG)
: a.1] . (CEltG . tq,

da nii,rnlich D dem C untergeordnet ist. Da uu:r Cnf G ' D in tler

Form iler uuterordnung erscheht, so kanu mau mit seinen eiDzehrel

Faktoreu CEFG u:ril l? fottschreitenal multipliciren; l] giebt aber mit

CEEG uultiplicirt, da C und E, aLso auch CE ilem B urtergeordnet

siuil, rlen Ausilruck BTG. C-E',. Man erh,ri,lt also tlen obigen Ausfuuclt

: A.(BEG . CE). D
:A.BFG.CE.D
: AG.BF. CE . D,

ila niimiich 3 und -F, also aueh B-F', dem .1 untergeortlnet si:rd'

Also erscheiut auch ilas fortschreitende ?roilukt aus vier reinelr

Fak[ore[ in tler Form tler Unteror{lnung, md es lii,sst eich schon iiber-

sehen, wie ga,nz auf dieselbe Weise folgt, dass tiberhaupt ein fort-

seheitendes IProiluH aus beliebig yielen reinen -Eaktoren eich auf die200

Form iler unterorclnuag bringeu liisst. Ist nun aber tlies aler FaIl, so

wiral, da uach clen Defi:ritioneu sich die Multiplikabion tiberhaupt I a,ol zot

fie fortsahreitenile Multiplikation reiner Grbsson zurilcldiihren lisst,

dasselbe auch.von belie.bigen realeu Prod.uhten gelten, niiurlich dass

jed,es real,e Prod,wbt sttlt, i,n Eornc dnr Unterord,nung darstell'en kisst'

Es reieheu daher in iler That die obigen Defiaitioleu fiir das
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reale Produkt aus, uril ilie Iorm cler Untorordnulg, als die einfachste,
auf fie sieh das reals Produht brilgeu liisst, beetimmt die Bedeutung
ilessellen.

$ 136. Multiplikatiou mit einander eiageordaeteu Grbssen.

Es entstelrt urs nur dieAufgabe, die verschied.enen Umgestaltungeu,
welche nach iler bis hierher gefiihrteu Darstellu:rg das eingewandte
Produkt zulEsst, in ein efufaches Hauptgesetz zusamne[zufaBeen, s,u{

welches wir dann in der Folge stets zurtickgehen kiinueu, wenn es

sich um solche Umgestaltungen ha.ndelt.
Wir brauchen, um dazu zu gelangeu, uur die im vor{gen Para-

graphen entwiekelten Umgestaltungeu weiter fortzufiihren und it Worte
zu kleideu. Es ergab sich ilort, dass

A,B.CDE:AE.BD.C
sei, weln B dem l. u-ntergeordrret ist, C das System tlarstellb, wao
CDE mit .B, also auch rnit ,,{ geurei:rschaftlich hat, unil CD daa

System darstellt, was GDE mit ,4 gemei-nschafilich hat, u:rtl iiberdies
die Arb der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter diesen
Vorawsotzungen einen geltend.en realen 'W-erth liefert. Llnter tlensell)en
Yoraussetzungen ergiebt sich nH,mlioh auch

frDO.B.A:EA.DB.O-
Denn

EDC_B.a:@DA.D.a
:(EDB.Q.a;

u:ril da EDB. C il cler Form der Unterord-nulg erseheitrt, so uulti-
plicirt mau es (uach S 134) mit -d, inilem mal C u1t ttr multiplicirt;
da C ilem L untergeorilnet ist, so iet hier nach $ 133 die Ordnung
gleichgtiltig; man erh6,It also den z,ofetzb gefirndenen Austlruck

: EDB .(A .O);
eorda wiealer A.C auif die Foru. tler Unterorilnung gebr:r,cht ist, so ika,nn

man hier mit /. und C fortsehroitend u.ultiplieiren, und erhiilf ilen
letzten Ausdruek

202 :DA,DB.C.
Atf tlieselbe Form nurr fti-h.rt iler Ausilruck

EDC . A . IJ odet EDO . (A .B)
zurtiekl nii,mlich da EDC --d gleieh EA.DC iet, so hat man jenen
Ausdruck

EDC.A,B:EA.DC.B
:EA.DB.C.
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- 
Darg,us folgt also, dass oran i:r einenr produkte vou reaLrm gel-

te,tlen werthc mit rwei eilaniler eingeorilneteu{) Faktoren fort-
schreiteuil in beliebiger ordnurg multipliciren, oder aush mit ihrern
Protlulle auf einmal uultipliciren ilarf.

'W'onn c, d, e die Stufenzahla vou C, D, J? sind eo ist hier au-
geno*rmen (0. de, vorigeu Paragraphou), ila"ss J?.DC von / ia (c f r?)_teu
G'a<le, ron rJ irr.r c-ten Graile abhii.,ge, urrcl cla iu rleide, irodot teu

EDC./.3 und EDC.B.A
die i\tultiplikationswcise als sine reale vo, gertendem 'werthe 

angc-
uom'oeu ist, wenn der soeben bszeichuete Grad der abhiiugigkeit stott-
findet, so wird jerles von beiilen Produkten ilann aber a,uch uur darrr
uull werden, weo, rler Grarl der Abhihgigkeit wiichst, also wird, wenn
eins dieser Proilukte null wild, auch das audere null werden mtisser.
sornit bleibt tlas angefiihrto Gosetz auch bestehen, weEn ilns produl-t
nur als ei, reale.r aufgefasst ist, uud da es sich vou zwei einander
t iugeordueteu Itrktoreu rrnmifi{g}bsa auf me]uere ii}ertrageu llisst, so
halreu wir den Satz :

Strtt ot"it einun h'oduhte aon ei,traniler eingaord,natao rtaldu.en zu
rtl,til,titrtliciren, lialrxn men wit don chrsel;nen fiaktoren fortscbeitend rual,ti-
plhi,rat v,nd noar in bclicbigr Ordrur,ng,

Eierbei habeu wir die Multiprikationsweisen so angetromlneq dass
ilas Produkt bei demselben abh?iagigkeitsverhrrtuis* t ,Il.o diuu"o
rformeu gleichzeitig ale real erscheint. Dies Gesetz ilriickt somit ei,e
rrweiterpng des ersten Theils cler Deflnitiou ($ 134) aus, <Iass ,oan
etatt urit einem Prorlukt, rrelches iu I'oru a*r I uoturor,t r*g ur."t *ioq'r@
mit den Faltoren desselben fortsc.lueitenal murtiplicir.en aarr. Das ce-
setz, was den zrveiten Theii der Defiaition I ($ 184) verallgeueinert, nH,rn- ppg
lie\ dass man eia Proilukt aus einauder eingeortlneteu n'a,ktoren ruit
oiner Grtisse multiplieirt, indem rnan den letzten tral:tor ndt derselbeD
multiplicirt, ergiebt sich leicht auf iih:nliehe weiae ."ie das obige Ge-
setz, ist aber vou geringerer Bedeutnug. Uebrigens iat klar, r]Iss i,,
ilem obigen Gesetz zugleich dae Gesetz tiber deu uituereu :ilr,tto" ir
$ 132 liegt; nflmlich

BA. AC: BAC. "4,,

iadem man, statt B {ort&hreitenal uit .d nnil clem ihrn tibergeordaeten
ac zt multiplicirer:, auch in nmgekelrrter Folge rnultiplicirln darf.

_ 
*) Eianniler eingeordaete Grdsaen nenneu wir mrche, von deren die eine der

eudera urrtergeorclnet ist.
Grosamlou, lYsrlo- I. 16
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$ 137. Uigenthtimllcher 'W'erth eines oiagow&ndten Produktee aue
mehreren tr'aktorsn. Boines und gornisohtes Prod.ukt.

Wir rerlasseu den allgemeineD Begd-ff des eiugewandten Produltes
ntril beselrriinken die Betrachtuug au{ den Falt ilass ilie MultipliJration
sich stets auf dasselbe Ilauptsystem beziehe. Da nun eia jedes solches
Prodnkt nach $ L32, wenn es auf die Form tler Unterorilnuag go-
bracht ist, als ersten Faktor eut.weiler nothwendig eine das Haupt-
system ilarstellenile Grbsse hat, oder doch in dieser Forln dargestellt
werden kann, so folgt, dass, 'w'erlD. rran auf ein Proilukt aus mehrereu
Faktorerq welches sich auf ilasselbe Hauptsystem hezieht, das in $ 135
:litgetheilte Yerfablen anwendet, das Produkt sich au{ die tr'orm
bringen lilsst, dass alle tr'ahtoren mit Ausuahme des letzten das Eaupt-
syete,rlr darstellen.*)

Bringen wir alle jene vorangehenden Falrtoren, welche ilas Haupt-
systen tlarstellen, tlurch A:rwendu:rg der allgemeinen multiplikativen
F ormiintlerung aof tleneelben Grbssenwerth, uutl fassen aliesen Werth
a1s I[auptmass anf, so kiiunen wir ilann den letzten tr'aL.tor, wie es

in $ 132 schon in Berug auf zwei tr'aktoren festgestellt ist, ,,den
eigenthiirnliehen (specifischeu) Werili oder Faktor jener Produktgriisse

203in Beuug auf dies lHauptmass('u:rtl das System desselben,,ilas eigen-
thiimliche System(( tler Produktgrbsse uennen, und die Stufenzahl

:o4fieses Systems als StuJenzahl jener Produktgriisse selbst auffassen.
IMir kiin.ueu ferner ilie Grbsseu, welche durch ei.ngewandte Multiplikatiou
reirrer Griissen (s. $ 135) hervorgehen, Beztehungsgrdssen nennen, weil
sie uur iu ihrer Beziehulg auf ein System oder eil Mass eine einfache
Bedeutuag gewianeu. AIs eigenthiimlicher 'Werth 

einer reireu Griisse
erscheirt natiirlich tliese Grbsse selbst.

Es gilt hier aueh noeh das, was wir in $ f28 flber fie Bezeichauug
der Multiplikation bei zwei X'aktoren sagten, dass es nhmlich, wenn
einmal das llauptsystem als Bezieh,'ngssystem feststehe, als tiberfliissig
erscheire, ilie H,ussere Multiplikatiou von der eingewanilheu oder ilie
versehiedenen Gratle tler letzteren duroh die Bezeichnu.ng zu unter-

*) Es sei zum Beispiel E , A . B dies Protlukb, in welshem -EI d*s Eaupt-
system clarstelle, iutlem nii,mlich rlas Proilult der beiilen ersteu tr'a,ktoren echon
auf die verlangte tr'orm gebraoht ist; nu-n sei B - CJ?, wo im Falle, dars alas

ganze Protlut:t geltentlen W'eirf,h habe, AD das Ea,upteystem ihrstelle. Da,nn ist
jenes gaaze ftodukt gleich -8. AD, O, was ilie verlaagte tr'ona hat. lst tla,s

ganze Proilukb null, eo ka,nu man die erstor tr'aktoren beliebig aetzen, wenn nur
tler letzLe null ist; also karn auch tlauq tlas hoalukt auf fie verlaugts Form
gebraoht werdea,
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scheidea.*). Dagegen tritt hier eir neuer Unterschied hervor-, niimlich
cler zwischen reineE uad gemischten Proilukten.

Ntimlich reine Proiluhte uonue ioh solche, deren tr'ahtoren fort
sclueitend stets durch dieselbe Art der Multiplikation ve"trntipft sin4
das heisst, entweder nur durch liussere Multiplikatioa (iiusnere Pro-
ilukbe), oder nur dureh eingewanilte auf eiu untl daeselbe System be.
ztigliche (reine eingewandte Produkte); gemisehte hingegen neune ich
solche, deren Faktoren fortsclreitend entweder durch beiilerlei Arten
der Multiplikation (iiussere uncl eingewanilto) verkniipft sind, oiler zwar
bloss durclr. ei:rgewandte aber auf Terschiedene Systeme beziigliche.

Da die reinen uncl die gemisc,hten Proilu.kte verschiedeuen Ge-
setzen unterliegen, so ist il-re Untersc.heial"ng selr wichtig; uuil ob-
gleich eine Uuterscheid"r'g ilurch die Bezeicbaung uicht nothwendig
ist, int{em dureh die Stufenzahlen der Faktoren, weun das Ea.uptsystem
als Beziehungssystem f'eststeht, auch schsn iurmer bestimmt ist, ob
das Prodnlit efu. rei-neg oiler gemisehtes Boi, so erscheint eine solche
Unterscheidung doch iu vieleu | tr'iiileu als sehr bequem. Ich will micJt.zot
tlalw' in solchen I Etillen der Pwilcte bediffien, um &nek ste cl,ie Falatorenzls
des rshaen Prodahtes oon ei,rnnds abeusonfun, wnd uil,|, claha. fostsetaen,
dass, r,oo Punlcte aw' Baoeichw,ng der MwltiBlihati.o* angeu)andt arffilen,
dann auch, stets, werm s,i,c gar heincr oder ilasehen Klarnmw eingeorfuiet
sind, ilurch sie Faldoren ei,nns reinen ho&ddes aon ei,nander abgesond*t
u)erden, wobei dann ei,n Pro&,ckt rson tmmittclba,r f,u*arnmnngeschri,&wet
Griissen in Berug auf diese Punkte jdesrual, ak Din Faktor erscheint;
zwn Beiqiel bdeutuf AB . CD . EE ei.to reiuw fuod,ukt, dessen laldnieyr
AB, CD, EF sind,-

$ 138. Geeets ftir die Ergtimara,hlen reiuer Proilukto,

Wir k6uen run fie iu $ 133 fiir zwei laktoren erwieseuen SEtze
auch auf mehrere Faktoren iibertragen.

Zuergt was die Yertauschung betrifft, so zeigt sic\ ilass aueh bei
mehreron Faktoren ilie Stellung eines tr'aktors, der d.as Beziehulgr-
eystem darstellt, ganz gleichgtiltig ist; u:rtl ilaraus folgt clnnn ilsl-

*) Ganz anilere rirtuile dieg bei der allgemeineu realen Multiplikation rein,
indem bei ihr ilie verschietlenen Gnde iler Abhiingigkeit zwischen ileu eirzelnen
Fa,ktoreu featgestellt werilea mfiastea, bei ilenen tlac Proilukt noch ei-aen geltenilea'Werth hi,tte. Dae Proilukt aue mehroren tr'aktorel wtirds dann seher Art riph
durch eine Beiho von Zahlen bestirEnt soiq welcho jene Abhii,ngigkeitsgrade dar-
stellten; fieeo Bestiromuag wtiide eloo sitrs arsam'neuggeetzte aei-E und nicht
meLr eiuen einfachen Begrif thrstellen. Uatl ilier ist iler Gronil, weshalb wir
dieeen allgemeiren Iall hier fibergaugen haben.

15 '&
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haupt, dass m&n, um zwei Produhtgriissen zu multipliciren, utr ihre
eigenthiimlichen Werthe it Bezug auf irgend ein Ha,uptmass zt ruulti-
pliciren, urtl rliesem Frorlukte das l[aulittnass sc, oft a]s Faktor hiuzu-
zufilgen hat, ale es in beitlen Griissen zusamlnengenorurnon als Falrtor
vorkommtl zum Beispiel ;$l Hn'A. E"B, wo fI das Hauptmass dar'-
stellt, gleieh ff'H"A. B otler gleich E^+"A. B. Ilier.il liegt dann,
class rwei Produlrtgrtissen, welohe als Faktoren zusanrmentreteu, gleicL-
falls mit oder ohne Zeiehenwechsel vertausehbar si:rcl, je nachileur ihre
Ergiinzzahlen beide zugleieh ungerarle sintl oder nicht.

Die folgonden Sii,tze jenes Paragrapheu kiinnen wir nur auf reiu e

ei:rgewandtc Prsrluhte tibertragen. Da niiulich lrei zwei Faktoreu eines
eingewandten Produlrtes von geltenilem Werthe die Erg[uzzahl rles
Produktes die $rrurme ist aus den Ergii,nzzahlen tler tr'aktoren, so bloibi;
dies Gesetz }e'stehen, wenn zu diesem eingewandten Protlukte rvicder
eiu ei.ngewandter Faktor hinzutritt uld das Prodlukt wieder gelterrilel
Werth behriJt; es ist tlann die Ergiinzzabl des Gesamrutproiiuktes, itie
sogleich clurch zweimalige Anwendung des fiir zwei f'alitoren bewie-
senen Gesetzes eirrleuchtot, fie Surrme aus den Ergiinzzahlen der l'ak-
toreu, und so fort ftir beliebig riele Ilaktoreu. Da iiberclies das Produlit
zweier I'aktoretr tlann unel nur da.nn als ein eiugewandtes erscheinl,
wer, fie.Summe tler beitlen Stu{elzaHen grhsser, das heisst, die Sunme

?05 aler Ergiinzzahlen klei:rer ist als dio Sl,ufenzahl des Elauptsystems, so
poowbd, auch I das geltentle Produ.kt ats dr.ei und nrehr Faktoren danu

u:rd nur dann als ein rei-nes eingewaldtes erscheinen, wenu die Summe
der ErgEnzza}l-en stets ldeiner bleibt als die Stufenzahl des Haupt-
systems, ilas heisst, wenrr ilie Summe aller Irgiiuzzahleu iler Faltoren
noch kleiner bleibt als die Stufeuzahl des Hauptsystems.

Um eu.dlich auch den Satz aus g 133 iiher das Nullwerdeu hiel
zu iibertragen, erimern wir daran, tlass die Summe der Ergiil"zablen
aweier Griissen, welche clas Beziehungsoystem als nii;chstumfassc.niles
System haben und also als Proilukt einen geltenden 

-WertJr 
darbieten,

gleich der Irgii,uzzahl ihres gemeinschal'tliclen Systemes istl dass aber.,
weun das nii,chstumfassencle System niedriger ist als das Beziehulgs-
system, rmd tlas ProduH also null ist, fie Stufenzahl iles gemeinsehaft- -

Iichen Systems grils*er, seine }rgiinzzahl aiso kleiler wird als clie
Suume der zu den Faktoren gehbrigen Ergiinzzahlen. ftitt nun ein
Faktor hilru, so ist tlas gemeinsehafbliche system aller tr'aktoren rlas-
jenige, was der hinzutretenile tr'aktor mit dem allen rorhergehenclen
Falrtoren gemeiaschaftliehen systeme selbsi wieder gemeinschafilich
hat. Es wirtl also, sobald ilas gesamqte Prodult geltenden Werth be-
hilt, die Summe aller ErgitnzzahJ.en gleich der Erg?inzzahl des den
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siimutlichen tr'aktoreu gemeinsehafblicheD Systomes Bein; weux aber

durch irgenil eineu Faktor, weloher hilzutritt, claa Produ-kt null wird,
ohne class tler hinsuh6trende Faktor solbst null ist, so wird ilort rlie

Ergiiuzzahl des gemeinschaftliehen Sysbemes kleiner werden, und somit
a,ueh, weE.n noch ueue I'aktoren hinzuhsfsa, kleiuer bleiben als die

jedesualige Sumue aus den Erg?iazzahlen iler Fal'toteu. Es wird also

eiu reiles eingewaucltes l)rodult, detsen Fahtoren geltexale WertLre

haLlen, claun uud rur ilaal null werden, wenn ilie llrgiiuzzahl rles allen

Falitoren gemeiasehaftlichen Systems ldeiner ist als fie Surnme der

Erg'riuzzahlen der Faktoreu. Auch liegi in der Art tler Berveisfti)rruug,

class iler eigeuthtlmliche Werth eines solchen Prorluktes, welrn es

uicht null ist, das clen s'rimmtlicheu Falitoren gerueinechaltlicho S.ystem

darstellt.
Ii'asgel wir uuu fie iiber clie Ergii,nzzahlen aufgeetollten Gesetze

zusalumen und schliesseu die ontsprec,heudeu Gesetze tiber die Stut'eu-

ealrlen iiusserer Produlite ndt hineirl so erhalten wir ileu Satz:

Ein h'odnlfi oas beliebig vielen Taletore.n aott gel'tend,uc I lYerthen cor

ist ain rcines, loenn, entaoedar ilie Stafenzahl.en oder die I Etgtfuzaaltlataoc

tler Faldoren nvsan'.,tneflgsnovn nctb ltleiner sinrl, als die Shfcnaaltl' ttes

Eau1ttsgstems, u,nil, iwar irn ersteren lalle ein ii,ttsseres, im lelpteren ein

ehtgaoancltes, hingegen ein gemi,sc-ltfus, wenn keins aon bciden rler Trall' i,st.

Das reine Produkt ist null, 'itn a'stm lral,l,e, wentt d,ie Stufenaahlan cla'

Faliloren, frusdrn nengeno'ru,mffi, gfdssff si,nd al,s die Stufenaahl des cli'a Talc'

tot'cn swnirclat wcnfassenden Systernes, hn letota'm, watn tlie Ergtin'zzaltlen

tler lraktoren sws@nLm,etgenornttrcn, grdsser sind, als d'ie Et'giiwzuhl des den

Taktorw gemeinsclmftlieherN Sy$tant$. Weran, d,as rehw Drod,ultt ei,nat,

, geltendcn TYerth hu,t, so stcllt du eigenthiimliche Wtth desselben int, erstan

Falte das nticlwlurnfaesende, i,m letztuen das gemeinschaf:tliah,e Systern d,ur;

und ,int trsteren Frtle lst tlie Skfanzahl, dessehen clie Srmune au,s cl,ett

Slufansaltl,ar, da &aktorm, 'int, letzta"en ist sei,ne Ergiinzzahl cli,e Stontne

au; dqn F,rgiineodtlcn der Faktsrm.

s 139. Die Faktoren oinos roinon Produkteg laseon sich beliebig
sugammenfageen.

IMir schreiton nun uu tlem multiplikativeu Zusammenlhssuugsgesefz,

rlas heiaot, wir untersuchen, ob unil in welchem Umfa.nge

PQR- P@n)

gesetzt werilen kbnne. Sehou aus ilem Satze in $ 136 goht Lervorl
dass t'iir das gemischte Prodnkt dreier Faktoteu jeues Gesetz iur All-



") Allertliage k6u:ren X'ii.lle aufgefiihrt wertloo, in welohon vermittelet tles

Satzee in g 136 nnser Gesetz auch tla:ra uoch soine Ariwentlu:og fltlot; allein tlieeo

Ffllle sitral so veroinzelt, tlie Beilinguugen, uater d.ereo eie aintreteq 80 zusa,rtrmen-

gesetzt, tlass aus ihrer Aufz*hlug iler W-issenechaft kein Vortheil erwii,chet,

230 A,. Abaohn II, Kap. 3. Dae eingewandte Protlul*. $ 139.

gemeiren nieht gelte*); hingegen wolleu wir zeigeu, ilass tlasselbe fiir
das reine Prodolt im allgemeinulsn $irne gelte, dass also nach aler in

$ 137 eiugefiihrten Bezeiobnrurg allemal

P.Q.n:?.(0.f)
8ei.

Zuud,chst leuchtet oin, dase, wenn fie Giiliigkeit fieses Gesetzes

nachgewiesen ist fifu ilen X'aIl, dass P, Q, IJ reine Grbssen sintl, sie

damit aueL zugleich ftir den n'all daas ilieselben siimmtlich oder zum

20sTheil Beziehungsgriisseu sincl, nachgewiesen sei. I Denu rlach denl

vorigen Paragraphea hat mau Beziehungsgrbssen so mit einander zu

multipliciren, dass man ihre eigenthiir'licheu Werthe in Bezug auf ein
ro?uuil dasselloe Haupt4ass mit einaader I multiplicirt ulcl dem Produ]te,

gleichviel auf welcher Stelle, so oft ilas Ilauptmass als Faktor hinzu-
ftigt, als es ir beiden Grtissen zusaulnlelt als Fahtor enthalten war.

Da mau hiernach also iE eiaem Proclukte tiberhaupt jedeu Faktor, tler

ilas Ilatpf,mass darstollt, auf eine beliebige Stelle setzer und beliebig
aus einer Klammer heraus oiler in efue solche hinsinriigksu [ann, Eo

folgt, ilass jeues GesetzT wern es flir reixe GlbsBen gilt, aueh ftir
Beziehuagsgriissen, also allgemein gelte. Nun gilt es zua?ichst uach
tlen Gesetzen der ?i,usseren Multiplikation ftir H,ussere Proilukte reiner
Gr6gsen, also auch fiir hussere Produlte iiberhaupt. Is bleibt also

nur zu beweiseu tlbrig, class es auch fiir tlas reixe eingewandte Pro-
tlu}t reinor Grbssen gelte.

In tliesem FaIIe kommt es darauf a,rr, zrt zeigen, dass P, Q, 1?,

wenn alae eingewand.te Produkt, einen gelbenden W'erth hat, sich i:: den

Formen ABC, ABD, ADC ilarstellen lasse4 so dass zugleich ABCD
das Eauptsystem darstellt

Es seien die Ergii,uzzahleu der Grbssen P, Q, -E beziehlich d,, c, b,

so ist die Erglnzzahl des Produktes oiler iles ilen drei Faktoren ge-

meinscha.fblicheu Systemes ,4 nach $ 138 (aui Schiusse) gleich iler
Summe jener Zalleu, also gleich b * c * d; urd ist also a die Stufen-
zahl jenes gemeinsclaftlichen Systemes, so ist die des Eauptsystemes

gleich a *b*c*d. Zwei der tr'aktoren, zum Beispiel P und Q,
werilen naeh demselben Satze eir System gemeinschaftlieh haben, clessen

Ergiinzzahl ilie Suaue ist aus tlen Ergiinzzahleu jener Faktoren, also

hier gleioh c S d ist; also'ist die Stufenzahl dieses geueinschaftlichen
Systemos gleich a f 6, es wirtl somit dies Syatem durch ein ProduH
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,{B ilargeatellt werden kbrrneu, in welchem -B von lr-ter Stufe unil
you .4 unabhAogig ist. Ebongo wirtl das ilem P und -B gemeinschaft
liehe System von (a f c)-ter Stufe sein, uud also eine von L uaab-
h?ingige Gr0sse c-ter Stufe G in sieh fassen. Und zwar muss dnnn C
von /..B unabhitungig seinl dem w re es davon abhiingig, das heisst, '
hiitte C mit /J9 irgend eiue Grbsse gemeiuschaftlioh, eo wiirilon die
drei tr'aktoreu P, Q, n diese Grilsse, also eino von L unabhii,ngige
Griisse, gemeinschafflich enthalten, was mit der Annahme streitet

Somit siud nun der Grbsse P drei I von eilaniler "rabhiingige:oo
Griisseu A, B, C untergeordnot, also auch ilrr Produkt .,18C. Es
muss sich daher P als Produkt darstellen lasseu, dessen einer Falrtor
,{"BO ist; tla P aber selbst von ("*bf c)-ter Stufe ist, so wird
tler audere Faktor, den P | *ueser /.BC euth?ilt, vou uullter Stufe,zoe
das heisst, eine blosse Zahlengr0sse gein, also ? eich als Yielfaches
voti. ABC darstellen la,Bsen. Q unil l? endlich werden aus tlemselben
Grurde eiueu vou :1 unabhiingigen Faktor D gemeinschaftlich Labeq
nnd so werdeu sich die Grilssen P, Q, R beziehlich als Vielfache yon
ABC, ABD lolod, ADC darstellen laesen; ja, tla ftr die Grbssen
A, B, C, D uur clie Systeme, welche d.urch sie dargestellt werden,
bestimmt sind, sie selbst aleo beliebig gross &ugenommen wertle.n
k6nnen, so w'irtl man dieselben, wie leicht zu setrreu ist, aucb so a.n-
nehmer kbnaen, tlass die Gr0sseu P, Qr -B jeuen Wertheu selbst
gleich sind, also

P.Q .R - ABC. ABD. ADC
ist. Da das ga.uze Produkt, wie wir volaussetzten, einen geltendeu.
'Werth haben soll, also auch zum Beispiel das Produkt AI|C. ABD,
so muss hier ilas uii,chstumfa^sseude System, also ABCD, zugleich das
Bezielrungeeystem sein. Is ist ala,her fies Produ.lrt gleich ABCD.AD;
also der ganze Ausilruck

- ABCD. A,B .ADC

- ABCD , ABDC. A-

Auf ilieaelbe tr'orm nur liisst sich das audere Produkt .P. (0..8)
brhgen; ilem Q.Ii oiler ABD . ADC ist gleich ABDC. AD, also

p . Q . B) : ABC . (A.B DC . AD).

Da nun ABDC das Eauptsystom darstellt, so kiitrnen wir nach S 1Bg
die eigonthtimliehen Werth.e urtor sich multiptioiren und r{.BllC als
Faktor hinzuftgen. 'Wir erhalten abw ABA./D gleich ABCD. A,
also ist iler obise n"ttti* 

D.aBDc,a.
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Da also ilie beiden Produhte P . Q . R u:rd ?. (0 . n) ilemselben Aus-
th'ucke gleich sind, so sind sie auch ulter sich gloich.

wir rrahuren bei dieser Beweisfiihr,ng an, rrass die produkte eine,
gelte'rleu JMerth hatteu. Nu* k6r.,en sie aber auch nur gleierrzoitig
uull we,rden, weil nach S 138 das Nullwerden dann untl nur dara ein-
tritt, weul das den Faktoren gemeinsclmf'tliche system von htiherer
stufe ist, als die [stufenzahl des Beziehougssystems vernrinclert u,r

zto die) Srm,,,e der Ergii,nzzahlen betriigt, und I dies bei beideu ?roiluk-
te* nur gleiehzeitig ei'treten kann. Also bleibt auch ftir diesen FaIL
die Gleichlreit beitler Produlite besteheu. Das Gesetz gilt rlaher allge-

90g meiu ftit reine Gr6ssen, also muss es uuu aucL, wie wir obeu sa,rreu,
f'tir Beziehmgsgriisse. geltor, so dass allgemeirr ftir fie r.eine Mu]ii-
plikation iiberhaupt

r,.Q.R:P.(Q.n)
ist. Da uun e.tllich das fiuga,nrmen{assu.gsgesetz, weu,, es ffir drei
Faktoreu gilt, auch fiir beliebig viele gelten muss ($ B), scr ergiebt
sich cler allgemeine Satz:

Die fralttoren ei,nes rehrcn, Produ,lttcs l,a.ssen, sich, belicbi,g au$arnmcn-
fassen.

S 140. Boziehung zur Adctition und Subtraktiou.
Ftir die Arlditiou der Beziehrurgsgrbsse, bietet sich clas allgemei.e

ruultiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbesti:amencl dar. Ma. hat
dana nur beicle auf die rorm der unterorduurlg zu bringeu. a.f diese
Fonn g'ebracht, erscheinen daur beide als summirbar; wexn einestheils
tlas rlauptnass ir beiclen gleiehrielmal als Falitor erocheint, untl a,ndem-
t'heils die Grbssen selbst eine gleiche stufeuzahl haben I unrl zwar werden
sie dal:r atlilirt, indem man die eigenthiiulichen werthe adtrir.t, und
der Summe das Hauptmass so oft als Falrtor hiuzufiigt, als es in jeclem
der Protlutte als Fal(tor enthalten war.)

Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass

P.(Q+R):P.Q+P.R,
unil (0+a).P:Q.P+R.P
sei. Die Gultigkeit desselben haben wil zuuichst uur. fiir den tr *Il
nachzuweisen, ilass die Griissen P, Q, R reine sind, iudem das triuru-
treten beliehiger Faktoren, fie das Hauptmass tlarstellen, auf wercrres
eiah die Grdsseu bezieheu, nichts [.ntlern ka.nn. Wir nehmen da]rer
zuerst an, P, Q, R seien reine GrilsseL

+) Diese f,sstirrr,rnig ilient eben ale Defiaition, inde:, wir ,ntor iler suur:re
zweier Beziehungagr6ssen die auf clie a,ngegebene'weisrl gebilitete summe voretehen.
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Es sei, um die Stiicke iler Suurme

P.Q+P,R
auf die l'orm tler Unterordnung zu bringen, Q: AB, wo '4 dern

-Z) uutergeorilnet ist, -P-B a}er das Ilauptsystem darstellt, a,uf welohes.e4

sich die Multiplikation bezieht, uld gleich II gesetzt werden ryq, ytl
eberrso sei J? - CD, wo C dem ? uatergeordnet ist u]ld PD das

lauptsystem rlarstellt. Da hier D beliebig gr.oss aDgerommer werilen

ka1:r (iorleur o dann nur im rimgekeb.r'teu verhi,ltuisse wie D geiindert zto

rrerilen russ), so kanr: ruau es so anueluueu, dass

PD: PB: ]I
wild. Dann ist

P. Q + P. n: HA + HC : H(A + C),

letatores naeh der Defilitior'
Auf tlieselbe Form uun liiinuer rvil auoh P'(0 + 'B) bri:rgerr'

Niimlich da PD gleich -P-B iat, so folgb, ilass D atch gleich 3 pl[s

eiuer vou f) abhiiugigeu GriSsse, die wir /( ueDleu .$'olleu, gcsetzt

rvetileu liiiu"rie I to*ii 1tt -Il, was gleich (ln gesetzt war, gleicl C(I] + K),

oder gleich CB + CK. Also ist

P .(Q + n): 
" 

.(aB + cB + cK)'

Da hier ,lf von l, abhiingig ist, cK also von P ir einem hbhereu

Grade abh?ingt als CB, so kann es mit ? l<ein geltoutles Produkt

liefern, karm also Dach $ 1p5 weggelasseu werclen. Es isi also der

obige Ausclrucli :P.(aB+cB)
:P.(.a+c)8.

Dahier,4u:rd,dralsoauch(A+C)demPuutergeordnetsind,T)3
aber orler. .H tlas Elauptsystern darstellt, so ist der letzte Ausfu'uc'k

wieiler 
-il@+u).

Also siucl clie 
.beitlen zu vergleicheuilen Ausih'iicke P. (Q f lr) uncl

P.Q + ?.lt clenxelbe:r dritten Austlrucke gleiotr, aJso auch beidc'

un[er sich gleich.
Komrli mr:r ferner zo ? das llauptmass mehrmals, etwa ru-rnal'

a,1s Fa,kLor hinzu, ultl obe.nso auch zu Q unil J?, zu tlen Ietzterou aber

gloiohvielmal, dauit sie summirba'x bleiben, etwa ra-mal, eo ist das ao

f,ut, als kiirns -H zu jeilem ron der tllcleu Ausdrticken (rla { m)-nal

it"'Futrto, hinzu, 6,lgs bleiben sie gleich, we'nn sie es vorherwarer'

Da nun endlich classelbe sieh auch von ileubeitlenAusalriieken (Q+n).P
und0.P+R.?sagenliisst,sofolgt',ilassdasmultiplikativeBe-
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ziehungsgesetz a,uch ftir cliese treuen Alten der Addition und Mu]ti-

2r2 plikation ganz allgemein I gilt. sourit gelten nun auch allo Gesetze,

fie darauf gegrtirdet sireil, tlas heisst:

All,e Gesetze, welnhe die, Beaiehung der Multful,ikdion zrw A-rtdi'ti'on'

unrt,.Swbtraktim, aw ,itken, gel,tm noch 'immer allganei'n ftir iale Art
d,w Add,i.tion und Mul,tipT[lcati,on, di,e bi,sh,er futgestell,t ist'

S 141. Division in Bezug auf ein Syetom; Grad' dor
Boziehungsgr6sse'

211 Ftir die Division*) ergiebt eieh sogleich, dass sie nur ilaun real

ist, wern Divisor und Diviclend eirranilet eiageordret sintl, tlas heisst,

wer,r, entwecler der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, oder elieser

jerem.
Im erstcreu Ealle ist die Division eino Swsere, im letzteren eile

eilgewaudtel welrtr da,her beide Fli,lle zugleich eiltreten, das heisst,

wenn Divisor u:rd Divitlend eilra,uder gleicharhig sind, so kann tlie
Diyision sowohl als ri,ussere, wie aueh als eingewaldte aufgefasst werden.

Unil zwar gelten diese Bestimmungon nicht rrru') weDn die zu ver-

kntipfenden GrbsseD rei:re Griisseu, soualern aUch, wen:r sie Beziehu:rgs-

grbssen sind.

In den letzteren Falle lcon,-t ee tlanu clarauf au, dass die eigen'

thtim-Iichen lMerthe iu der angegebenen Beziehung stehen, wilhrenil
ilas Hauptsystem, auf welches sich beiile Gr6ssen beziehen, ilasselbe

ist. Hierbei kann da,uu iler Fall eintreten, tlass das Bauptmass im
Divisor tifter als im Diritlend als Faktor vorkoumtl der Quotient er-

scheint tlcnn als erne reile Grbsse, welche mehrmals dulch das Haupt-

mass fividirt ist, oder welche mit einm Potenz iles Ilauptmasses multi-
plicirt ist, ilereu Exponent negativ ist. Wir fasseu daher auch diese

reue Grbsse a,ls Beziehuugsgrbsse auf, u:ril nerrl.eu den Erponeuten

derjenigen Potenz tles Eauptuasses, mit welcher der eigeuthtimliche

Werth einer Beriehuqgsgrbsse durch Multiplikation verbulden iet, ilen

Grad der Beriehuugsgtbsse. Es ist somit die noue Griisse eine Be-

riehungsgriisse, deren Grad negativ ist, wiihrenil der Grad der vorher

betraohteterr positiv war, und auch die rei:le Grbeee fte;rrn nun als Be-

ziehungegrilsse uullteu Gratles aufgefasst werden'

Eierbei muss ich uoch beurerken, ilass die Gr0ssen nullter Stufe,

untl die das Eauptsystem ilarstellenclen Grbssen, das heisst die Gttiseeu

nullter uuil l-ter Stufe (wen:r D fie Stufenzahl iles Hauptsystems ist)
a,uf eine rwiefaehe Weise aufgefaest werden kbnneu. N'd,m1ieh ,,oiue

s) Yergleiclre ilie Anmerko.rgen zu Seite 39 uuil 4$- (18?7.)
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Grbsse uullter Stufe unil a-ten Grades ka.',n als Grtisse lr-ter Stufe
und (r-l)-ten Grades laufgefasst werdendr, indem man ilen eigen-.ar,t
thiimlichon w'erth jeuor Grtisse, weloher eine blosss zahlengbsse iste
mit einem der tr'aktoren, welcLe dar Hauptmaes darstelleq uultipliciri
ilenkt und fies Produkt als eigenthttmlieher Werth jener Grbsse auf-
fasst, woilurch natiirlich der Gra.il derselben um Eius abnimmt. Ebenso
kann qalgs!6Lrt ,ietle Griisse i-ter Stufe und n-ton Grades als Griissezrz
nullter Stufe unil @ f l)-ten Grades aufgefaost wercleu.{ Im Allge-
meinen wollen wir ee vorriehen, eiue solche Griisse alg Grijeso nullter
Stufe zu betrachten.

Es ko-*t uus lr rn darauf an, ilie Einileutigkeit des euotienten
zu untersuchen,

Es sei zu ilem Erde / iler Dividend, B iler Divisor ale erster
Faktor, C ein lVerth des Quotieuten, so dass

B.C: A

ist, uncl tler Quotient in iler I'or- f. erscheint. Jeiler 'WertL. nun,

welcher etatt C gesotzt jener Gleichung gentigt, wird aueh ols oin be.
sonderer W-erth dieses Quotienten aufgefassf werden k6men. Jeder
solche Werth wird aue dem'Werthe C durch Adrlition erzeugt werdeu
kbnneu, unil zwar muss danr. das zu C hinzuaddirte Sttick mit B molti-
plicirt Null gebeu, weun das Produkt gleich -4 bleibeu aol! und jedes
eolche hinzuaddirte Stiick vird *uch ilas produkt gleich L lassen;
nun kOnnen wir eiu solchos Stflek, was udt JB multiplicirt NuIl giebt,
allgemein *it + bezeichlen, und ila,her BageD, wenn C ein besouderer

IMerth des Quotientou ist, und 3 der Divisor, so sei der vollatiindige
Werth des Quotienten gleioh

c++,
wis wir dies gchon ftir tlie Eussere Divieion in S 62 ilargethan haben.

Doch mtissen wir hierbei etots festhalten, dass hier *fu ,1 rugleich

eiae mit C aililirbare Gr0see vereta,nden sein mrrss, ilae heisst eir.e
Gr0sse, welche uit C vou gleieher Stufe untl gleiehem Graile ist. Es
wird also tler Quotient einileutig 8ein, wenn unter tlioser Yoraussetzung

$- j"a.r*A 0 iat, das heiest, es keiue antlere Gr6sse fiixer Art X
giebt, tlio mit .B multiplicirt Nutr giebt, ala Null selbsL

Da ilas Produkt einer Gr6sse nullter Stufe, welehe selbE{ nichtrrr
nrrll igt, oder oiner Grbsse, ilie das Hauptsystsm ilarstellt, jedesmal
eineu geltenden Werth liefert, wenn iler a,uilere l'aktot eiaen geitendon
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Werth hat, so folgt, dass werur /i eiaen geltenden WelUr hat und. zu-
gleich entwetler D eelbst oder auch X eine Grbsse ndlter odcr /i-ter

213 Strrfe ist, I allemal X uu-ll sein mtisse, weur B . X null sein soll Es
wird also aueh in diegem Falle dor Quotient eintleutig seiul aber auch
irr keinem aodem. Denn wenn beide Gr0sseu B u:ril X von mittleler
Stufe si:rd, das heisst, wenn ilre Stufenzablen zwischen 0 u-ud ia liegeu,
so wird X, obae ilass ee null wird, stets so aDgeronruter werden
Ii6nuen, class B u.rrd X von einauder allhiingig siacl, uld ill' uiichst-
umfassencles Syetem doch uicht das Hnuptsystem selbst ist; es wild
also alstlaxn nach $ 128 einen geltenden T[erth fiir. X get'eu, dlesseu

Proriulit mit B Null gieht, das heissf, er wirtl dann cler Quotient uieht
eildeutig eeiu.

Ist der Diyisor null, so wird, da NuIl rnit jeder Grbsse, die wir.
bisher kemen gelernt haben, zum Produkte verJirriipft Null giebt, auch
tler Diviclend null sein miisserl wenu der Quotient eine iler bisher ent-
wiclielteu Grbseeu Bein soll, u:ril zrvar wircl da,nn jed.e c[eser Griisseu
alg eiu besonderer Werth des Quotienten aufgefasst werden li6nnen.
Ist rler Divideud aber eine Grbsse von geltenilerr Werthe, wihr.end
tler Dil-isor null ist, so erscheint der Quotient als eine Grbsse vou
garz neuer Gattung, die wir aJe uncndlic'lte Grbsse bezeicl::reu liiirurer,
ryrihlenil die bisher betrachtcten als endl,iche ersclhienen.

tr'assen wir nun die soeben gewonnenen Ergebnisse zusammen, i.u-

dem wir zugleich bedenJren, ilass wenn C von nullter oder /a-ter Stufe
ist, Dividenil unil Divisor gleichartig sind, so gelaugeu rvir zu tlem
Satze:

Der Qwatim,t stellt d,ann curd teur damt eineyt eindtgen, endlichcn
lVa'tk dar, wefl,n ilar Dioisor aon gel,tenilem Wefilw ht, u,nd au,gl,eick

adwaler selbst als Grijsse nullter Btufe dargestellt werdan kann*), od,er

tlent, Ditsidend gletchartig ist. Sind Diui.dutd und, Dfui,su null,, so ,ist der

Quoti,ent jede beli*,bige endliche Gtdsse. Ist der Diai,sar null, der Diaidazd
215 n'ichL so 'tst dw Qwotient wnencillich. In jedern andern Falle, das hoisst,

wenn d$ Diaisor nicht nwl,l 'ist, wncl augledgh Di,uisor md, Quotimt bedde

aon rn'i,ttlerer Stufe sind, ist fur Qwotimt nwr yartial,l, bestimmt, u,md awar
erhiilt man ilawn aws einem besondern Werthe des Quotienten dan al,lge-

me,ineftt'i,ndern man den, al,lgemehten Ausdru,clc einer Gtdsse, d,i,e rnit d,em

Di,uisor multiXiici,rt Nwl,l, gi,ebt, hinauaddirt.

214 Ein besoncleres Interesse gewlhreu hior noch aolche Ausilriicke,
deren Dividend ilis Einhejt ist, wiibrend der Divisor eino rdsse vou

*) Denn aucb ilie G.r6sso ft - ter Stufe kanu , wie wir oben sahea, als Gr(isse
pullter Stofe dargestellt wordel.
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gelteDder Stufe ilenstellt, zuu Beispiel rler Quotiert l'. f*t ]hiey abcd,

oiler -E dae Hanptm-ass, so ist

*:+(,a+*),
*o ;, jede von ab abhii,ngige Griisse zweiter Strrf'e elarstellt'

s 142. vo[komrr,ene Analogle zwfuchen iiUeBerOr und eingewandter
Multiplikation.

uo die Analogie zwischeu dcr lussereu Multiplikation untl tler

reinen eilgewauilteri Multiplikation zu volleuileu, bleibt uns noch eine

Betrachtung tibrig. Niimlich es liessen sich bei tler ii,ussereu Multi-

plikatiot uil* Gr6rr", hiiherer Stuibu als Proilukte d*r Grilssen erster

Btufe tlarstellel, uad tlie Gesotze ilrrer Yerlariipfurig liesseD sich aus

ilen Yer.kuiiPlrrngsgesetzen ftir. Grbseen erster stufe auf rein formelle

Weise ableiteu. Den Grbsseu erster Stufe entsprechen uaeh $ 138 bei

tler eir:gewaudteu Multiplikatiou Grbssen, dereu Irga'uzzahl Ei:ns ist,

ttas hei;st GrUsseD (/z - 1)-ter Stufe, wenn das Beriehrmgssystem fiir'

alle Grbssen untl Proilukte dasselbe, unil zwar ein systeu von li-ter

Stufe ist. Durch ihre Moltiplikatiou entstehen naeh $ 138 Grbssen'

deren Erg'rinzzahlen tlie Ei[heit iibertrefren, ila,s heiest also, dereu stufen-

zahlen l<iei:rer sind als (1, - 1). Hs komnt daher, nm clie vollstil'ndige

Analogie nachzuwei,gen, uur iarauf an, r11o Alalogie tler Gesetze fiir'

tliese Grbssen erster unil (la - 1)-fer Stufe darzuthirn'

Die Identit'rit dieser desetze, sofern sie nlrr die allgemeineu Yer-

liniipfungsgesetze der rier Gru-ntlrechrulgen (Attlilion, Subtraktiou'

Mrl'tipL[#o", Division) dalstellen, habeu wir rachgewiesen Auch

habeu- wir gezeigt, drss diu Gesetze der iussereu tllulbiplikation a1s

solcher, ,oba,td ,iu nur auf den Begriff der stufenzahl unil cles gemein-

sclrafblichen systemes I zuriickgehen, auch ftr tlie eiugewa,ntlte, auf eitrt zla

festes Eauptsistem beztigliche Multiplikatiou gelten, wern man statt

les Begdfs ier Stufenzahl clen tler E1gii,nzzah1, unil statt des Begriffs

ctes geieinsehaftIichen systems tleu tles nEchstr:rufassenilen einfiihlt,

urd imgekehrt. Sofern tlahet tler Begritr der Abh?ingigkeit, auf den

alle besonderen Gesetze der d,usseren Multiplikatiorl als auf ihre wurzel,

gegdindet siad, dureh den tloe gemeinochaftlieheu oder na,chstumfassen-

i*i Syrt.mu, bestimmt ist, werdeu 6ie I Gesetze der [ussereu Multi- zrr

plikation sioh auch auf ilie reile eingewanrlt'e nach jenem Priucip tiber-

tragen lassen.

AberderBegriffilerAbhiingigkeitrwelcherzuerstbeiGrbssel
erster Stufe hervortrat, wurde ursprfinglieh ganz andlers bestimmt, untl
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viele spii,ter eatwiokelten Geeetze griilden eich auf iliese urspriir:gliche

Besfimlung. Nhmlich es warde urspriinglich ei,e Grbsee erster Stufe

rlauu als abhangig von einer Beihe solcher Grbssen tlargestellt, wenn

sich jene als S-ummu von Stiickeu ansdriicken lii,sst, welche ilieseu

gleichartig sind, oilor, wie wir es spii,terhin ausdrilckten, wenn sich jene

als Yielfachensurure vorl dieseu darstellen l?i,sst; unil eo nannten wir

tiberhaupt mehrere Gr'ossen etster Stufe vo[ ei:rander abhhngiS wenn

sich eine tlerselbea als Yielfachensurlrme iler tibrigen tlarstellen l5sst'

uncl erst daraus folgte clanl vermittelst des ursprtiaglichen Begtifs des

Systemes, ilas,e ,? dtiisse'n erster Stufe drnn uld nur dann von ei:r-

aniler abhii,ugig si.n il, wen:r sie von eilem systeme von nietlerer als der

n -ten Stufe umfass[ werclen, u:rd vermittelst des Begriffs der iiusseren

Multiplikation, dass ilas Produkt abli?i'ngiger Griissen, aber auch nur

ein uil.hr., null sei. JMir miisgen daher zu jenor ursprti:rglichon Be-

stimmung auf unserm Gebiete das A "aloge suchen'

wenn zuerst in einem systeme ra-ter stufe m Grbsseu erster'stnfs

gegeben waren, ileren iiusseres Produht uicht null ist, so zeigte sich,

i*n ;ua" a,udore Gri5sse erster Stufe, ilie fiesem Systeme angeh6rt,

sich aJs Yielfachensumme jener ersteren tlarsbellen liisst. Der analoge

satz wiirde hier lauten: wenn,in e,irwm, sgstetw n-ter stwfe m Gr\ssen

(n -L)-ter Stafe gegebelt' si,nd', darwz eitgeutand'tes au'f ien'es System be'

)AAU" Prod,ukt nickt nul,I ist, so liisst si'ch ied'e andere Gr,*se (n - l)-ter
Siufe, welahc &iesru Sgstanre ang;hirt, als Tial,fachwswrnme iler ersteren

dorstell,w,,

271 Der Beweis tlieses satzes ergie]t I sich aus $ 138. N'ri,mlich nach

dem angefrihrten Paragraphen werileu j. (" - 1) von den ra tr'aktoreu,

welche die im satze ausgesprochene Beschaffenheit ha}en, als gemein-

schaftliches system eia system erster stu{e habeu, w?ihreud alle rl
Faktoren kein systern von geltencler stufe gemei:rschaftlich haben

dtirfen, weun das Produkt eiaen geltenden Werth haben soIL Es wird

aleo im. Ganzeu ra solcher systeue erster stufe geben, wovou immel

ju (,, - 1) einem der ra Faktoreu ultergeordnet sind. Diese n Systeroe

erster Stufe miisseu aber von eina,niler u.nabhiiagig sein I ilenn wiire

216 ei:rs ilerselben I von ileu tibrigen (" - 1) abhiingig, so miisste es in

tlem durch sie bedi:rgteu Systeme liegeu (nach dem usprituglichen Be-

grife des Systems); ee sinil' aber iliese tibrigen ei:oem tler tr Faktoren

Intergeoriloet, foig5oh mtisste auch jeares erste System itiesem Faktor

untergeordnet sein; es ist aber jenes erete system ilas ilen iibrigen

t, - l) Faktoren gemefuschaftliche system, folglich wtirde dies system

alleu n, Faktoreu gemeiaachaftlich sein, also das Proilukt nach $ 138

null seiu, gegen die Yorausseuzung. Es sintl also ir der That jone n
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Systeme erster Stufe vou einauder unabh5ngig. Nehmen wir nuu ro
beliebige GrbsBen erster stufe an, welehe diesen syatemen angehdren
untl also gleichfalle von oinrurder a1s,[hri.ngig sind, so wird zuerst jeder
tler gegebeneu ra Faktoreu, da ihm (r, - 1) iener Grbssen erster Stufe
untergeorilnet sind, und er selbst von (r- I)-ter Stufo iet, eich ala
vieuaches von ilem H,ueseren Produkte jeaer Grbrseu darstellen lassen:
femer wird. jeile Gr6sse erster Stufe, welohe tlem Eauptsy;*; a;;;
stufe) angehiirt, sich als Yielhcheusumme je*e* Grbsaen erster stufe,
also auch-jede Grdsse (n- l)-tor Stufe, lie 3"".- U",[trft.-"-"*
gehiirt, eich als iiusseres Produkt aus (a- 1) solcheu \y'islfasf,srsurnmsn
darstellen lassen Dus Produkt tlieser (* - 1) Vielfaeheusuromen ver-
wandelt sich aber beim Durchmultipliciren il eile Yielfachensrrm-e
von ii,usseren Produkten zu (m- 1) Faktoren aus jeneu ra Grbssen
errter Sf,ufe, fofulich auch, da diese Produkte den r gegebenen Fa,k-
foren gleicharbig sind, in eine Vielt'achensuuue dieser Faktoreu.

'Wir 
haben also den obeu ausgesprocheuen Satz bewieseE- Doeh -ist damit noeh nicht unsere Aufg-abe geliist. Yielmehr beruhte das 

r
Wegen iler iiosseren Multiplika,tiou als iiusser.er auf tlem Satze, dass
ein Protlukt vou Grilsseu erster Stufe danl I uld nur dann uull selzrs
warrn si6h eine derselben als Vielfacheusu:ume der iibrigen clargtelleu
liess; unil ehe wir cliesen Satz uicht auf uneer Gebiet iibertragen haben,
ist fie Analogie uoch nicht vollstiindig.

Dasg ein Protluk[ voa Gr6ssea (m - 1)-ter Stufe tlann allemal
null sei, wer:r eine ilorselben als Yielfaehensumme der andem darstell-
ba,r ist, erhellt aogleich aus dem Gesetze tles Durehmultiplicirers, wenn
man zugleich festh?iJt, ilass das Produkt rweier gleicha,rtiger Grbssen
(m - l)-ter Stufe null ist Um zu beweisen, daos das Produkt aueh
rrs1 <lann null se! wenn sich eiler tler Fa,ktoren als Vielfashensumrne
iler antlern daretellen lii,est, mtisseu wir zeigeu, I dass, wenn zu einem ?tz
geltenden Proilukt Ton ,rr Faltoren (r - l)-ter Stufe in einem Eaupt-
systerno n-ter Stufe ein tr'aktor derselben (r - l)-ten Stufe hinzutritb,
welcher das Proalukt null macht, sich alieser ale Yidfachensumme der
ersteren ilaretollen llsst

Dasg ein Proilukt aus mehr als n Fahtoren fieser Art null wird,
Iiegt schon in ilem allgemeinen Satze $ 138, ergiebt sioh aber aueh
schon sogleich aue dem vorher bewiesenen Satz€. Weun femer zu m

eolehen Faktoren, ileren Proilukt eineu geltenclen'Werth haty oin traktor
derselben Stufe hinzukommt, so wird ilieser einestheils ilas produkt
immer uull machen, anderntheifu sich als Yielhehensrrmme jener n
Faktoren tlsrst€llea lassen, wie wir oben zeigten Es bleibt uns atso,
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urn rlen Seweis unseres Satzes zn I'iih.rcu, nur tler FaIl zu beriiclr-
sichtiger tl):rig, ilass die Anzahl iler Ifakioreu (tl,) klefuer ist als die

Sttfe dee Ha.uptsystemes (rz).

h diesem Falle kbnneu wir zur Fiihrrrug des Beweises (rl - ar)

Fal<toren (n - l)-ter Stufe zu Iliilfe uehmen, wolche mit deu gegebeuen

rz Faktoron eil Produkt von geltendem Werthe lieferu. Dann rvird
sich der Falitor (zi - l)-tcr Stufe, welcher ru t'leur Protlul-t tler rrt ge-

gebenen Fa.lrtoren (P) }inzutreten unil dasselbe null machen soll, nach
tlem vorher bewieseren Satze a,ls Yielfachensu:nme der siimmtlichen

rz Grbsseu, dereu Proilukt gelteuden Werth hat, da,rs[ellen la,ssetr, clas

heisst, a,ls Sururue, dereu eines Stiick (1) aine VieJfachensumrre der
gegebenor ol I{aktoren, und ileren a.nileres Stiick (B) eine Yielfachen-
Eumroe der zu Eiilfe genomuene[ [a,ktoren ist, uuil zu beweioen bleitrt,
doss dies rweite Sttick null sei. Multiplicilen wir nun clas Produl<t

tler rr gegebenen tr\a,ktoren (") mit ilieser Summe (A+ B), so lrbrurr:Ii

alswit das drste Stiiclr (/) lweglassen, cla es als Yielfachensumrue vor

, den ers'teu na Faktorel erschein! also ruit ihnen multiplieirt NulI gieilt.
Da rru* tlas Proclukf jener Sumrue und det rrl gegeheuen ]'aktore.n Null
hetragen sollte, also P-(A+ B):0 sein sotrlte, so folgt jetzt, dass

das Produlrt ihres zweiten Stiickes in rlie nt. gegebeueu Faktorel tr,uch

null sein mttsse 1 also

Dies zweite Stiick -B ist aber eine Vielfache suuxre rler zu Hiilfe ge-

romrneDeu (n-ut) tr'aktotenl untl wir kiluuen zeigeu, dass die I{oefE-

ciento:r tlieser Yielf:rchensumme glinrrrilligh Null betrageu mtisseu, sie

zra selbst also nuII sei. Zu dem Elrde multiplicire tran, statt mit cler

Vielfacheusumue -8, mit ilren Stiieken, so erhiilt matl eiue Yielfachen-
surure mit cleuselbeu Koeffi.cienten, uutl zwar enUrii"lt jedes Glieil ausset

den rn gegebenen Iaktoren eirnon von den zu Hiilfe genom m encn- Um
rn zu heweisen, class der Koefficient zu iigend ei:rom solchen Gliede

null sei, hat man nur loch mit ilenjenigen (ru - m - 1) von ilen zu

Htllfe genommenen Takioreu, welche tliesem Gliede fe-hlen, beide Seiteu

der obigen Gleichung, ocler vielmelrr deren Glieder ru multipliciren I

so ist Har, dass danq alls jenE Glieder ausser dlem Einen wepJfalleu,

urtl die Gleichuag ilam aussagt, tlass dies Glied, also auch sein Koef-

ficient null sei. Xs sind somit s?immtliche Koeffrcienten der Yielfac;hen-

summe B null, also sie selbet null; also [ist] der hiuzutretende Fa-ktor,

wolcher gTeadn A f JB gesetzt war, gleich A, das heisst, eine Viel-
fachensnnrme iler za gegebenen X'al*oten, was wir beweis& wollter.
tr'assen wir claher tlie gewonnenen Resultate zusamrner, so gelangen

wir zu ilem Satze :

P.B--()
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Ein ?roduttt ofli Grdlsq?, @-t)-lw Stufe tu Berug au'f ein Eaupt'
sgstern n-tff Stufe ist clann wd, nur ilann fiul,l,, wewt sick eina d,erselben

als Yielfachensuttm,e do- iibrtgen darstellcn liisst.

Durch ilies Geset'z ist uux die A-nalogie zwischen ei.ngewa,ndtet

unil Lwserer Multiplikatior5 sobaltl tlas Beziehrmgssyatem eir und tlas-
gelbe isb uuil zugleich d*s llauptsystem tla,rstellt, ilern alle in Betracht
gezogeneu Grbssen angehOter, vollendet. Und alle Gesetze der fi.usseren

Multiplikation, so .weit die nae,hgewiesene Analogie reicht, das heisst,

welche auJ die allgemeheu Verhflpfimgsbegrifle, oder auf ilie Begriffe

von Ueberorilnung untl Unterortllu-ng cler I Griissen und auf die Stufen-.e2,cl

zahlen zuriickgehen, werden in analoger Form, intlem man nii,mlich die

Begriffe der Ueberorilnung uad Unterordnung vertauscht, deu Begriff
der Stufeuzahl aber tlurch ilon tler Erg'd^nzzahl ersetzt, auch fiir die

eirgewautlte au{ das Ilauptsyetem boziigliche Multiplikation gelten.

Und do auch das Ilinzuftlgen von Falitoren, die das Hauptsystenr dar-

etellen, wenn es nur in allen Glieclcru ei.ner Gleichu:rg gleich vielmal
geschieht, fie Gleiehung nicht iindert, so besteheu jeue Gesetze auch

noclS weru mau statt dcr reinen Grbssen clie Beziehungsgrbsserr setzt,

deten Bcziehuugssystem gleichfalls clas l{auptsystem ist.

$ 143*). Doppolayetem und. darauf beziigliohes Produkt.

Nachdem ieh nua die vollkonrmene A-ualogie zwiseheu iiusserer2l0

unil eingewauilter Multiplikation dargethan halre, will ich noch au{

eine Erweiterung tl.er bisherigen Betrac]:tuugsweise aufmerksam macheu.

Eat mau n6,mlieh melu'ere Griissen, welehe demselben Systeme

o-ter Stufe iibergeoriluet und demselben Systene (o f &)-ter Stufe

untergeorduet sind, so ka,nn man dieselben als Produkte darstelleu,

ileren einer Faktor (-4) von a-ter Stufe und in allen derselbe ist, wiih-
reatl ilie andern llahtoren ilerrselben Systeme lr-ter Stufe, ll, welches

von ,4 unabhriuCrg ist, augehbren. Dala leu.chtet sogleieh ein, dass jede

Zahlenrelation, welohe zwische,u dieseu tr'aktoren, ilie dem Systeme 3
aagehbren, statt finilet, auch zwisohea <len urspriinglichen Grbsseu (ila
eie duxch Multiplikation iler letzteren mit / hervorgehen) herrschen

mflsse, unil umgekehrt, dass jede Zahlenrelatiou, welche zwisc.heu iliesen

letzteren hetrsoht, auch zwischen den erstereu herrscheu mtieee (ila
ma,n nach s 81 itr den Gleichungen, welche jene Zablenre}ation ilar-

stellen, clcn Falrtor / weglasseu darf). Nehmen wir namentlich Gr0gsen

) Auch die hier augeiloutete Erweiterung des Begrifros ist in iler Auegabe
yon 1888 von rir aufgegebeu vorileo. (18?7.)

Gr&rruaau, Wuke. L 16
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(a f l)-ter Shrfe an, zulr Beispiel Ac, Atl, . .., wo c, d, .. . dem

Systeme B arrgehbren, so werdetr rwisc.hen Ac, Acl, ... ilieselben

Zalrleurelationeu herrschen, lv.ie zwisch en. c, tl,r..., utrd umgekehfi.
Setzt man daher clen Begrift des Proaluktes solcher Grbssen ,4c,

Adr... so fest, tlass es null wird, werur das Produlb cler eqtsprechcu-

den Grbssen c, d, ... es wirdl so wiril man run alle Begri{l'e u:rd

Gesetze'voD Grbsfletr erster Stufe in eilem Systeme D-ter Stufe, also

aue.h allo Begriffe uncl Gesetze yon Griissen hijherer Stufeu in einem

solcheu Systeme, a,u{ jene Grbsseu (a } 1)-ter Stufe uud fic tlaraus

auf gleiche 
-\[eise erzeugte.t Griissen tibertragen kbnneu. Ilierilurch

.eBr cutwiclrelt sich eiue lteihe neuer Begrilfe, von denen iah die wichtig-
sten hier kurz zusarlrl.',enstellen will.

Wir hijnuen die Yereinigulg zweier solcher S;rsteme, von tlenen

tlas eire ilem anderu untergeordnet ist, ein l)oppelsystem teuneu, u:rd

sagen, eine Griisse sei diesem Doppelsystem eiugeordnet, wen:r sie dem

einen det beiden Systeme, aus dle.nen da,s Doppelsystem besteht, flber-

geord.uet, denr aptleru uutergeortlnet ist, -lMir kiinqen das h0here von
rz0 tler lreiden Systemer, aus denen das Doppelsystem | 

'besteht, 
da.s Oltet'-

sustenx, tlas uiedere das Unta'sysfctr? nennen. Daur zeigt sich, wie eil
auf ein Doppelsystenr beztigliches Prodllrt rweier geltenden Werthe,

die delr l)oppelsystem eingeordlet sincl, allemal daiLrn, aber auc]r nur'

danu nuil isb, werur clas den beiden Faktoren gemeiuschaftliehe System

von hbherer Stufe als tlas Untersystem, und zugleich ilas sie zuuil,chst

umfassentb von nieilerer Stufe als das Obersysiem ist, dass femer eiu

Produlrt von geltenden Werthe in Bezug auf jenes Doppelsystem als

iiusseres erschoint, wenn das ilen X'aktoreu gemeinschaftliche System

das Untersyebem ist, und ale ein eingewaniltes, we', 'r tlas sie zunS,chst

umfassenale System das Obersystem ist, u:ril dass entllich eiu solches

Proclutt zugleich als S,usseres u:ril eilgewandtes aufgefasst werden
Jrann, wen:r 6sid6 Bsdingungen zugleich erftillt sind. Zugleich errreitert
sieh hierclurch der Begriff. tler Beziehulgsgtbsse, intlem dieee nun in
tler trnorm der Uuterordluug a,Is Proilukt von Gr0sssn erseheineu kann,

welche ilrei verschiealeue einander eingeordaete Systeme da,rstellen, von

cleuen die erste clas Obersystem, die letzte das Untersystem, uttl die

mittlere das eigenthirmliche System iler Grtisse ist. Um ilaher den

eigentlrtinr'lichen lMerth einer solchen Beziehungsgrbsso aufzufassen,

werclen rnei Masse erforderlich Bein, von denen ilas eine dem Ober-

system, da,g andere tlem Untersystome zugelbrt; uad nur in Bezug auf
ein solches Doppelmass wird fiese neue Beziehungsgriisse eiaen be-

stimmten eigenthtimlicheu Werth cla,rbieten.

Da auoh die Bezieh"ngsgrtissen, welche sich auf eil einfaches
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System beziehen, als auf ein Doppekystem beziigliche angeseheu werden
kbnneu, clesson Untersysten yotr nullter Stufe ist, so zeip$ sich, ilass
dio ueu gewotrDene Griissengattung von allgemeinerer Natur ist und
jene erstere alo besondere Gattung nuter sieh begreif[ Da fer:rer die
Beaiehungsgr0ssen als allgemeirere Grtissengattung zu den reilen I

Elegrentargrbssen, ulcl cliese wiealer als al.lgemeiuere Grbssengattonglpe
zu den reineu Ausdehnungsgrbsseu auftraten, so bilden die Beziehuugs-
grbssen tiberhaupt die allgemoinste Griisseugattuug, zu welcher wir
auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch fie reine Mu.ltiplikatiou
alg die allgemeiuste Multiplikationsweise sich darabellt, bei weloher
troch fie allgemeinen nultiplilrativeu Gesetze und nan:entlich auch ilas
Zu sammenl'assutgsgeeetz fortbestelitr so erscheint hier tlie theoretische
Darstellung dieses Theils tler Austlehnungslehre als I volleudet, iusofern2rr
mau nicht a,uch fie }tultiplikationsweisen in Betracht zieheu will, ftir
wclche das Zusarumenfassuxgsgesetz nieht uehr gilt.*)

tlYir echeiter daher zu den Anwenilungon, und behaltca dem fol-
genden Kapitel nur noch die speeielle Behandlung der Yerwa,niltschafts-
verhiiltnisse tor, welche aru geeiguetsten etsoheint, um ilie iu diesem
Theile gewonneneu Ergebnisse in einauder zu verflechten, ulcl ihr.e
gegenseitigel Beziehungen aus Lieht treten zu lassen.

B. Anwenilungen.

$ 144. Eingotvandtos Prodo.kt in d.er G$oometrie.

Zunii.chst crgeben sich aus dem allgemeinen Begriffe ffir die Geo-
,netrte folgcaile Besnltate :

Das Proalukt zweier Liniengriissen i-rlr der Ebere ist der Durch-
schdttspunkt beider Lisien, verbundeu urit einem Theil jener Ebene
als Falr:tor; sinal zum Beispiel ab untl aa, qo a, D, c Pu:rkte vorstellen,
die beiden Lirieugr6ssen, so ist ihr Produlit abc. a,i ferner das Pro-
dukt dreier Liuiengriissen in der Ebene ist gleieh deor rweimal als
Fa,ktor gesetzteu tloppelten Flii,cheninhalt des von den Li:rien einge-
sohlossenen Dleieckr, mnltiplicirt mit dem Proilukt iler drei Quotienten,
welche ausilriickeu, wie oft jede Seite in der zugehlirigen l_riaiengriisse
en{:halten istl dem sind a, b, c jete ilrei Punkte, und araD, mac, ytbc,
\to 1n, n, p Zahlgrbssen Eind, ilie drei Linieugriissen, so ist das Pro-
dukt derselben gleich

nxnp.abc.@bc.

8) Wie solche Pmilul*e, welcho alleldinge auch eine A',rencluug
gertatten, zu behantletn eeien, hnbe ich a,m $cllusse dea Werkes auaualeutetr
gesueht

16 $
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Das Protlulrt zweier Plangrbssen im Raume ist ein Theil tler Durch-

selnittska.ute multiplicirt mit einem Theil iles Raumer, zum Beispiel

abc.abd-abctl.aD, ferner das Produtt tlreier Plangrbssen ist der

pssDurchsclnittspuakb iler drei Ebenen mtltiplicirt mit zwei Theilen des

Raumes, zum Beispiel abc . abd, . acd : abcd, . abcd,. a. Das Froilukt
von yier Plaagrbssea stellt drei als n'ahtoren verbunilene'Iheile des

Il,aurrs dar, zum Beispiel

rnabc . nabd, .5tacrt, .qbcd : mnpq. - abcd, . abcd ' abcd,.

Dies letzte Prodult wird nu\ werm eine iler Grussen tnt . .. q es

wird ocler w€Dn d€r eilgesohloesene Kiirpera,um null wilrl, ilas heisst,

clie vier }benen sich il eilem Punkte sehneideq wie ciies auc'h Eohon

irn Begriff liegt. Das Proilulit ehet LiDieugriisse o:rd einer Plaugrbsse

zzzist I eil Theil cles [iaumes mnltiplicirt mit ilem Durchsch:rittspulkt,
zum Beispiel ab . acl,: abcrl . a.

lch habe obeu ($ 118) clie Methotle, ilie Kurverl nud Oberfliichen

dur.ch Gleichungou darzustellerq mit unserer Wissensclra,ft iI Beziehung

gesa,zt, untl gezeigt, wie zum Beispiel eil1e Oberflriche als geomet[isehor

Ort eines Punhtes clargestellt wertlen kann, zwischen desser Zeigeru

(ir Bezug auf ilge::.d eiu B,ichtnystem) eile Gleichung statt findet. Ich
habe dort gezeigt, wie die Olierfl?iehe auch aIB Umhtille einor verH,uder-

lichen Ebene oiler vielmeht Plangriisse clargestellt werclen Iiall, zwischon

delen Zeiger-n eiae Gleichuug lt-ten Grailes statt findet, und ich habo

dort angedeutet, tlass die umhitllte Oberfliiche dantr eine Oterfli,iche

ta-ter Klasse seil ilies hEagt ila,von ab, ilass fie Gleichung zwieohen

ileu Zeigeru oiner verii,nilerlichen Ebene, welche eineu festeu Punlrt

umhtiltt, dann von erstem Grade ist.
In der fhal, ist a clieser Pu:rkt unil P die Etere, so hat mau

sogleich ftir den FaIl ilass ? duroh a gehq die Gleichung

P.a:0.
Sinil /, B, C, D clie vier Riehtuasse ilritter Stufe, als tleren Viel-
fachensumxle P erseheint, unil wird einer tler Zeiget, znm Beispiel iler

lor. D, gleich Eins gesetzt (was immer, ila es anf den Masswerth*)
von P nicht ankomm.t, verstattet ist), uuil ist

P:u'A*yB*dClD,
so erhdlt man

O: Pa: uAa * gBa { o0a * Da,

was eine Gleiclmg ersten Grades ist; somit erscheiut, wie es sein

Br4 muss, iler Pu:r-kt als OberflEche exst€r Klasse.

o) $o uorae ich das Quantum tler Grdssq wenn ihr Systom!.schon feststoht.
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Ivill mau die Gleichrug eines Punktes aufstellen, iler durch ilrei

feste Elleueu bestimmt ist, odor, was alasselbe ist, will ma'n die Be-

dingnng aufstellen, unter welcher eine Ebone P mit drei andem A, B, G
clurch ilenselben Punkt geht, so hat man sogleieh

P.A.B.C-A,
eiue Gleichung, welcbe die hbchst verwiclrelben Gleichu.ugen, ru I iteneu 2z$

<Iie gewiihnliche Koorfinatenmethode ftihrt, vollkonureu ersetzt.

S f45. Allgomeinor Sats iiber algobraieohe Kurven uud Ober
flbchon.

Die Gleichungen fiir dio Kulven und krummeu Oberfliiehen, wie

tsir sie bisher darstellten, waren, tln sie zwischeu dou zeigeln cler ver-

iiuderlichen Gr0sse statt fanileu, reia arithmetiseher Natur, uud be-

zogen sich je,clesmal auf bestimmte, mif e]er Nn,tur iles durch ilie
Gleichu:rg tlargestellteu Gebildes ir kehem Zusammeahang stehende

Richtaystemel und nur die Gleichungeu ersten Grnrles stellten wir ix
rein geometrischer Form dar. In der That konnteu auch rrur diese,

wenn wir bei cleur reineu Produkte steheu blieben, in geometlischer

Form ilargesLellt rverden, intleru ilie veriiriderliche Grosse dan-n nur:

einnr&l als Faktor vorkorumen konnte' Dagegen hietet uus ilas ge-

urischte Produkt ein ausgezeichnetes Mittel dar, uru fie Kulven u]lrl

oberfliichen hiiherer (*rarle in reirl geometrischer Form clarzustellen.

Es ist niinrlich sogleich klar, dass, xoenn wi,r eine bel,icbige Glei

clrung zwtsclwt Awsilelt'u,ungsgrdssen h,aban, deren Gltieda ganuischte Pro-

dnlile sirut, dm Grad dct Gleithung ht lleeug auf eine dersclben (P)

stets so koch ist, ats ttk Anpahl, Qn) betriigt, ruie oft diase Ausdehmwngs-

griisse (P) in ci,nem,, utccl ilemsalban Glii.ede aotr, geltmdoru Wdhe hiich,stenx

al,s Faldor oorfwmmt, das lwisst, rl4ss si.e dwrch Zulalarylaichu'ngut er-

setat wi,rd,, aoru il,awn worvi.gstuts fli.ne in Bewg aa'f d'ie Zedger iler aer-

i)nderticlw awsd,almungErosse ei%en, Grad erreicht, welclwr ;iener anzahl

gleick ist.
Dies folgt uauittelbar, da man, um zu ilen ersetzeutlsn Zahleu-

gleichungen zu gelangeu, nur sta,tt jeder Grilsle die S\mme ans den

produkten iluer zeiger in die rugehbrigen Riehtmasse zu setzerl ilana

tlio Gesetze iler Muliiplikation bei jedem Gliede tler gegebenen Glei-

chung anznweuden hat, indem uan, statt mit iler Su-nome zu multi-

pliciren, mit tle[ eirzelnen Stiisketr multiplicirt, uud da.r'n tlie Glieder;

welche tlemselben Richtgebiete gleichartig I sind, jerleomal zu Einer,zP,

Gleichung vereinigt. Es ist kla,r, 'daes 
dabei die Zeiger det ver6,nder-

licheu Griisse P iu eiuem Glisile so oft als tr'aktoreu erscheinen, als
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? in dem Gliede, aus welchem tlas ersf,ere hervorging als I+alrtor vor-
kam. Soruit kanu also der Grad diesor Zeigergleichungen lrie hbher
se.il, als tlie oben bezeicbaete A:rzahl (lil,) betrlgt. Aber es rnuss auch
wenigsteus eiue derselber dieseu Grad (nz) wirklich er.reichenl denn

224 w!i,1s fies nicht tler Fall, I so miissten fie sii.mmtlicheu Glieiler, welche
aus clemjenigen Gliede hervorgehen, was jeue Grbsse in hiichster Al-
zahl als Falrtor enthii,lb, null werden, also auc jenes Glierl selbst null
seiq wirler clj.e Yoraussetrung. Es ist also die Geliurig tles oben au{-
gestellten Satzes bewiesen.

Hielbei haben rvir nooh zu beruerken, ilass fie Gleichnng irr All-
gemeirnen niclrt nur clas System der veriir.,derlichen Grbsse bestiumt,
sonclem auch ih'on Masswerth. Bei der gewbhnlichen Betrachtung der
Kurven und 0berdiichen kommt es aber: nur auf tlie Bestiumung dos
Systems an*), obgleich auch der Masswerth fiit dio Thcorie uieht
oirne Interesse ist. Wollerr wir also uus der gewiihulichen Betrir,ch-
tungsweise a,nnii"hern, so habeu wiu ilie allgemeiue Gleichulg so zu
speoialisiretr, dass cladurch der Masswerih nicht mit bestimmt ist, tlas
heisst, dass, wenn irgencl eine Ausalehnnngsgrtisse der (ur.sprtiaglichel)
Gleichung geniigt, auch jede ih' gleichartige, das heisst, ileren Zeiger
denen iler erstereu proportional sind, derselben gentigou wiril. Es ist
sogl€ich ei:rleuchtenil, ilass darrrr iu allen Glied.ern der Gleichung die
Grbsse P in gleicher Anzahl (rz) als Faktor vorhommen muss, uld-
dass danr aueh ilie Zeigergleiehung eine symmetrisehe alesselben Grades
wird, ilas heisst, i:r allen Glieilern ebenso yiele (zr) Zeiger vou ? als
Faktoreu vorkommen werder. Dividirt man clamn die Gleichung durch
die rn-te Poteuz von einem der Zeiger, so erhH,lt mau (unter der
Yoraussotzung, ilass jener Zeiger nicht null ist) d.ie Gleichuug iu der
gewbb:rlichen Form, in welcher sie eir Gehilde ru-teu Gratles bestimmt.

226

S 146-148. Allgenoinor Sats tlber Eurvon in der Ebsno urrd.
AnweDdu.dg desselben auf dio Kegelschnitte.

$ 146.

Tnr besohriinlen urs, r:m die Bedeutung tlieses bisher noeh un-
beltanntor Satzes, welcher iiber ilen Zusammenhang iler Ku-lven und
OberflS,ehen eiu bisher wohl kaum geahltes Licht verbreitet, zur An-

+) Zum Beispiel, wenn eine Kurvs als geouetrischer Orb ei:res Purktes be-
stimmt werilen eoll, so kommt os trur auf die Lage iliesee Punll€s, nicht auf das
ihrn a.n h aA,ends Gewicht au i oalor coll die Kurve ale Um}fille einer yerii,nder.lichen

geratlen T,inis a,ufgsfagst, werdeu, so konomt es obel nur auf die Lage jener Linie
an, nioht auf iloren Liinge, also flberall auf tlas System, nicht auf den Maeewerth.
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schauung ru bringen, au{ fie Kurven in der Ebene, inilem die aualoge

Betrachtolg iler Kurveu im Baumo unil der krummen Oherfliicheu
tlnnn kaum rroch einer Erliiuterung bedarf.

Es zeigt sich aogieieh, ilass die geonotrische Gleichung nur dan:r

eine Kurve datstellen wird, wenn eie dntoh Eine orithme;isshs svss[n[226

wiril, clas heisst, wenn sie, ila die Ebene-ein Elerneutarsystem dritter
Stufe ist, gleichfalls von dritter Stufe ist. I{ierdulch ergeben sic}r

tiaun aus deu allgemrcilen Satze cles vorigen Para,grapheu folgende

Specialsii,tze:
lYenn, d.ic Lage eines Punktes (p) in der Ebarc da&,tcll beschriinld

risf, dass drei, Pwnhte, welthe dureh, Konstruldionen oerntittalst d,es Lbwals
arls :jencnt ?utolcte (p) wtd anw einu gegebonw Reilte festar ga'adct'

Li,nim odcr Punhtc 'lm'uargelmz, in Dina ga'aden Irinic liegen, (oda" &'ei

solcln Gaad,e rJureh n'htsn ?unlot gelam), so ist der Ort ;jmes Pmtlatus

(p) ehte a(1eln'aische Krnoe, dcrar, Ordrutttg rnacc ilw'clr bl'osscs Nachecihl'ctt,

fintl,et, Niiml,Mt, uwn ltat nur fi&chsusiilNlen, wie oft bei tkrt, angawnxmonafl,

Kou,stt^uktimtat auf dcn bewegl,iclw Pwnlct (p) audickgegaryen wird, olma

dax man wof ei,neru andet'n baocgliclwn Pwnlct aw"iichgel$; d,ie so erhal'tenc

Zahl, (cr) tst dann die A'tutungszalll, der Ktwae.

Es ist ]rierbei lilar, cln,ss, \vonrr mau au{ eileu anilom beweglichel
Puukt zuriickgeht, bei dessen Erzeuguug p selbst n-ural angewaudt

ist, es daeselbe ist, als wii,re mau auf p selbst, m-ma,l zurtiekgegargen.

Der Beweis besteht rrur datin, class ich zeige, wie daraus eixe

geouretrische GleicJruag hervorgeht, in der 2 so oft als Fahtor eines

Gliedes erssheint. Jede Koustrukiion ver:nittelst des Lineals itr der

Ibeue besteht uiinnlich daria, dass eutweder zwei Pullite ihrrch eiue

gerrde Linie verbuntleu, oiler iler Dutchselnittspunlt zweier gera,iler

Lilien bes'ir"mt rnli.a; die gerade Linie zwischen tlen l:eiden Puuktc,n

ist aber das Produkt derselben, und tler Dutchschnittspuakt zrveier

gerailer Linien, w'enn es nieht auf ilas Gswicht anliommt, gleichfalls

ihr Prodoht; folglich liann i(rh jeder lilealen I{.onsLruktiou, bei welcher

ein Punkt oder eine Linie angewa,udt wilil, eine Multiplikatiou mit
cliesem Punkte ocler tlieser T,inie lsubstituireu; die ilrei Purolrte oder.937

Geradou, welche somit clurch linealo Konetrultiouen aus deu gegebeuen

und cler verflnilerlicheu Grbsse erfolgeu, werden ale Produkte dergelben

erse,heineul unil da jene drei Prrnltte io einer gerailen Lilie liegen,

otler jene ilrei Irilien dureh eiuen Pnnlrl g6[su sollen, so heisst das,

ihr Proilukt ist null, also hat man eine geouretrische Gleichang aus

eirem Gtieile, iu welchem p so oft als Faktor elscheint, als es bei

jeuen Konstruktioneu argew.Erndt ist, I also ist ilie entstehenile Kurve sEo

von eben so viel[er Orilnu:rg.
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Den eutsprechenclen Satz ftir die dorch eine veriinderliche Gerade
uurhtillte Kurve erhH,It rnau ans dem obiger:, wenn ruii,tr die Ausdrticke
Prrnlrt uld Geracle verwechselt, uud etatt dos Ausdrueks ,,Ordnuag'(
tlen Arrsdruck ,rKl6,gsstt einftilrrt. Ich will fuier rroch bemer'1eu, dass
diese Siitze ohne alle Einscht?inkung gelten, werrr rrau mu festh'ri,It,
dass der Ort eines Punhtes, dessen Koorfinateu tlurch. eine Gleiohurg
rl-ten Grades vou eina,nder abhiinget, olure Ausnahme aJs Kurve r.l,-ter
Ordnu-ng aofznfassen ist, mag diese Kurve nun eine Gestalt a,nr slr rl sa,
welche sie will, rnag sie zum Beispiel in ein System yon m geradeu
Lhien iibergeheu, und ndgen selbst beliebig v"iele dieser Geraden zu-
sammeufa,llen,

s 1+7.

llm tliesen Satz auf eileri noch speciellereu Fall zu iibertr.agen,
will ioh dio geotrwtt'isclte Glcich,ttng fii,t' dic Kuraen taoeiter Ordnuttg
aufstelleu.

Ist p der ver'luclerliehe Pu:rht,, so hab ruan als Gleichung des
zweiten Gracies, wen-n ilie klei:ren Buchstabeu Punkte, die grossen
L.,inien vorstelloq

PaBcDeP : 0 
'

oder, in 'W'orten ausgeilrtickt, ,rwern die Seiten eines Dr.eiocks eich
um drei feste Pualite o, c, e schwer.lieu, wiibxend. zwei Echen sich in
zwei feste:o- Getaclen .B und D bewegen, so beschreibh die tL.itte Eeke
einen KegeJsch:ritt,(

Die Gleichung efues Kegelscl.r:rittes, welcher clurch ffilf Punkte
ct,, b, c, d, e geht, ist

(pa .bc) (prl, . ca) (clb . ae) : 0;

dass sie u6,mlic.h eirr Kegelsch:ritt sei, folgt a,us dern allgemeinen Satzel
cla*s clie fiinf Punkte a, b, c, d., e in itrm. liegen, ergiebt sich leicht,
indem jeder derselben statt p gesetzt der Gleiehuug geniigt.

Niimlich zuerst ist k1ar, class, werm mF,n I gloich a oder rZ setzt,
auch oin tr'aktor, nii,mlioh pa oder pd null wircl, also tlas ganze pro-
dukt null wird; alro sinil a i::rd d Punkte des Kegelscl,rittes^ tr'eurer,

.92swerx p gleich c ist, 60 stellen die beiden ersten },alrtoren des ga,nzen
Proiluktes beide den Pu:rkt c dar, also ist itrr Produkt null; iet p
gleieh b, so stellt der etste Faktor tles ganzen Produktee fie Grbsse
D ilar, ilas Produkt der beiden letzten die Gr6sse brl, unil DIrd ist null;
ist p gleich e, so stellt der mittlere n'aktor tlie Gr0sse e ilar, das pro-
clult dor beiden anilern stellt clie Grbsse ae dar, r,.d eae ist wiecler

22? null. Also Iiegen alte fti:rf Punkte in jenem Kegelsch:ritt, u::d I es ist
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also die Aufgabe, tlie Gleichurg eiues tlurch fiinf Pu:rkte bestimmten
Kegelschnittes aufzufinilen, iladurch gelbst.

Uebrigens stellt jene Gleichur:g niclrts anilers als fie bekannte
Eigenschaft des mystischen Sechseeks ilar.

s 148.

IcJr kaun mich hier uicht auf die Entwicklurg der neueu Kurveu-
Ureolie 6inls,ss6u, welche durch ilou von mir aufgeotellten allgemeinon
eo6, [6riingt ist; ich muss mieh hiet ilamit begntigeq cleu Sd.tz selhst
in seixer Allgemeinheit hingestellt, rrnd dur.ch seine Anwenduug au{

tlie eirIachsteu Fiille seine Beilentung anschaulich gemacht zu habeu.

Ich bin tiberzeugt, ilass sehon hierdurch sowohl die Einfachheit
*ls auch die awgezeichnete Allgemeinheit jeues Satzes lilar geworden

seiu wird; intlem ja iu cler I'hat alle Sfltze, we1ctre auf die Abhiingig-
kcit rler Ku::ven von linealen Kombruktionen sich bezieher, hiera.us

mit der griissten Loichiigkeit hervorstriimen, w0brend ihre Ableitung
bisher, weu:r jere Siitze iiberhaupt bekannt wareD, vermittelst weit
Iiiuftiger Theorieu er{olgte, unil jeder fieser Sii,tze eine eigue Ableituug
erforderte. Es ist auch klar genug wie maa jetzt rliesen allgemeiuen
Sntz auch ohle Hiilfe der von mir angewand66a Arralyse ohe Schwierig-
keit beweisen kanr; aber erst durch sie tritt der Satz in seiner un-
mittelLareu Klarheit hetvor, wie er auch dnrch sie aufgefunileu iot;
und zugleich bietet iliese Anal.yse den hbchst wichtiger Yortheil dar,
tlie durch lfueale Kongtruktionen bestimmten Knrven auf gleieh eiu-
fache Weise tlurch Gleichungen ilarzustellen.

Wie der $atz ebeuso auf Kurven im Raume und auf krumme
Oberfl lchen iibertragen werdeu kana, bedarf kei:rer Aureinarrdersetzung,
tla iler allgemeine Satz in g 145 dies schon in viel gri5seerer Allge-
meiuheit ftir fie abstralrte Wissenscha.ft leigtet.

Yiortes I(apitel.

Yorwauiltseluftsb ozioh ulgttu.

S 149-151. Allgomeiner Begriff der Gusssren und oingowaud0on)
Absohattung und. Projetstion.

s 149.
'Wir kniipfen fie Darstellung tlor Yerwandtschaftsbeziehungen an2p9

rlen Bogrifi der Abschottwng.
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Unter der Abschattuag einer Grbsse ,4 auf ein Grunde-Ystem G

nach einem T-.,eitsysteme -t verstauden wir ($ 82) diejenige Griisse -4',
228 welche dem Grundsysteme I G zugehOrt, unil mit eiuem Theile ties

Leitsystemes (Z) gleiches Produlrt liefort, wie die abgeechattete Griisse

(,4), wobei vorausgesetzt wurde, dasg G YoD .L urabhlingig ist, uarl

das System trG das llauptsystem darstellt, auf 'welehes sich jones Pro-
tlulrt bezieht.

Diese Irkliirung stellter vir dort (ix S 82) uur fiir den !'a,ll
f'est, tlass untor tlen Grbsseu A, L, G reiue Austlehnuugsgriissen Yer-

stantleu seien, untl die Multiplihatiou eirre 5usse,re, also 1' tlem Gluntl-
systeme G urtergeordriet sei. Diese Irkliirug erweiterten wir in $ 108,
ildem ryir statt der Ausdehnrurgsgrbsseu eiue allgemeilore Grlissen-

gattring, die Elemontargrbssen ehfttb'r'ten, uncl in $ 14? tleuteten rvir
einc uoeh weiter reichenile Yerallgemeinerulg a,n, iltletr statt tler
i'r,ussereu Mnltiplikation mit tleu niithigen Yerii,uderungon unil Be-

sehriiuliungen ilic ei:r ge'rvandte eilgeftilu't wertlen konlte.
Ilalten wir die Bestinrmuug fest, tla.ss zlvei Grbsser einancler eiu-

geordnet gena.ult werdeu, weuu eire voD ihneu clgr anilern u:rtet-
geordnet ist, so Iirir:lnen wir sageu: Unter du" Absclmttang eina reinet't

Griisse A auf ein, Gru,rzd,systent G nach e,ineno Lei,tsystemc L aerst€lten

wir d.ieXenige Grosse A', toelclrc dem Gru'tulsEsteme G ei,ngeordnet'ist, uncl

tnit einem Tlrci,le aott, L i,n, Bczng auf das aws Grund,systan wtd Leit-
sEstenl lton$ilirte Systent LG rnull,i,pli,cirt tlasseLhe Produld liefefi, wie

die abgesc'lruttcte Grissc A. Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG en
husseres Ploduht darstellt untl das Eauptsystem ist, ilem auch clie

Grbsse ,4 arrgeLtrt, und auf welches sieh rlie Multiplikation bezie]rt.

Es ergiebt sic,h hiera.u.s *ogleich im allgemoinsten Sixne die hiichst
eirfache Gleiohuug

il : r:4:s 
.

LG

230 In ilerThat, da LA nach derDeflnition gleieh I.4' ist, so ist auch

LA. G: LA' , G;

uncl tla hier gleichfaUs nach der Definition -4' uld G einander

georduet sind, so karm man 1 und G nach $ 136 vertauschen

e"r'h[lt somit deu Ausdruck der rechten Seite

:LG.A"
Sornit ist nun, inilem ura.n clurc]r LG die geworrrreue Gleichuug

LA. G: LG. A'

diyidn't, die B,ichtigkeit tler oben aufgestellten Gleichnng

eru-
unrl
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LA.G- r,e-A
erwiesen, ila"s heisst,

mwc a.htilt die Abschattwng ei,ner Gr1sseo wenn' nl&n das Lei,tsysten,

tni,t ikr u,nd ilam Grwndsysteme fortsclu"aitatd ttau,ll;iplicirt, unl das fu-
frltltat dwrch, das Prodakt aes Leitsgstents in das Grwdsgstan iliaidi,rt' I

Eierdurch iet die in $ 85 gestellte aufgabe, fie Abschattung

analytisch auszutlriioke.nr wenn ilie abzuschattenile Grbsse u:ril der sirur

ihrei Absclattung, das heissb Gruudsystem uud 1reitsystem gegeben

siud, fiir reine Grbssen allgemoiu gel0st.

s 150.

lriir Beziehungsgroseen [.aben wir nur festzusetzeb, dass ihle Ab-

schattung gefunileu wird, wenll urau sowohl ihren efteuthiimlicheu

werth iII tsezug a,uf irgeu<l ein Mass, als aueb fies Mass abschattet,

uu<l in ileu Ausilruck iler Beziehu:rgsgriisse diege Abschattungen statt

jeuer Griisseu einfithft. Ist zum Beispiel ff . L are Beziehurgsgr0sse,

A m H,tuptmass uud sinil E', I ilie AbscLattungeu Yon H and' A

nach irgeutl einem Richtsysteo:e geDommea, so ist 'E'3'l.' die Ab-

schattung tler Beziehungsgttiese LI3. .d. naoh ilemselben Richtsysteme.

EsliegtilbrtgensinclerursprtiaglichenDefirrition,dasstlieAb-
sohattulg einu, zaue.rgrbsse sowoh! als ei:rer Griisse, die das {aopt-
systern.Ilg ilarstellt, der abgeschatteten Grbsse selbst gleieh ist. Daraus

folgt, d*rr, *um il* Beziehungssyetem einer Beziehuugsgri)sse mit

ilei Hauptsysteme .t G zusamnreu$i.Ilt, man tiaarn, .m ilie Beziehu:oge-

gtOsse rbruschatte[, nur i]rretr eigeutJrtiulichen Werth abzusehatten

f,raucht,, und ilass dann ffir die Abschattung der Beziehungsgtbsse

uoch ilie ftir reiue Gri'rsseD aufgestellte Defiaition der Abschattung gilt.

wir wollen tlie Abschattungr eine H,uesere oder [eine] eingewanilte*sr

nennen, je nachdem dos Produkt.t,{ eiu iiqssere$ oder [eiu] eingewantl';r s,

das helsst, je nachdero 6ie abzuschatteude Grbsse vou nierlerer oder

hiiherer Stuie ist, als tlas Gmntlsystom. Ist sie von gleieher Stufe, so

kann -Ll. als liuasereg uutl auch als eilgewandtes Produlit anfgefasst,

die Abschattung danu also gleiehfalls auf beiderloi Arten benannt

werdeu.
$ 151.

Neunt man ilas Syatem des Ptoilultes zrveier Grbssen I die Kou-aeo

biuation*) fieser Grbssen oder ihrer Systeme, und nennt man dan

*) Nach rliesem Begriffe igt itie Kombination, 'weor ilae eateprechenile Pro-

ilult null iet, unbeotirnmt.

?29



252 A' Abscll. II. Kap. 4. Yerwandtsehaftsbeziehungen. S l5l, 1SZ.

SysUem der Abschattung ilie Projektiou ilos Systems rlor abge-
sclratteteu Griisse, so lia,nn mar sagerl, d,ie Projchti,olx c rc.\ Systetnes
uu'de gefiutden, toccl1v ntan clas Sysfutn fbrtsclu.eitend. mit dcnt, Lcit-
sy$teeru Lmd dern Grundsysteme l;otnbhd,rt. Indem wir dann ilie Pro-
jektion irgoutl ei:rer Gesammtheit von Elementen, d.eren um.fassendes
System von gleicher oiter niederer Stufs ist als das Grurdsystem, als
Gesammtheit der Projektionen dieser Ilemente ilefinireu, so haben wir
den gewtihnlichen Begrifr iler Projektiotr, rltu. ia etwas crrveiterter
Forml unil es zeigt sic\ wie sich die Projektion vor der Ab,schattrmg
tul tlurch den Masswerth uuterseheiilet, rvilhrenil tlas System das-
selbe ist.

Um dies auf ilie Geonoetrie anzuwendleu wolleu wir zuerst als
Gmridsystem eiue Linie G, a1s Leitsystem eixe davon rmabhli-ngige Ele-

ris. la. meutargrbsse erster Stufe 7, das heisot, da es
rur auf das System arliommt, entweder eiuen
Puulit oder eine Itichtung setzen. Die pro-
jektion eirres Pulktes a ist rlann iler I)urch-
sghnitt der I_,inie atr mit G (f ig. 1B), w[hrentl

fie Abschattung a' gleich 'lf irt. Isr I eine

" 
Richturg (otler ei:re rnit digser Richtulg be-* 
gabte Streche), so ist die Projektion tler Dur.ch-

schnitt einer von a aug nach dieser Riehtulg gezogereD Linie mit der
Grundliuie G.

tr'ig. tl.
Ist clas Gruuilsysteru ein pukt

g, das Leitsystem eile Lirie .t, so
wircl eine Liuie L projicirt, ilclem
mau clen Durchsehnitt zwischen 1.
uud Z mit g verbindet G. Fk. 14)*).
Die Abschattulg eines Theiles jener
Lilie, I den wir gieichfalls mit ,,1 be-
zeichnen, wird dann dargestellt durch
rlie Gleichu.ng

,tt La,s
A:- 1.

Lg
Nach dieser Analogie wird mau sich leichi ei:re Arrschauuug bilden

kbnlrea von der Projektiou eines Purktes oder einer T,inie, wea1 das
Grunilsystem eine Ibene, ilas Leitsystem ein Puukt oder eine Biohtung

*) Maa ist zwar nicht gewohnt, die eo entstehelilg T,inis ah Projektion zu
betrachtea; alleir die A::aJogie fordert tliese Betrachtungsveise. Die Projelrtion
ist hier niim lich oi:re eilgewanilte, s. oban.
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ist; ferner yor. der eiues Pu:rktes oiler einer Ebeue, weru I Leitsystem zer
uud Grodsystem Liuien sincl; enillich von iler einer Linie ode, ibeue,
wen:r ilas c*nrnclsystem ei,' Puuht, ilas Leitsysteur eino Ebeue ist. Ist
die abzuechattende Grilsse vou gleicher stufe r:rit dem Grundsyetem,
so zefut sich leicht, dass d.ie Projektio, ihres systemes das Gr""tl-
system selbst ist, dase also clas 'Weseu der Allschatbung tlann rul. iu
dem Masswerfib.e derseltren beruhl

$ 152. Absohattung der Sumuo.
W'ir habeu aun die Geltung der im fti:rften Kapitel dee I. Ab_

sch,ittes (von $ 8l an) ftir die dort behaudelte Art der Abschattung
er:wieseueu Geeetze auch filr den soeben dargestellten allgem.eineren
Begrifl derselben zu untersuchen.

Dase diese Siitze noch gelten, wetrn rn{n statt tler Ausclehroungs_
grtlssen Elementargrbsseu setzt, folgte sclron aus der vollko-r.erieu
uebe'ei,stimrnung zwischen de^ Gesetzeu, die fiir beiderlei Gr.desen
gelten (s. 

"s 
108). Es ist also dje Geltug ilerselben nur noch ftir ilie

eingewaarilte Abscluttu:rg darzulegeu, und zugleieh siud jene sgtze
uoch so zu erweiten:, dass man auch statt der ii,ussereu Muitiplikatiou
die eingewandte einfiihrt.

Yergleicheu wir deu von $ 81 au gewil,hlten Gang der Int
wiclrelung, so kOnneu wir runiichst den aar sohlusse jenes Faragraphen
aufgestellten satz f'tir das eingewandte produkt in folgendei }iorm
darstelleu:

wenn d,'ia Gl,ieder einer Glcichung stimrurlirlt eingezoandfu prochtrtte
sw pwei, ?aldoren sind, und, enh,occls ikr erste odst der l,etate Fahtor (L)
i'n allm diesw. Gliedorn derselbe ht, din wngleinhm rvaktoren abq dim-
seba$ Eysterne (G) iibergeord.nct sind, und d,iaa Systetn (G) mi,t dem glaichar,
Talator L mullipl'itirt das Eonttrirysfun r,i,efert, so kann man, clen ?aktor
L in al,lat Gli.edern weglassen.

In der that werden sich ilann die ungleichen tr'aktoren in den
Formen AG, BGr. . . darstellen laanen, wo A, B, ... dem .L u.nter_pgg
geordnet unil die Produkte a,ussere sindl dann wiril fie Gleieh,r,,g in
rler Form

L.aG+L.Be+...:0
ersoheinen, oiler da

L.Ae:LG.A
ist, weil -/- dem -L untergeordnet, G aber und .t kombinirt das Haupt-
system tlalstellen, uncl ebenso

L. Be: LG . B, ..., 232
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so erhalt man

clas heisst,
LG.A+LG.B+...-0,

LG(a+3+...):0,
tla "LG das Eauptsystem clarstellt, nur gentigtwelclrer Gleichung,

wird, weurr

also auch
A+ B + 0

(a+B+...)G,
ilas heisst

AG + BG +...
gleich Null ist, unil somit ist jener Satz bewiesen.

Aus dieseu. Satz,e folgeu nun ganz auf tlieselbe Weise, wie i:r
$ 82, fie Sil,tze:

Ei,ne Gleichwng blaibt al,s sol,cke bestelren, l ewe man alle thre Glieder
in de'mselben Si,ruw absch,attct,

uad
Die Abschatkcng einer Su,m,,nr,e ist gl,eich der Swnnae aus den Alt-

$chattxangdvt, d,er Stiiclae.

In der That erhiilt m^n, wenn mau die gegebene Gleichung glierl-
weise mit deru Loitsysten (Z) multiplieitt, und statt der Glieder der
ursprii:aglichor Gleichung nu:r in diese neue Gleichung ihre Absshat-
tungen auJ dasselbe Grunclsysteu G sety,t (was nach iler Definition
der Abschattung verstattet ist), die Gleiehu:rg in der tr'orm, ilass man
nach dem zuletzt bewiesenen Satze den Faktor -L weglassen darf; wo-
dql'sh de.)rr der erste jener beiden Siitze erwieseu ist, untl somit aueh
iler zweite, welcher nur efure andere Ausilrueksweise dlesselben Satzee

darstellt x).

$ f53. Abechattung des Produktes.

p1.t Die Siitze in $ 84 eetzen clie Abschatturrg eineg d,ussereu Pro-
duktes in Beziehung mit deu Abschattungen seiner Faktoren, urnil wir
haben fie eutsprechenden Siitze atfrustellen, sowohl wenn das Pro-
dukt eiu eingewaniltes, als auch weun alie Absohattu:rg uhg singe-
wandte wiril

Ist das Proilukt ein eingewandtee, deseen Beziohu:rgssystem zugleieh
das Hauptsystem iler Abschattuag iot, uril ist die Abschattung ilureh-
weg eine ei:rgewaudte, das heisst niclrt nur tlie iler Faktoren jenes

us.rProclulrtes, sondem auch ins Besonclere [die] ries I Procluktes selbst,

*) -Was dem in g 8a dargestelltel Batze eutsprieht, ist seinem veseatlichen
Gehalie nach sclron frtiher tla gewesenr uad ka,aa rlaher hier ribergangen werdon.
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Eo gilt der in g 84 dargestellte Satz, dass die Abschattung eineg Pro-
duktes das Produkt ist ilus ileu Abschattungen seirrer Faktoreu, auch
fiir den soeben bezeiclneteu Fall, indem d.ie Beweisftihrung genau ilie-
selbe ist, wie ia jeneur Paragraphen. NtimlicU, siud ,{, Il die X'aktoreu
des Proiluktes, .t das leihsystenl G tlo"s Grunrlsysteul eo ist clas pro-
clukt ,t .(,{. B) ein eingewauiltes aus drei }'rktoren in Ber,ug auf
dasselbe Hauptsystenl tla rnan hier beliebig zusammenfassen uncl mit
Beobachtung der Vorzeicheu verbeueoleu ka:rn, so wir.d. rler Werth
jenes Produktes lricbt geiindert, wenn ma,n statt .{ rmil B Griisseu
setzt, ilie mit Z dieselben Produkte liefern, also zurn Beispiel ihre Ab-
sehattungen ,zl' und l3' auf das Gruuilsyotem G; es ist also da.nn

L .(,{ . B'): L . (A. B),
und da ,tl' sowohl als B' aJs eilgewandte Abschattu:rgen dem Gruurl-
systeme [bergeorilnet sintl, so iet es auch ihr gerneinschaftlic]res syste.,.,,
das heisst ilrr Protlukt, also ist A . B' die Absel:attung yon A.. -B auf
G tach deru Leitsysteme .L.

Es ist also ilie Geltung des Satzes fiir clen l:ezeich-neteu Fall be-
wiesenl alleil es zeigt sich bald, ilass derselbe allgemein gilt, sobald
uur die Abschattuugen des Produktes uucl der bejdeu Ir'aktoren ent-
weder alle drei eingewandte, odor alle fu'ei iossere sind, urag uun das
Produht eir i'luseerr:s oiler eingewauiltes sein.

'Wir 
setzen zuerst voraus, tlass das Produkt eiuen geltendeu 

.W'erth

habe uud seire beiilen nuhtorou reile Grbsseu eeieu; unil zwa,r wolleu
wir die Gelturg iles Satzss zuerst {tir ilen Fall beweisen, dass die A}r-
schattuug durchweg eine 'du*sore, das Produht eiu ei:rgewantltes ist.
Es seien die beiden l'aliboren ilieses Produktes -?lf uud -l/, B stelle ihr
geureiuschaftliches System darl dar:r werden sich Jl,[ und -I[ als iiussere
Produkte in tleu Formen /.19 und .BC darstellen lassenl unrl zwar
muss darur ABC ala I iiusseres Prorlukt einen gelteutlen Wer-bh baberl ,e;ri
weil C mrb AB keiaen Faktor von geltender Stuf'e gemeiusehaftlich
trr5gn [an]r; derrn hiitter: sie einen eolcheu gemeilselur.ftlic\ so wiirderr
auch -il[ und lf, wie leieht zu Behen ist, eir:. System h0herer Stufe ge.
rueinschaftlich habe4 ale .B ist, gegen die Voraussetzung. Nul ist

M.N:AB.BO-ABC.B,
indem -B u.ntl BC einauder eingeortlaete Faktoreu sind, welche ntal
tlaher bei der fortschreitentleu Multiplilation nach $ 136 vertauscben
kauo. 

.Wir 
haben nun vorauageoeffi, dass die Abschatburog durchweg taL

eiae Eussere sei, sowoll ffir die Faktoren M urd -lI, als aueh filr deren
Proilult, das heisst ftr ihr gemeinsehr,ftliches System B untt ihr niiehst-
umfasseudes /.8C. Sind uun -d.', B', C', M', N'. beziellich die iussereu
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Absclrattungen von -4, B,C, M,l{, so siuil (naeh $ 84) A'8, EC',
A'B'C' die Abschattulgetr Yon AB, BC, ABC- Feruer rla M'lI
gleich aBC. B ist, so ist nac.h cler in $ 150 aufgestellten Defi.nitio[

die abschattung yon .M . -M gleich tlerr Proiluht der Abschattuugeu
yon ABC uutl 3, also gleich A'B'C'.8'. Irerler ist

M', . N', : x 13' . 1l' 0' : -{ B' c' . B"
aJ-so das Produkt tler Abschattulgen 711" N' gleich der Abschattulg

cles Produkte s M . N. somit ist fiir deu i.n Betfacht gezogeuen nall
die Giiltigkeit des obigen Gesetzes na,chgewiesen.

Ee bleibt also das Fortbestetrer dieses Gesetzes uur:roch fiir den

tr'all zu heweisen, ilass tlie Abschatiung ilurchweg eile e:ngewandte

ist. Der Beweis fiir dliesen Fall ist geus,E alerselbe, wie fiil cle:r soeben

lietrachteter Fall, weun ma,u 1111. nach ilem in s 142 aufgestellten

Princip statt der d,usseren Multiplilratiori dio auf ilas Hauptsystem der

Abschattung beziigliche eingewanclte i\4ultiplikation einfrihrt, untl die

ilort entwicletrten umiinilerunger, welc.he clureh diese Ein{iihrulg be-

clingt sind, eintreten 1!isst. NaDrentlich ist festzuhalteq ilass, wie jeile

Grtlsse, welche eiler aadern untergeord]1et ist, als [usserer Falrtor cler-

selben ilargestellt werilen kar.n, so auch jecle Griisse, welche ei:rer

audem tibergeordnet ist, als eingewa.[dlter X'aktor tlerselben i:r Bezug

auf clas Eauptsystenr dargestellt werden liiinue. um jeiloch die Art
ilieser uurd,nderung a,n ei:rem ziemljch zusammengesetzten Beispiele

kfar au's Licht treten zu lassen, witl ich die Uebertragung des obigen
paoBeweises hier ausfiihlich folgen I lassen'

Es seien die beiden tr'aktoren tlos eilgewandten Produlrtes -71[ unii

-I[, B stetle ihr niichstumfassendes sysbem ilarl ilanl werden sic,h ,ll4

und N a1s efugewandte, auf das Hauptsystem der'Abschattug beztig-

liche Produkte in den tr'ormen l-B ulrl BC ilarstellen lassea*); und

zsszwar muss dann ABC als I ehgewandtes, auf das Hauptsysteu der

Abschatbnug bezfigliches Ptodukt einen geltenden Werth haben, weil
,{E untl C von keinem nietlereu Systemo als dem l[auptsysteme um-

fasst werden kbuneu**); denn wiirilen sie von eilem solchen S;r'steme

) Ia der That, wom S ein Syetom tlaretellt, welches dae Systen von B
zum Hauptsysteme iler Abechattu-ng ergiinzt, so wiril man nur

/: # und c:
zt setzea Laben.

x,*1 Eier triti itie analogio ia ilem wortaustlrueko nicht so tlar hervot. sollte

sie kla,r hervortroten, so mlisste ua;o in ersteu tr'a'lle sagon: ,,woil ilas System,

welches /.8 und c gemeinsehaftlich haben, von kei:rer hohorsn stuJe ale der

rrs
.B3
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uEdassb,sowiirdeuauch.x[[n.IN,wieleiehtzuseheDist*),vorr
ehem dysteme riederer Stufe umfasst werden, als li ist, gegeu die

Voraussdtzung. Nun ist

M . N: AB .IJC: ABC. B,
iudem B u.nd _Bc eiuaucler eingeorclaete FaHoren si:ril, welche man

ilaher bei iler fortschreiteuder Multiplikation nach $ 136 vertanschen

ka.nn. wir haben nuu yoransgesetzt, dass tlie Abschattung ilulchweg

eine eingewandte sei, sowoh-l fiir die Faktoren ll{ uld }r, als auch

ffir clere*n Produlct, das heisst, ftr ihr nd,chstumfassendes system B
untl ihr gemeiuechaftliches lIlC. Sind nun 1', R', C', M', N' I be-'eez

ziehlieh iie eingewuodterr Abschatt'ungen von A, B,C, M, N, so sild

(naclr g lb|) ;'B', B'C', IB'C' die Abschatturgeu ToI- AB, BC,

-A-BC. 
-Ferne.r, 

da M. -lf, gleich AIJC. B ist, eo ist tach der iu $ 150

aufgestollten Definition die Abschattuug Yon Jlf ' -r\r gleich de'n Pro-

aoil Ae, Abschattungen von ,4BC und B, also gleich A'B'C"LJ''
Ferner ist

M'. N' : lB'' B' C' - X B' U' B"

also ilas Produkt der Abschatburgen Jl{'. N' gleioh cier abschaftung

des Produktes flr. il. somit isb auch Iiir dieseu FaII die Gtiltigkeit

tles obigen Geeetzes nachgewiesen , 236

Wir setzteu i, beiden Fiillen noch voraus, ilass tlas abzuschattentle

Produht eineu geltenclen werth habe, ul]d die laktoren reine Gr6ssen

seien. Ist dae abzuscluttende Prodult nul1, so ist, uur fie Geltulg

jenes Gesotzes auch ftir cliesen Iall zu erweisen, nur zu zeigen, dass

ias proitukt aus deu Absclre,tturgen der 6eideu Falrtore' auch null sei'

Wenrr einer tler urspr.iingliclren Faktoren uull ist, so ist arrch seine

Abschattung :rull, also auchdas ProduH der Abschathrngen null'

wenn aber rlie beiclel Faktorerr geltende werthe haberr, u[tl ilas Pro-

dulrt dennoch null ist, so muss, da

nullten seia kaan"n unil im letzteren Falle: ,,weil iln's System, welches -{'B und C

umfasst,vonkeinaroiederenStufealstlerft'-tenseinkanu",fudemahmiiohh
ilie Shfs iles Haupteystems bezeichaet'--- - -f lla*fi"l, o'eru f-r jenes System dnrstellt'e, was d3, oiler '41' und C nrrr-

f'asseu sollte oocl ,loch niedriger wiire als Uas Eauptsysteur, eo wtirde sich C aJs

eiogerouoato., auf das Ea,upieyste- beztlgliches _Produkt 
in tler tr'orm Jl .-E dar-

,t"ii*r, tru*r, untt ee wiirdl -l,. : f ' C : B '(D 'E), otler da dies Protlukt eiln

,eiaos is\ : (B . D) . E sein, .wo das niichsturnfa,ssend'e System zu B untl D ilas

EauptsysLm seir muss I es wird aleo 
'Lou 

tlen Gr0ssen B uud -D gemeinsebafl;

fi"ln syttu* clie Gr0sse -trr umfassen, und auch die Griisse Jl ' da fiese sovohl

von -B ale von -D umfasst wirtl' Das gemeiuschaftliche Systetr von B untl D

unfasrtalsoll{und-tr[,istabervonniedererstuf'ealsB,da-DlliclrtdasHaupt-
.yrt** lut, und B unil l) als nii,chstumfanscudes systern tlrrs IJarqltsysteur haben'

O r'rtselt luu, \\'cJko. I. l7
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M_N-ABc.B
ist,urrdBniclrtuullist,ABC.3alslrotlulitintler:li.ormdetEin-
o.aoorg aber uiclrt aD'lers null werilen kaln, als rysrr:r einer 1:r 

F.'ak-

io"", irtt mirtl, uothwencltg ABC null sein, also auch seine Abschai;

turg, clas heisst 
A B,C, : O;

also mugs anclt A'B'C''3', tlas heisst M''f['oder das Produkt dcr

A.Irsclrattungen nu]l seirl. Es bleibt also arrc}r u'lc]r irr tlieseur Fallc

fie abschaltung iles prorlulrtes gleiclr dem Prorlulrt aus ilen abschat-

ttngen clel Eaktoren

Es ist nun, um ilas Gesetz iu seiner ganzeu Allgemeinheit dar-

zustellen, uul nooh die Beschtiinlqng a'ufr'uJreben, tlass die FaJitoreu

rles abzusc.hattouilen Proiluktes reiue Grilssen silxil'

SirrddieselburBeziehurrgsgr.tisseu,rierenBeziehun,gss.vstem(.Ii)
identisclristmjttlemBezielrrrngssystcmetlesei:rgervancltetrPtotluktes,
*J ,ioa g, rmd u die Grailzahlen jetrer Beziehungsgriissen' lly' ytil ff
it 

"u 
,iguotLtinrlishsl Werthe il Ber'ug iru{ tlas Mass 1i' so witd sich

ilas Produlrt iu iler tr'orm
K,M. K,N

2sB tlarstellen laeseil. Dies Prorlult ist nun naeh $ 1.38 gleich f+'' A ' N

od.er, wern -&/.-l[ gleich l("I ist, gleich 'F+"'K' L Bezeie]rueu wir

die Abschatturrgerr mit Aeceuteu ruril nehnreu tlieselbe[ entweder tlulch-

*"g *1, ii,usser"e oiler ilurchweg als eingewandte an ' so ist die Ab-

schattnng des obigen n."Y?,_* 
, K, . 1,.

: Ku+'*' ' n"
: K't" I/L' .K'n N' ,

das heisst, gleieh dem Produkie dev Abschatt'u:rgen' Also gill 1T d"*

23? Gesetz uucl oo"5, wel. die Faktoren Bezielungogrbssen sind, tleren

BeziehrrrrgssystemmitrlemBeziehungssystemetleseingewa,uiltenPro'
dukies z;,mmenF.i,l1t. Daraus folgt nun auch, dass es ftlr reine oin-

gewandte Produlte aus beliebig vieleu tr'aktoren gilt'

NaclrdemwirnunafleaberfltigsigenBeschriidiungenaufgghobeu
haben, kiinneu wir das Gesetz in seiner gaarzen Allgemeinheit hia-

etellen:
Die Abschatkmg d,u Prrtd'wktes

Absch,attuttgux setner fialciarw, wenn

sou;0\il, du Si,tm, der Absc'hattwn'g als

sel,be ist.

ist gl,ei,ch dam, Prod,u,kte q,tts il,en

fiir alk abzuschatlcndwt Grtissen

auch das Bezi,ehungssgstant dus'
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wir sagen uii,rulich, dass iler sil]]o der Abschattung mehrerer

Grlissen clersell:e sei, wenn ticlrt nur Grultlsys[em unil Leitsystetn

tlieselbeu siuil, sonderu anch clie ,{"bschatiungen entweder s'd,mmt}ich

liussere oder shnrsrtlich eilges'a.nilte sind.

S 154. Affinitiit, Bilitung afflner Yeroine'

Dara,us, tlass jetie Gleichheit, welehe zwischen dleu Yielfachel-'

surrluren einer Reib.e vou GrilsseD sta,ttfiutlet, auch beste.hen irleibt,
.lvelur mar statt cler Grtissen ihr.e Abschattrlllgell setzt, oiler mit an-

tlcru \(orten, da,ss die Abscbnttuugeu in dersell:err zalrlenrelation stehor

wie die abgeschatteten Gri'rsseu, tolgt, dass ilie verwatd[schaft z\Y.ischeu

ilen Abschattulgen und deu abgeschatteten Gr'dsseu eine besonrlere

Art einer allgemeinereu Yerlvaudtschaft ist, welche clauin besteht, ilass

dic z.rvischen eiuer Reitre von Gr"6sseu herrsolr.entlen zahlenrelatioueu

ruch {'tir ilie entspreche[del Gr'(rsseu der zweiter ReiJre gelten ; urd

wil' wolleu ilaher iliege allgelreilele Yerwandtsohaft der Betra.chtuug

rurterwerfen.
Es tritt jecloch diese Ye,rwancltschaft eISt ix iJrret garzen xiu-

fac.lnheit heryor, wenn rlie Beziehung eile gegenseitige ist, rlas heisst,

wenx jecle zab_leurelabion, welche zwischeu Griisser der eiueu , Reihe, P3lr

welche von beide.n es auch sei, stattfililet, auch zwischen deu G.*iissen

rler u,nclern Iieihe herrscht I u-nd zwei solche vereine vor eDtsplechentleu

Gri)sseu, welehe iD ilieser gegeuseitigen Beziehung zu eixaralel' steher,

neDrle[ wir a f fi n +,,) 
.

Diese Gegenseitigkeit der Beziehung ftihrt das Gesetz herhei, welches

iil:erall jede eiufache BezieLulg au.szeiehnet, rlass uiiurlich, lveEu zlvqi z:t8

Vereine von Grilssen -{ untl 1J urit einem dritte[ C affiu siuil, sie es

auch unter sieh sind. rn der That, rla tiann jede Relation in { auch

iu C stattfintlet, und jede Relatio::, tlie in C statffiIdet, aueh iu B
herrscht, so lnuss auch jecle ll,elation in .1 zugleich in 3 stattfiudeu,

unrjl aus ilemselbeu Grurde jede Relatiol, die in B hetrscht, zugleicir

in rl stattfilcleu, clas heisst, 1 uld 3 sind eina'niler affin'

Es fragt sich uu.n, wie mau zu einem beliebigon Yereite vol

Griissen iiberhaupt eine[ ancleru verein bildeu lcaun, weleher mit jenem

i]l derselbeu zableurelation stehe, u-ncl ins Besondere oinen soloher:,

+) Dor Begrifi tler Affinit'rit, wie wir i}n hier aufrtcllten , etimrnt loit d.enl

gowtib-nliche[ Begritr aerseiheu in. soferu ritrercfur, alo er, a[f dieselben GrSsseu

iogewan6t, aucL tlieselbe Beziehuag tlar stellt i ihr Begriff ist hier nur itr goletn

alfieruei'cr gelir,set, als or sicrh auch auf anilerc Gr6uscn {iberfaagen Iiiest.



260 Ar. AbscLn. tr. Kap. 4- Verwoudtsclrn'flsbc'ziehungon' S 164' 165'

bei welchem fiese Beziehu:rg eine gegetrseitige ist, das heisst, welchel

dem ersteren affi-n sei'

Ilat man in tlem gegebenen Yeleiue ,2 Grbssen (detselbeu stufe),

zwise.hen denen kei:re zahlenrelatio[ stattfintlet, als tleren YieuacheI-

sumrnen sich aber clie iibrigen Grbssen jenes Yereias tlarstellen lasseu,

so l[sst sic]r zeigen, ilass man, um zu einem zw'eiben Yereine zu ge-

langen, welcher Jieselben Zahlenrelationeu clarbietet, ilie in dem ersten

y"rli"l )retrschen, in ilem zweiten Ve'eine rl beliebige Griissen, welche

unter sich yon gleicher stufe siud, als jenen rl Glbssen eutspreehelde

aD]]ohmen ka,un, danu aber zu jeiler audern Grbsse des ersten Yereins

fie eutsprecheutle im zweite.n firdet, hdem man clie erste als YieI-

fachensumme jener rz Grijsseu iler ersten Reihe dargtellt u]lil dir,un in

dieser vielfacheusumme stat,t jener ,,l, Grbsseu tlie entspreche[tleu der

zweiten setzt, ilass alrer cliese Beziehung nur danu u:rd imrner dann

eine gegerueitige ist, die Verei:re also einander affiIr sind, weDr zu-

gleich- &'e ?l Grtissen iles zweiten Yereias l<eine Zahlenrelatiou urrter

sich aulassen-
840 Die ltichtfukeit I clieser Behauptung beruht darauf, dass, v'enn ti

Gri5sseu in lieine. zalfenrela,tion stehen, das heisst, keine derselbe[

sich als Yielfaehensulrme iler iibrigen ilar*tellen lii,Bst, u[il tlennoch

eiue Yielfachensrurlne dieser Grbssen gleieh Null seil soll, nothwenilig

alle Koefficionten rlieser Yielfaehensumme einzeln gerommen gleich

NulI sein miisser; den:r hiitte eiler von ihlen einen geltenden wer@
so wtirde die Grbsse, tler er zugehbrt, sich als Yielfachensumme der

iibrigeu darstellen lasseu, was gegeu die Yoraussetzung ist. Aus dieseu

SatzJ nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen,Behauptung s:*1eieh.

Denn sinal i, 1,, ,, . . . irgend welche Grtisseu iles ersten Yereins,

zwisehen deneu eine Zahlenrelation

zBe ua{Pb+"':6
statt findet, unil man driickt d, b, ... als Yielfaohensummen jener rz

Grilssen des ersteu Yereins rtt...tn aus, so wird sich jeue Gleichuag

in iler x'ornr 
'q,", + Q{z*"': o

ilarstelleu lasser, iu welcher naeh ilem eoeben erwieseneu satze alle

Koefficieuten null sein miisseul also

Qr : 0, Qz:0t " "
Diese Grtisser grr gzr'. ' sind nur Yon ilen Koeffieienten a, pr " ' uud

von ilen Koeffloienteu der Yielfachel8urluren, in welohen a, D, ' ' ' dar-

gestellt sintl, abh':i,ngig- Sind nun d, U, " ' und t!r, t'2, " ' die eut-

sprechenden Grbssen des zweiten Yereins, so miilsen rl , b', " ' &us



Erzeugnng affrier Yerehe. Ertspreehenile Produkte. 261

a, b, . ,. dadure,]r hervorgohen, ilags man in ilen VielfacherrsruurueD,

welche &,b,.., clarstellen, statb r,, t-et ,.. ilie ertsprecheude[ Grbsse[

ri, ,t'r, ,.. setzt. Eolglich winl der Ausalruck

ao! t frb'+ "' : I' ri -F A,ir!, * "'
seix, uuil also, da Q, Qrr ... einzeln genorrmen uull uintl, selbst gleich

Null seiu uriissen , also

ad { pb'* .'. :0,
ria,s heisst, zwischen ileu Griissen iles zweiten Vereins bleibt jede Za.Llcl-

relatiou besteherr, welche zwischen deneu des ersten besteht. siuil l]urr

ilie Grbsseu fr, . . . r',, gleichfalls vou tler BoscLaffeuheit, dass zwischen

ihnen hcir:e Zahleurelation stattfinilet, so l:issL sich ebenso cler BiicL-

schluss maebeu, rlie Beziehung ist also ilann eine gegenseibfue, und

lie l_,eideu yereiue vou Griissen sind eilander ,6rl Ilirrgegen, henscht
zwischer [ieseu Gr0ssetL '1"t, . .. ri ei.ne I Zahlenrelatiou, so ist lilar, gll
tlass matt, da tliese Relation zwischen den enteprechendeu Griisser des

ersteu Yereitis uiclrt stattfirrilet, auch nicht yotr c{exr flerrschen eiuer

Relation iulerhol [r rles zweiten Vereins eilen Schluss auf das l"ort-

besiehen clersell en inr orsteu machen dar-t, dass vielmehr die Beziehurg

da,ln nur eine eiuseitige ist.

S 155, L56. Entsproohon dor Produkte ontspreoheuder Grbssen

. o,us zwei afffnen Vereineu.

$ 155.

We.un nrut zwei Vereine eutsprechentler Grbssen einarrdcr affru

siutl, so werileu aueh ilie Proilulite aus den Grossen rles einerr vereins

clen entsprecheud gebildeteu Proiluliten tles analerr Yereins affin sein,

wenu rur die Multiplikationsweise, tlurch rvelche tliese e[tsprecheudeu

Proclukte gebildet sind, in beiden Yereinen in tlem sirrne geron1meu24o

ist, class das Produkt flenn, aber aueh nur dann atrs null ersoheiut,

rveul die Faktoren i:r einer Zahlenrelation zu einerder stehen'

Ist niimlich clie Multiplikation in dieser Weise angenommer, so

kann zuerst zwischeu den verse,hietlenen Proclukten, welche sich aus

clen m Grbssen Ar, , . ,-r1, des eiuen Yereint, die il keiner ZaJrleu-

relatiou z11 einaniler standen, bildeu lassen, gloichfalls keiue Zahlen-

rolatio[ stattfluilenl ilas heisst, sg [ann keins ilieser Produkle sich a]s

Yielfachensumme iler iibrigen darstellen laesen. Denn gesetzt, es were

ilies tler Fall, so kiilnte IEaB in iler Gleichuag, wclche jonee ProduJrt,

2nrri Boispiel ArAzAs, als Yielfachensu&me der tilrigen darstellb, jedee

Gliecl mit dga s:i,mmtlichen }aktoren An..' Ao uultipliciren, die jeneo



262 A,. Abschr- II. Kop. 4. Yerwrr'nilLqchaftsberiehuugcn $ 155-15?'

proilukt nioht enth[lt; durch diese Multiplika.tiou wertlen ilalr]l alltr

iibr{gen Froclulrte mit Ausuahme dessen, was irl$ Yielfachenslmme tler

tibrigen er-scheine! soll, nnll, weil in ilrnen weuigsteus einer von de1l

hilzutretenilen Eahtoreu schou nnteI den vor'handeneu Ilahtorell Yor-

ftsnrpf,, also Eu[ zlvischen ilen Faktoren Gleiehheit, u'Iso atc]r eile

Zahleurelatior statt findet; man erhd,It ilaher clie Gleichurg
Ar. 4r... Ao:0t

das heisst, rwischeu 4, . . - 21, wtirile eine Zahleurelatiou statt fi1tle1

mtissen, w&B wiile! die Yoraussefsnng ist'
Betrachtet man nuu fernor ein Proitutt PQE, clessen li'a,ktoreu

Grdssen jenes Yereins, also als Yielfaehensnmurer volr A,,, ' ' ' 'r1,. iLlr-

stellbal sinil, so wird auoh dies Produkt, welln ruii,u rlie einzelne.L l,'oli-

boren als vielfacbeusummen darstellt, glietlweise rlurchmultiplicilt un{
die Faktoren tler eirazelnen Glieder gehbrig ordret, ;r,ls Yielfaoheu-

,2d2summe I der aus tlen tr'aktoren Ar, - -. -d, gebildeten l'roclukte er-

scheinen. Sirrl nun iu dem a:rclern Yereine A\t . ' ''4L als tlie elen

Grbssen Ar, . . .1,, entsprecheutlen augenommen, lrnd werilerr als fie
ilrren Procluiiten ArArAu, . . . eutsprechenileu Grijssen die Produkte det

eutsprechendeu Ealrtorer A:rA;A;,. '. aEgeuommea (was verstahLet ist,

da zwischen jenen ProduJrten tles er.sten Veleins lieino Zahlenrelation

stattfi:rdet), so wirtl tlem Produkl'e PQR tlas Prod'ulrt P'Q'I|' det

entsprechenilen tr'aktoten gleiohfalls entsprechen DenI man erh?i,Ib

aus PQIi das ?roclulit P'Q'R', \renn mar, uachdlem ?, Q, -Z? aJs

Yielfacheusummetr Yon Ar, . , .,4,, dargestellt sild, statt Ar, ' ' - A" die

241 etrtspreehenilen Grbssen att . - . An aelzt. Das Gesetz des I Durchuulti-

cirens ist uu:r liir beid.e Produkte ilasselbe, jetles Proclukb ferner

zwisclren A,,... An, was gleiche Fahtoron enthiilt rmcl somit null wird,

hat auch zum entsprechenden Produkte ein solches, was uull wird;
[ntl ilari:r liegt, dass auch tlaeselbe Yertauschungsgesetz herrseht,

irrdem (/. + B)(A f B) oder AB + BA in' beitlen FEllen nnll ist,

also alie x'aktoren nur mit z eichenw eehsel verbauschbar sinaL Daraus

nuu folgt, class, wena. ?QE als Yielfaehensum-e iler aus 
'ler 

Fak-

toren /rr... -4, gebildeten Proilukte erscheint, man daraus P'Q'n'
erh?ilt, i:rdom man statt Ar, ... Au ilie entspreehe:rilen Grbssen Ar, "'Ai,,
oder statt der aus tleu ersteren gebildeten Produhte tlie aus den letz-

teren gebildeten setzt.
Hierin liegt nun Yermittelst tles obigen Gesetzes, ilass die Pro'

duhte rles zwciten Yereins in ilerselben zahlenrelation .stehenr wie fie
entsprechoncien iles ersten, und dasa also, wenu die beidsn Yereine

einaucler affin oiuil, auoh die Proilukte des eineu Yeroins ilon ' ent-

sprecheuden tles anilern affin sfuil.



$ 157. Direkto und reoiproke Affiniffit. Allgemeiner Satz.

Wir gela,ngen ilurch Anwenduug cles in $ 155 rlargestellten Ge-

$etzes a,uf die beideu in $ 156 aufge{iihrteu MultipJikatiousweisen zu

zwei Hauptgabtungen der Affinitiii, niimlich tler direkten urd der

reciproken, iutlem eines Theils deu Grbsserr I erster Stufe des eirler 249

Yerehs Griissen elster Stufe tles aniletn entepreehen I ulld andern Theils

deu Griisseu erster Stufe tles ehen Yerejls Grbsser (rr- i)-ter Stufe

rles andern entsprecheu, wcnn jeiler Yereir'ein System z-tet Stuft a,ls

Ilauptsysteu darbietet. Wir kiinnen tlaher folgeuden llauptsatz der

Affni#it aussprechen:

Wenn man &u n nott einander unabltiingigm Gtdssan erctet Shfo rt
gletahfall.s uott, etnandtr wtabhiingige Griissat, et'ster Shrfe oder n Griissen,

(n-l)-ta' Shefe, welche ei,nem Bgstan n-ter Shfo angehdren, tla'en er,n'

llewandtas Prod,ukt aber einm gel,tendatr' Werth hat, als antspteclterule

ninzntt, so b'ild,en tlic atts den entsprechenden G.rrjssm clrurch dieselbm,

Grwnd,oerlantipfiangen gelti,ldeten Grdssut, Bzoci' ei,natul.er affime Yaretne aotr,

Grrissen, uncl jede Grundgl,eichung, weltlrc awi^schcn dett Griissm tlas ei,nen

Yereins besteht, bleibt au& bestehen,, 'u)enm rfian statt d,ieser Griissen d,ic

e%tsprwhxnclen il,es anda'n setat. 7m, ersten Fall'e heissen be'i[le Yerednc

d,irelct affin, ine zwei,ten reciprole affin.

Entsprechenile Produkte, Dileklo untl rocipokc tLffinitl,l. 26il

$ 156.

Es giebt unter den bisher bettachteteu Multipliliationsweiscn rrut

zwei, welehe cler iur vorigen Paragrapheu auegcsProcllenen Befinguug
gentigen, ilass niimlic.h das Prodnlrt dauu ultl nur tlann als null er-

scheinen so1l, wera zwischen den tr'aktorer eile Zri,hleurelation herrscht,

ilas sind n?i,mlich erstene ilie iiussere Multiplikatiou von Grbgsen erster

Stufe uld zweiteus ilie eingewandte Multiplikatiou von Griisser (rz-l)-ter
Stufe ir eilem llauptsysteme t,-ter Stufe untl iu Bezug auf dassell:e.

Dass die iibrigen Mrrlbipliliationsweisen, velche wir' l:isher ken-nen

gelernt haben, nichf den Bedingu:rgen iles vorigen Patagraphen ge-

niigen, leuchtet sehr I batd ein. Zwar w'iirde das in jeuem Iraragraphen et.l

dargestellte Yerwandtse.haftsgesetz ein vortrefflichee Mittel darbieten,

uru ir; die Bec'leut'ung des formalerr ProiluJrtes, welches wir bis]rer :richt
der Betrachtuug uuterworfen hatten, hineiuzudlingenl doch wolle:r rvir
urs tlurch solche Betrachtunget, welche uus jedenfalls in schwiuige

ultl rveitliuftige Uutersuchungeu verwickeln I'tirden, nicht den Rauur

fiir anilere , wichtigere Gegeustintle verkiirzen i i:lil 'rvir bleil-ren daher

bei den beirlen l'iiJler: stehen, auf welche uaser Gesetz direirte An-

weridriug erleidet.
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Diesor Satz ist von so allgeueiler Ge1tnng, ilaes er, wie wir
spitorhin zeigetr werder! ilie allgenreinsten lineiiren Yerwandtschaftel,

wie die Kollineatiou uail Reciprocitiit, unter sich begreift rmtl ilen voll-

atii,ndigou Begrifr tlieser Verwa,Ddtschaften, welche bei iler gewiihnlichen

Auffasstrngsweise uur iu unvollkomurener Gestalt hervortreten, dar-

atelli. Namentlich liegt ia iliesem Satze, dass, wenrr ,n Gr'dssen des

eileu Yereins irgenil eilem Systern a,ngehbreu, tlann auch tlie ent'

,41 spfechenclen Grbssen des andern Yereins bei fler direkteu I Affinithi
einem Systom ilereolben Stufe angehiiren, bei iler reciproken eiaem

Syoteur von ergiinzendet Stufe, neil niimlich das Proclukb derselben

gleic.hzeitig null wird.

S 158. Ztrsammenhang zwisehon Absohattung nnd Afffnitiit.

IVir habsn uun die Absc.battung als besonclel'e Art der honsrauter

Zahleurelation und der Af{iuitlit darzustellen, und anzugeben, il welcheur

n'n[e die allgemeine Yerwantltschaft in iliese besoutlere iibergeht.

Wenn zuerst rwiechen den Griisseu erster Stufe eines Yereins ,{
tlieselben Zahlenrelationen statt 6lden, welche zwinchen clen eutsprechen-

rlen Griissen erster Stufe eiues andern Yereines B herrschen, so fr'agt

sich, wolcher Bedinguug beitle Yereiue unterwotfen sein miisseq wcurr

?44 cler erste Yerein -A zugleich tlie Abschattung des I zweiten 3 sein soll.

Nennen wir ilas Systerq welches einen Yorein vou Griiesen elster
Stufe zun'richst umfasst, das Systan tliescs Ya'cins, so leuchtet eil,
dass 14. nur ilann die Abschattung von B sein kbrme, werrn in dem-

jenigeu Systeme C, welches ilen Systemen beitler Yereire gemei-r:seha.ft-

lich ist, ilie entoprechenden Grbtsen beider Vereiae zusammenfallou,

ila.s heisst, einaailer gleicJr sintl, wie ilies ulurittelbar ans tler.Idee der'

Abschattuug heworgeht. 'Wir kbr:nen aber auch zeigen, dass, wemr

diese Bedingung eintritt, auch jedesmal tler Yerein ..1 als Abschattung

cles Vereines B aufgefasst werilen k6nae, und tler Simr iler Abschattung
ilann beetimmt sei.

Um fies zu beweisen, kiinaen wir zuerst das System von lB als

Kombinatiou iles gemeinschaftlichen Systemes C mit einem davou u:r-

abhiiargigen Systeme darstellen. Dies System, welches ilaln zugleich

von deur Systeme iles Yereines / unabhiingig sein wild, sei von fll-ter
Stufe, das heisst, es sei durch clas iiussere Proiluki Yolr ,r, Gr6sseu

erster S[ufe brr...b* dargestellt, welche alle von einander uuabhiingig

sintl. W-ird run vorliiufig .L als ilas Leitsystem angenommen, und sind

&rt . .- &* die den Grbssen br, ...b,n entsprechenden Grbssen des ersteu

Yereins /, so erh6lb mar, wenr zugleich L, ...o,. dieAbschattuugeu

vou Zrrr...l,,,, nach dem Leitaysteure .t sein solle!, alie Gleichungen:



Zurnmrnenhang zwischen Abtchattmg uuit Affuitiifi.

L.ar: L,br, ..., L. a^: l,bo,,

?65

oiler
L. (*r-b,) :0, "., L.(o^-D,) - 0,

das heisst, die Griissef (or-br),..., (a,^ - D^) eiud clemLeitsysteue
untergeorclnet. Es sinil aber dliese Gt?lssen son'ohl von einaDiler , als 245

vou dem Systeme cles Vereins ,4 uuabhiingig. Denl fiinile eine golchb

Abhiiagigkeit statt, so wiirile auch eine Yielfachcnsntrue vorl 41, ... d,,,

und deu andern Griissen erster Stufe, die dem Yereine ,4 angehtiren,

als gleich crscheiren einer Yielfachensurtrme tler Griisser D, , . . . b,,, das

heiset, es wtirde i:r dom Systeme b,,lt.r...2r,,, eine Griisse geben, welclre

den $yetemel beider YereiDe geneinschafilieh wiire, das heis."t, tlenr

Systeme C angehi5rte, was witler ilie Yoraussetzuug ist, iudem jerles

Produkt von C unabh;iugig angenomrueu ist. Da nur tlie Grilsseu

(r, - D,), . . ., (n,, - 1t,,,) vou einander unab)riingig ruril deur Systeme /,
untergeordnot sind, $o ist auclr. ihr iiusseres Protlutt dieseur Systeure

untergeorduet; urrd lverm wir aruehmel. ilass das Leitsysteu uicht
von lrbherer als lr-ter Stut'e ist, so fo)gt, rlass es ilutch jones iPro-944
clukt dargestellt, also vollliourmeu besiiruxrt ist, oiler mit andem Wortou,
es ist ilann rler Sirlu. cler Absohattung bestimmt. Setzeu rrir daher .L

jenem Proilukte gleich, so iblgt auch umgekchrt die Giilbigkeit iler
Gleiohungeu

L.ar-L.br,...,
uuil rla -L von ilern Systeme vou ,{ unabhiingig ist, so folgt, dass

flu ... dn, in cler That die Abschattutrgen voll br, .,.b* auf rlas System

von / nach ilem Leitsysteule Z sind. Nirnmt rna lrun in dem Systeme

von B irgend eine andere Gtiisse erstq' Stufe Ir tunr go wird sich die-

sellre al,r Yielfacheusu[rme von den Grbssen br,,."bu, und von Grbsseu,

dic ilenr Systeme C angehbren, darstellen lassen. Dana rv'ird ilie ent-

sprecheude Griisse a tles ersten Yereins sich alg entsprechencle YieI-

fachensunrme vou clen entsprecheuc'len Grbssen ih-r'os Yereins darstellen

lassen, ilas heisst, als enf,rprechende Vielfachenenmme vou den Ab-

schattungeu jener Grbssen erscheinen. oder, sie selbst iet ilie Alxchat
tung jeucr ersteren. Wil habeu somit dlen Satz gewonnen:

Tltam zwi,sclmc tl,ct?, Gr'ossfri, erstcr Stufc tfnes Wreins (A) dicsctbett

Zalilau'elatianctl stal'tfi.nden, welchc zNoischen, tkrt ctttsltrccltarclen Griissett

walo' Slufe eines andern Ysctns (B) herrschut: so ist da' crslc Tercin

(A) dann uncl nwr dum als Abschatluttg des swcilen (13) aufaufasvn,
wenn in tlem gerneiusclraltlichan, Systemc beider Ycreine ilie cnLsprcchandcn

Gfissew nsam.menfall,at; u,ntl Etuq,r' i:st dann der Sinn ier Abschaltwng

oollkotnmm bwtinrmt.
Als unmittelbare Folgenrng aus diesem Satze geht hervor, ,ilaos246



$ 1-59. affirritiit iu der Geometrie'

um die gow.onneue]l Resultate clurch geonrettr',sche A-nschauuugel

zu vercleutlielien, wircl es geuiigen, affiue Vereine beiilerlei Ari i-, 4er

Ebeue zu betrachten.
Es ist klar, wie mau clann zu drei nicht in geratler LiDie liegen-

tlen Punktgrosseu (tlie aber auch in streckeu iibergehen liiir]uen) tllei

beliebige etenfalls uicht, in geratler Liuie liegende Punktgriissl als

eotspriheude au:rehmon, untl ilaraus zwei eirauiler direkt affine Ver-

s+SeirrJ ableiteu ks,nn, inilem ruan ilie laus jeuen e:rtsprechendeu Griissen

auf gleiche weise gebildeten Yielfacherlsumlueu, oder ileren anf gleic-he

WeiJe gebildete pioduktc als errtsprecheuile Griisseu Betzt" 1lbeuso

erhii,it man zwei reciprok affine lreroine, wenr ma! zu clrei Elemeutar-

griissen erster stufe, clie nicht in geratler Irinie liegen, drei Lirrien-

lrirssen, cleren Linieu ein Dreiecl< begrh'nzeu, als r:ntsprech.[de an-

ii.^mt, und ausserdem je zwei drirch tliesel5en Gruudverlrniiptiuigon

aus ilxen erzeugte Grbssen als entsprechentle setzt'

Es ist aus dem Frfheren k1ar, wie im elsten Faue dreieu Punkt-

griisse'll dles eineu Yereins, die in gerader Linie liegelr, auch clrei iltts

ioduro entsprecJren, die gleich{alts iu gerailor Linie liegen, unrl ebeuso

clreien Linieugriissen des einerr, tlie dulch Einen ?unkt gr:hen, ttrei

rles anclern eulsprecheo, welche gleicSfalls durch Einen Punkt geheu;

wie fer.ner im zweiten tr'alle tlreierr Punktgrbssen des einen verei:rs,

d.ie in Einer geratlen Linie liegen, drei l-riniengriissen tles arrderrr.euh

sprechen, clie ilureh Einen Punkt gehen, u:rd umgelielrt' Dabei ist

jeaoch festruhalten, dass die Prm}*griissen auch iu Strecken, clie Linie[-

gtbsseu i:r Fliiohenrii,ume umschlagen kiinneu'

266 -r{,. Absc.lrn. II- Kap.4' Yerwnnrltsclir'ftsireziel-rungen ' $ 108-160'

von zwei affir1op Yereilell clanl u1d uur da,ru tler eiue als Airscfuatturrg

r'leg andern ers(heitrt, welur irr dem geneirschaftlicjren systelrre lleider

vereine jr: zwei eutsprecheutle (irtieseu mrsammgufallen, und ilass danl

jeiler vo]r beitleu Ye.*eineu als Abschattuug des antlern aufgelasst

rverclen lianu.

S f60. I,inetire Yerwandtechaft, Kollineatiou und Eoeiptocitiit
na,oh deB Prilcip der gleichon Zoiger'

unsore bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich von der

gervbb:rlichen goometrischen Ansctrauulgsweise tlailurch, tlass wir tlie

Furkte nicht ftir sich, sond.ern behaftet mit gewissen Zahleuloefficienten,

die wir clewichte nannten, auffassten I und dies war nothwendiS damit

sie eben alg Grbssen erscbeinen konnten. ps1 prmkt selbst ersahien



Affinit?i,t in rler Ebenc. Liuoii;rc vorwrr,ntltsch!,fl;. Kollineir,l,iol1. Beciprocitli,t' 26?

extweaer als solehe Grijsse mit dcm I Gewiohte Eins, ocler alr system,24?

dem rlie Griisse angehiirbe. Ebeneo mussterr fie Lilie, die Ebene, der

Eanm, weun eie ,l* Grijrr*o erseheine[ uollten, ei.lelt ]restiurnrteu

Masswerth ilarhieteu, uld so als Linieugrbsse, Plangrtrsse uncl begr'anrter

Eiirperraum aufgefasst werdeu.

Es iBt besonilers die erste Betrachtrmgsweise (der PuDkte ali

Gr.dssen), welohe vou der gewblnliohe[ giinzlieh abweic}t, Es bleibt

uns claher jetzt noch besoniler.s iibrig, filr clie i-n diesern l{apitel dar-

gestellteu Gesetze jene Differeuz fluszugleiohor'

Wir kntipfen diese Betrachtu:rg an die allgemeirle Verwaldtschaft

fler Affi-uitiii, .*.1 o.oo.1r zunichsb c'[ie entsprechenilon systeme zweier

atliuer Yerei:te l,inetir. Derwandt, unii zwar, wenr] jene Yereine dilel<l:

a,Ifiu siud, so Derlner wir die vereiae ilrrer systeDr e kolliuear uetwanLlt,

urd wenn sie reciptoli aflin sincl, rcciltrol; aa'wantltl oiler u"' diese

Begrift'e Isogleich a.uf clie Geometrie zt1 tibertragen: welln zwei ver'z+s

uio"" ooo'G.."bsue, (Elementargriissen, Liaiengr'dssen, Plangrilsse.).in

rlirekter oler recipi.oker A.ffinitiit sLeheu, so lleruren wir die Verei-ue

ler ih:rcn zugehbrigeu S5,steme (Pu,kte, Li,ien, Eberten) kol6lear oiler

reciprok veriandt.- IMir hal:en nuu nachzuweiseu, dass rliese Begriffe

r:dt den sonst uuter eleu aufgefiiJrrten Nar:c"en versta.ntlenel Begtffien

zusammen fallou.
Miibius, der Begr.tinder ilieeor allgemeinen Yerwauilbschalts-

theoric, stellt aIs rlerr Begriff der Koliiuentiou auf'l'), class bei ewei

ebenen ocler kdrperlicheu RiiuureL, welche in tlieser Yerwaudtgchaft

stehen, jerlem Punkte tles eileu Iiaumes ein Pu]kt iu dem andern

Bauue ciergestalt entupricht, t1ass, wenn man in dem einen Baume eine

beliebige Glra,le zieht, vou allen Pu:nhten, welche von dieser Gera6en

geh.offe-n wertleu, die er:tspreelienclen Pu:rlite iles anclern Raumee gleich-

Ia[s durch eiae Geraile ver5unden werden ]i0nroen. Ilieraus folgt ver-

nbge tler in ilen vorigen Paragraphen dargelegtel Gesetzo, ilass in tler

n a't ale systeme, welche ilen entsprechenclen Grbssen zweier ilirekt

affiIer Yereine zugehbren, zwoi kolli:reare Yereine iI deru von Mbbius

dargestellten sinne bilclen; aber aueh umgekehrt liisst sich zeigen, ilass,

wenn zwei Rh,ume i:r clieseur Sinue als ftsllinear verwandt erschei:ren,

ilie entsprechenilen Pulkto auch mit solchen Gewichten behaftel werden

irbnneu, ilass ilie Yereine I der so gobildeten Grtissen einanilor affiap+s

sind; oiler mit andlern worteu, dass zwei Rii,ume, welche naeh tlem

Prineip iler gleicten Ko[strukbioner einauiler kolli:rear sinil, es aueh

uach ilem Princip tler gleichen Zeiger sild'

*) in seiaem barycenbrischen Ealknl, 5 2l? [ges. Werke, Bd I, S' 166]'
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$ 161, 162, Kollinea,tion naoh dem Princip der gLoichen Zoiger und

iocL item princip dor gleiohen Eonstruktiou. Identitiit beidor Begrife.

$ 161.

Uru dies zuerst ftir die Ebeue zu bewei$en, lehme man irgenil

vier Punkte in der eilen Ebeue an, von denen keile drei i-n gerailer

I-,inie liegen, rurd eleuso in tlor autlern auch Yier solche Prmkte, uroil

setze sie eilantler entsprechenil, was uach dem Princip der gleiehen

Konstruhtioneu verstattet ist, weil tler vierte Punkt vou tlen drei ersten

clurch li eine lineiire Konstruktiou ab)riingt: Nun kaun man in je<ler

Ebene clreieu von den Pu:rkten solche Gewichte hinzufiigeu, dass tler

vierte Prurkt als summe der so gelildeten clrei Elementargrtissell eI-

scheirltl tlenn wenn ma.lr Dur jetle ilrei Punlrte a]s B,icbteleDreDte an-

limmt, so si[cl die drei Il,ichtstticke des viertelr Pnnktes die verlaugfel

:uz Elementargrbssen I aimnrt matr rrul tliese drsi Paare vou Elene'utar

grbssen als einand.er e[tsprechende Griissen zweier affiner verei-ne arr,

so siIld auoh rlie beiilen vierten Pu-kte outspreehenrle Grbssen tler-

selJ:cll Yereine. Nun et:]Iilt marl nach dem Prir-rcip rler gleichen li[e.iiren

IriB_ 1f. Jlig. 16.

'A'

c

D

Koustrulctiou aus vier errtsprecherde[Purktenpna rcnAB c Dtnd" ll B'c'D'
zweier kollinearer ebeneu Riiqme (Ilig. 15 u. 16) ein neue8 Paa,r durch

das Kreuzen cler entsprecheutlen Linieu ,13 u:rd clJ einerseits, uucl

1B' ,sd C'D' anclererseits, indem tler eirle Kreuzpu::kt, tla er zweien

Geraden rles einen vereines angehiirt, auch als entsprech entlen Pulht
tlenjenigeu Puult haben muss, welcher den entsprechenalen Geratlen

der- anilern vereines angehiirt, also der Kreuzpunkt beider Geratlen.

Sirrd nun ilie zu jeneu Elementen gehiirigen Elementargrillsertr dtb,crcl
rmal a', b', c', d,' einantler affin, so sinil es auc]r ilie Froclukte ab ' ctl

un.l di' .C O' (g 157), uud ilie Elemente fieser Proalulte, das heisst, die

ohen bezeichneten Kreuzpuakte, sind also tlann auch naeh dem Princip der

gleichen Zeiger einander kollinear. Also je zwei Elemente, welche in tler

Ebene sich als entsprechende nach clem Prineip der gleichen Konsttnktion

nachweieen lassen, siud es auch [ach dem Prineip rler gleiehen zeiger.
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$ 16?.

Entsprechencl lii,ssb sich der Satz fflr Kiirperrhume rachweisen,

iudem man dau:r nur statt jener vier Punhtenpaare Ifiinf solche ilinrmt,249

voD dererr kefue vier i-n Einer Ibene liegen. Daarn zeigt sich, wie

uach dem Friucip iler gleichcu Konstruktion jeden vier Punkten des '

eileu Yereins, welehe in Eiuer Ebene liegen, auch riet Punkte iles

audern ertsprechen Driissen, welche gleich{alls in Einer Ibene liegen'

Den:r vier punkte, welche in ilerselben Ebene lieger, miissen sich

so verbintlen lassen, ilass ihre \rerbindungsli:ieu sioh kreuzenl dieseur

I{r'euzpulkte lruss dann auch eiu Kreuzpunht der entsprechenilen Ver-

bindurrgslinieu cles anrlerra Baumes entspreoheq also miisaen auch die,se

Yerbinclu.ngslinien, also auch alie Pmlite, welche durch sie lerburilen
werden, i:r Eiuer Ebeue liegen. Sinci nux /, B, C, D, n und ,lt',
IJ', C', D', I'die filnf entsprecbendeu Pu:rktenpaare, so wird nach

de:r Princip'rler gleichen I(onstruktion dern Durchsch:ritte der Ebene

AIIC rr,lL tler gerarlen Lilie D-E der Durchschdtt von A'-B'C' m:t

-D'-6' entsprechen.
Nnn kiinueu wir gana auf dieselbe \Meise, wie vorher, den fii:rf

Punlitenpaaren solehe Gewichte gebeu, tlass tlie so entstehendea Ile-
nreuta.rgrbssen a, ht cr' r/, e I ur:d a',b', i, rJ', a' einancler afEl werilen, ?48

inclem mau nur ia jeclem Yereine eilen jener Pullte als Vielfachen-

sumtrIe der iibrigel desseiben Yereilre rlarzustellen, utrl diese Yielfachen

als clie entspreehonilen Ilementargrbsseu zu setzetr braucht. Dann sinil

raeJr $ 157 auch die Produlte abc - d,e lun:'d a'b i. rl'e' einander eut-

sprecheaale Griiesen jener affinen Vereinel rlie Elemente dieset Pro-

tlukte, das heisst, ilie oben bezeichaeten Durcbschnittspunlte, sinil also

danl auch nach dem Princip der gleichen Zeiger einander kollinear

entsprechend.
Somit wieiler, wenn irgend fui:rf Elenren[e iles eineu Yereines nae]r

beiclen Principien fiinf Elementeu des anilern entsprechen, so wird auch

jetles sechste Elementenpaar, was naoh alem Princip der gleichen Kon-

struktion sioh als entsprechendes nachweisen liisst sioh auch uach dem

Prineip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen.

Es ist also in der That die ldentit'dt beider Principien ftir ebene

sowohl als kiirperliche R'dume nachgewiesetr. Bei Punkten einer geradeu

Linie reicht das Priacip dor gleichen Konstruktionen uur da,nn aus,

wertr marr mit den Konstniktionen aue tler gerailen Linie herausgeh!

uud also ein entspreclenttes Purkteupaan ausserhalb derselben an-

nirnrut; das Prir,cip der gleiehen Zeiger I hat hingegen auoh ilann uoc\z;o
rvie iiberhu,upt immer, seine rlirelrte Arwendung.
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$ 163. Idtentitti,t d'er S'eciprocitlit rrach boiden Principien'

Nach tlem Prineip der gleichen Kolstrulition ueluren wir zwei

Yersine eilanderue.ip-.o1,, *uirr ltd** Puukte cles ersten Yslsins eino

Geratle tles analeur dergeslalt' entspriclrt, ilass, wentt mau in der Ebeue

des ersten Yereines eiie Geracle ,i.ht, oo, allen Punkteu, welche in

ilieser Geta[len liegcu, fie entspreehendlen Gerader des auilern Yer-

eines tlurch einen Puit geheur und uurgekehrt zu allen Gelaileu tles

zweiten Yereines, welche dJrch denselben Punkt gezogen rverilen-kbnneu'

tlie entspreehenden Puokte iles ersteu il einer geraden Linie liegeu'

EbensowerilenzweiriumlicheYereirreeirrantlerDach.IemPrirrcip
der gleiehen Koustruhtiou reciProk sein, weln die Ebeneu des zweiteu

v".."tr , welehe den siimmilicherl prrn lrten einer Geraden im ersteu

.utsp.u"h"u, sich i:r eiler uutl derselben Gerarleu scb:reiilen' uutl um-

f*mu* die punkte des ersten vereins, welche ilen sii,rnmtlichon Ebeuen

[eDtsprecled, ilie clureh dieselbe gerade T'inie gehe[ und-dern zweiten

Y*ruil" ,ogut orig gedacht werfleri, sich durch eile geraile Linie ver

llildeu lassen.

Es bedarf kaurn noch einer Auseiqanilersetzulg, ilass die. 
-auf

ra9 iliese weiee I reciproken Gebilde es auch [as]r alem Prilcip der gleichen
- 

Zigu, shd, iude*'sich dies genau auf dieselbe \Yeise ergiebt' wie es

sicb obeu ftir fie Kollineatiou ergab'

s 164. IdentitiitdesAtfrnitii,tsbogri-ffesnsch'beid'snPrincipien
ftir Pnnktveroine '

Setzeu wir tlrei Punlrte, die licLrt in eirer gerailen Ilini: 
lleCen'

eutsprechentl mit drei PulHeq clie auch niclrt in gerailer Linie liegen'

nudbildentlarousilm.cLgleieheZeigerzweiYerefueentsprechender
Gr6ssen: so wird. tlas Gewlicht einer jeilen G,rtisse [[is $umme i]rrer

ilrei Zeiger, also alas Gewicht zweiel entsprecheuiler Grbssen ilasselbe

seia; e*tscheilen also anch die puukte sell:st tiberall als entsprechende

Grb,{serr, unil es herrscht aleo zwischen ilen YereineD iler eltsprecheude[

Punlrte selbst Affinitii.t. Daraus folgt, ilass, weun a, zr, c ilrei in gerader

Linie liegende Punkte, a'rUrl d'ei ilnen entsprechentle poohs eines

a,f6-nen PunktgeUildes'sirltl,'darl nicht nur aueh d,b" C in gSra$er

Linieliegen,uooderoauchtliezryisehe[ih,.'enbefindlic]renAbschroiite
proportional sein miissen, tlenn wen:r

ab: mbct

ailish, wo rru eine Zahl vorstellt, so wild auch nach dem a'llgemeineu

Gesetz iler Affinitiit
oiA : mUr!
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seiq ulld nach der Ainualtme sollten auch a" D', c' Punhte sein, verrl
u,b, c es warer. Es fiiilIt somit unser Begrifl'der Affiniiiit nit ciem sonst

iiblieheu IJegr-ifr tlerselbeu zusa;nunet, sobalil er auf dieselben Grossen,

niinrlich auf blosse Pulte (mit gleichen Gewiohten) angewandt wird.

Die Irzeuguag afffuer Punkbvereiae tritt noclr klarer hervor, wern

wir Parallelkoordiuaten zu Gr-untle legen, oder naeh unserer Benen:rungs-

weige, we.rr] wir. zu einem Puukt unil rwei streckeu cles ei:reu vereius

in tlem anileru Yereine eilen Punht und z'rvei Streeken als entsprecheude

setzen, und dann die entspreehonden Grbsseu durch gleiche zeiger er-

zeugen: dann wircl das Gewicht ilieser Griiese[ gleich deur zu jeneur

poohte geh?iriger zoiger sein, u]ril also gleich Ei::s erscheiaen, weun

jercr zeiger tler EilIeit gleich witil. zieht man somit i:r dem eineu

bebiltle i, uio"* Puuhte aus uwei Streclen, und in den a,tlern vou

dem entsprechentleu Purrkte alul zwei eutsprecheuile strocken, untl setzt

tliese Strecheu als ll,iclrtmasse fiir .[ie Richtstricke der clemselber Ge-

bilcle z.lgehbrigen Purhte, so haben die entsprechenclen Punkte beider

vereiue stets gleiche Gewichte; rnrcl zugleich sintl dadurch aug drei

Paareu entsprochen,ler I Punkbe alle iibl.igen entsprer:he[tlen Pnnlrten-250

pa,a,re zweiel affiner Punlrfgebilile bestilumt'

$ r_65. Dio metrisohen &elationsn zweier kolliae8,rer Punktgebildle,

'was die uretr.ischen Eelationen zweier kolli:rearer Puuktgebilile

betrifft, so siiltl diese aul eiae hiichst einfache 'weise dadurch a,usge'

tlriiekt, dass

jed,e Gril,ndglei,chung, welche unalthtingrg i'st aon den Masswertlr'cn tla"

darii $orlcommenilen &,Assen, bestchen bTeibt, wenn me,n $latt der Griissen

cfin entsprecltc',x(len eines lw[liruwm Verei'nu setEt'

Nem[ch, da man diese Masswerthe auch so sotzen kau[, tlass

beide Yereine von GrosseD affin werdeu, u-nd ftir affile Grtissenvereiue

die Geltu:rg dieses satzes erwiesen ist, so gilt er nuu ufltet jeuer

Yoraussetzurg auch ftir kolliueare Yerei:re.

Eiae specieile tr'olgerung tlieses allgemeiEen Satzes, welcher fie

metrischen B,elationeq welche rnischsn kollinearea Gebilden herrschen,

iI ibrer ganzer Yollst?indigkoit umfasst, ist zum Beispiel fie, ilass

jeder Doppelquotient I zwischen vier Grbsse'n A, B, Cr 2, welcher'z52

einen zahleuwerth tlarstellt, auch ileuselben za,hlenwerth behii,lt, wenn

uan statt A2 B, C, D 'die eut4rrechenileu Griissen !, B', C', Dl eines

kolliaear verwanilfen Gebiltleg setztl n6,mlich ein solcher Doppelquotient,

ila er sich in iler Form
AB CD
m' DA- 'n
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darstellen lii,sst, ist unabh?ingig voD dem Masswerthe tler vier Gtossen

A, B, C, i!), weil jede im Zbblet urrd Nenner einmal vorkommt, folg-

lich wir4 we]ln uan diesen gleieh ei}or zahl m sehzt, diese Gleichung

auch fortbesteheu, wenn man statt der Grbssen A, B,C, -D die ihneu

kollinear entsprechentlcn Grbsgeu !, B', C', D' setzt, ruil man hat

sornit AB CD AB' C'D'
Ee' na: 

-z: 
a' T/'

Namentlioh bat ru*u, weull (z, brc, d Punl.-te eiuer gr:ratlen tiuie siud,

u:riI d, U, c', di die entsPreeheudeu,
ab cil, d b' C d'
ltc d,a ac 0,Q

Ebenso ist, weull / efue Linie, b, c, tl aher PunHe siud, rvelche

mit ,1 iu tlerselbeD Ebene liegor uld selbst ulrter einauder iI der-

selbeu geratlen Linie liegen,

,51 # #:# #
tr'ernet, wenn / und C geratle Linien, D urtd d Puukte sind, und ..{,

C, b, d iu derselben Ibene liegen, so 'ist
ab cd, n'b' c'd
bC- dA: o-A''-dl'

Ferner, wenn -A untl C Ebenen, Zr und ri Punhte siucl, so ist
Ab cd nb' c'd
ne 'aA: ii''-ill"

Eudlich, 1rysnrr 1, B, C, D Linien im Rnume sind, so ist

AB CD A'B' C,D
BC DA B'C' D'A'

Die hiuugeliigten Beililg,ngen entsprecheu n'd'mlich d'er in ilem all-

gemeineren satze hfuzugeftigten Berlirrgnirg, dass der Doppelquotieut

eine Zahl daretellen soll.

$ 166. Zusammenha[g zwischen Kollineation und Projohion'
@erepektivitiit).

253 '\Mie sich nun ilie Kolliaeation zur Affiuitiit verhElt' so verhii,lt

sich ilie Projektion zur Abschattung, inilem, wie wir oben zeigten, bei

Elementargrbssen das $ystem der Abschattung die Projektiol ilar-

stellte. Es werden also auch alle Grundgleichuugen, welihe ton dem

Masswerthe ihrer Griissen una,bhiingig sind, bestehen bleiben, wem

mnn sta,tt tler Grijssen ihre Projektionen setztl uamentlich werden auch

jene Doppelquotienteu bei der Projektion ileuselbeu werth beibehalten.
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Wie feruer dic ilurch Abschattuug aus einander erzenglraren Ver-
eile efue besonilere Art der Affinitnt darstellten, so weriien nun auch

rlie clurch Projelttion aus einauder exzeugbaren Vereine eine lleeonderc

Art der Kollineatiou ilarstelleu, unrl zwar kbnren wir, werl wir die

rlurch Projektion aus einander erzeugba,r:en Vereine lersltelitiuischc
neuner, den Satz aufstellen:

Zwei, lcol,lineara Yereinc sirtd. datttt. ltnd nxv' d,ann pa'sltelclirtiscl4

wenet 'i,* dam Durchsehn'itte d.er beitlan SystetteT dan. iate Ya:ehte anl1c-

hi)rw, Xe awei, ctotsprech,ade Pamlil,c aasanr,nr,a{al,lan,, tcnd, ila' S'[.m der

Pro;jekti,on 'ist dann besthnrnt.

Dieser Satz ist eben nur eine Uebethlagung <1es in $ 158 ftil die

Abschattur.g au{gestellteu Satzes. Namenhlich folgt tlaraus auch, class

zwei kolliueare Linien, welche uicht in Xiter Ebene liegeu, stets per-

spehtivisch sind, weil eie sich nieht scLneiden. Endlich wird in clem-

selben n'alle, in welchem fie kollfuearen Yereile zugleieh I affirr wertleu, :sz
die Projeiition mit der Abschattung identisch werderrl uiimlich, wenn

die Abschattung uril ilie abgeschattete Gt0ese Punkte oder iiberhaupt
Elemeutatgriisgeu erster Sfufe mit gleicheu Gevichteu ilarstellen. Dies

wiril der li'all sein , vgnn das Leitsystem ein Ausdehru:rgssystern ist
(ocler anders ausgedrtiekt, als Elementarsysteru ins fTnenclliche fiillt).
Dieser FaIl trat im ersten Abschnitte ($ 82) eiu, rveshalb dort Pro-

jektiou untl Absohattuug zusa,lanxenfelen.

$ 167. Elg,rmonigeb.e Gleichungen, Konstruktion der harmonischen
Mitt€. Earmonigche Summo, harmonische Eoefflcienten. Polsystem.

Frageu wir iiberlaupt tlanach, welche Gleiehu.ngeu uual:hiingig
sild von tlem Masswerthe tler Gtiisser gelterder Stufe, die daliu vot'-

Il6mr'r61, unil welche also iu cler Projektiou uutl iiberhaupt itr cler

Kollineation besteheu bleibeu, so sind es diejenigeu, bei welchen jeile

Griisse von geltender Stufe in dernselbeu Gliede eben so oft als Falitor
iles Nen:rers vorkonrmt, wie als f,'aktor des Ziihlers, uncl nur diejerigen

Falrtoren, welche siinrmtlichen Zii,lrlem l odet Neruern gemeirxchaft'-Be+

lich sind, }iinnen in ilen Gliedern beliebig oft vorkommetr, werln Rur

in allen gleich ofi.
Die einfachste Form einer solcher Gleichung ist daher

aQA ._FeB t... --- n
PA -r PB -1-

wo a, p,... Zahlengrbssen vorstellor, uncl wobei wir, damit die Glei-
ehuug eileu begtimrrten Sira gewime, annehmen miissen r class die

Nenner PA, PBr... ehantler glcichariig sind, oirue lull zu rverden.
OriBsrnoDE, w'or'ka. I. Ilj
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setzen wt dies voraus, urrtl nehmen wir Q gtreich cler EirJreit, woclureh

die Gleichu:rg ii}ergeht in
uA + P*+ 0
PA

so neunen wir diesolbe eine harmouische Gleiehung, rr, B, ' ' ' ilie
'ltarm,ottiscltcn xofficiazten (harmo[ischen Gewiohte), ilie systeure von

A, B, ... die'lnn'ntonischen Sgstem,e, P dae Pol'systcm' Verstelren vir
uuter .4, B, . . . blosse Systenre, so sehreiben wir die Gleichuug auch so:

P
aA I PB *.":0,

uud sagon, der Austlruck uA I pB f "' sei ir Bezug auf P gleich NuIl'

Die Bed;nguug, tlass tlie Griissen PA, PB, " ' alle eiraniler

gleichartig sein mtissen, ohne null zu werden, kbnneD wil auch so

auscldiclren, dass fiir alle rtiese Produk-te clas nilchstumfasseude Systenr

253 und tlas gemeinsehaftliehe System iler Faktoven dieselbeu soil miisseu.

wer]x d.as nachstumfasseuile system il alleu dasselbe sei:r soll, so

heisst tlas, e8 muss ilasselbe zusammenfalleu mit demjenigen systeme,

was clie sli,mmtlichen Grbssen I', A, Br. . . zuna'chst umfasst, clas heisst,

mit dem Elauptsysterue iler Gleichung. wenu das gemeinscha{'tliche

system in eiuem jener Produlite, also auch in allen von rrullter stufe

ii, so siril tlie I'r'otlukte iiusse'e, uld dana, aber auch .ur daun sind

die Wedhe ilet Quotienteu #, ... bestimmte Grbssen ($ 141)' In

iliesem ,F,alle nennen wir die har.mo[isbhe Gleichung e'ine lmrmotti,sche

uan, rciner Eornl. Aber obgleich in ilem andern Falle die Quotienteu

# "*' partiell bestim,,,te Wertle ilarstelleu, so behii'lt fie hanuo-

,9r'Suische Gleichung I deuroch auch ilam ihre bestimmte Bedeutulg, welche

wir nun aufsuehen wollen.
Da PA, P8,... ei:rancler gleichartig si:ril, ohno null zu werilen,

so miisgon siclr. solehe Mass.werthe Totr A, -8, " ' a'nnehmen la'ssen, ilass

PA: PB:..,
ist; ciann wird die Gleichung in cler tr'orm

"a*F=4*... _ O
P.d.

erscheiueu, woraug Dtalt

Gleichung

erLLii,lt.

clurelr Multiplikation mit P A tlie absolute

aAl PB +"':0
Multiplicirt rnarr riliese 0leiehu:rg mit l?, so erhH,lt nra,u

@*F+"')a?:0,
tlas heisst
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. d.+ p+ -..-0,
oiler:

in, ei,nec' hal'tnontsclm Glci.clwng 'ist rtic Suumte dcr hartnorti,sclwn

Kaeffirimten, auf beiden, Sei,tar' glei,ch,.

Zugleieh erhiilt n:.au hierilurch eil Mittel, urn deu l[erth rrB,

welclrer der Gleiclrun B _
P

aA{ BB *-..: o,S

geniig! zu konstruiren, das heisst, tlen harl,ouischeu Koeffi-cieutel uud

das hannouische systelr ilieses Glieiles zu fitraler i rhmlic\ ersteus ist

o:a*fl+"',
zweitens ist, wenrr A, B, ... so gross geuracht silcl, rlass die Pro- ssl

dtkte mit ? einauder gleich sind, und auch ,S in solcher Gr0sse a -
gouomtnel wird, rrach tleur Yorigeu

eAl pB *.'.:oS
oiler

S_c(/+pB+....6'

wodurch S selbst, weu:r nicht etwa o null ist*), llesbimDrt, also larrcJre,lo

ilas system von ,s }estirumt, die Beileutung rler harmolrisc]ren Gleichung

somib nachgewieseu ist.
\[ir uen:oen rlas Syebem. vou S ,Jie ha'mon'i'sclte Mitte zwiseheu

tlen Systemen A, B, . . ' in Bezug at{ flie zugehdrQen Koeffrcieuten

u, F,... ulil clas Folsystom P, uutl dies Systen, verbuntleu mit tlern

ha,rmouecher Koefficieuten (o * E + "'), rlerneu wir die auf P be-

ziigliclre ha,rmon'ische Suatme .ron uA, PB, ....

$ 168. flrngestaltung reiner harmonischer Gleichungen.

Inr vorigen Paragrapheu haben wir gezeigt, tlass eiue hatmonische

Gleichung auch als absolute besteht, weDn l[an ilen Systemen solche

Masewerthe boilegb, da,ss ihre Produhte mit dem Polsysteme einaniler

gleich werdeu. Wir kbulen nun aueh urngekehlt schliessen und sagou,

e,ine Glei,chung aai,schen Yielfachensumnte/n Don Grdssm, deren Prohildn

mit eina und, d'erselbcn Griisse P gleic-lten Werth l,i,efun, sei, eine har-

) Ist o null, unil aueh adf PB+" ':0, so ist S genzlieh uabestimmt'

wie ilies augh in iler Itlee iler hir,rmonisohe[ Gleichmg liegt Ist o uull, und

aA { pB f . - ' stellt eiren gelteuden Werth tlar, so giebt es keineu (enillichcn)

Werth von S, welcher der Gleichug geniigt; tla dann auch (a-d. + pB + ''') P
gleich NuIl ist, so ist klar, claes ilas System, was jelter Summe entsluiclt', auclr

nidht iler BecLingrpg, uit P cin Proilukt von gelteltlcrn ,**. ,",I,:.t"*, geniigt'
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,naniscl&, loann, nnal?, di,e Koefflcientcn janer Griissen als hannonisclw

Koefficiatten dw dtr,rch, sia tl,urgestell,tat Systenrc, das Systcm uon, P aher

als Polsystem setzt

In der That, ist
aAlpB*'--:oS

die gegebene Gleichung, uncl ist

PA: PB : ,.. : PS,
so er'hiilt man, ililem man arit PB diyi-difi, rmil lirlrs, statt tlie Summe

zu diviclireu, die Stticke diyidbt, inclem mau dann statt ?S die ihm
gleichen Ausdriicko uetzt, die harmouische Gleiehu:lg

uA,FB,
PA-r PE -r

ol'
255 PS'

oder
P

aA { BB * '.. :0,
wo A, B, ... nur uoch blosse Systeme vorstelleu.

Durch tliese Siitze ergeben sich nua leicht fie UuwautlhngeD,
welcher eine harmonische Gleic.hu:rg, welche il reiner Form er:schoilt,
{iihig ist.

Zue.*st leuehtet unmittelbar eiu, class man einest]reils tlie s[mnrt-
liehen harnronischen Systeme, anclerntheils ilas Polsystem mit einerr

257 Systeme i i,usserlich kombinireu da{ welches von c'[em ] Eauptsysterue

der ursprtinglichen Gleiohung ulao'hd,tgig ist, ohle dass tlie Gleichrurg

aufh0rt, eine hannonisohe zu seil. Dem, wenr

dA+ pB +'..:0
unrl

PA : PB: ...
ist, so ist klar, ilass, weun tr ron PA unabhiimgig ist und PA, wie
wir voraussetzten, ein dusseres Produkt ist, auch

LPA:LPB:.,.
sei, alsrr o.nch ZP als Polsystem augenommen weraler kbmre, ilass {erner

aAL I pBL +...:0
und

PAL: PBL : .,.

sei, also diese mit I, kombinirte Gloichulg noch ir Bezug auf ilas-

seJbe Polsystem ? eine harmoDische sei
Ohne Vergleich wichtiger als tliese Umwandluogea sinil tliejenige4

Iei welcheu man uicht aus tlem Hauptsysteme der ursprtinglichen

Gleichung herausgeht. Setzt rnan nH,mlich P gleieh Q.. R, sei es nun,

dass Q.Il ein fi,ussetes, oder tlass es ein, auf das Bpuptsystem der
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Gleiehuug beziigliehes, eingewa,utltes Proclukt darstelle, so wird, dn'

P. -rl als iiusser:es oclet a,uch als eingewandtes Prorlulit nullter Stu{e

lretruelrtet werdeu l<aru , daa Produkt Q ,7t . A ein reines, also (uach

B 130) gleich Q. (n./) sein- Muttiplicirt rnan daher die ur$priiugliche

Gleichuag
aA{ BB *"':0, ,

zu welcher tlie Befiugungsgleiehungen

P.A:P.B:..., 250

otler
Q.@.a):Q.(l?.3):...

gehbrerr, uit Jl, so erhiilt rnan

aRA ! PnB + "'- 0,

rvelehe verurtige der Bedingurgsgleichungou in Bezug auf Q harmouisch

ist. Also:

Stell,t mut't' lu,s Polsystem citur rainen ltarmonisclwn Glei'clntn11 ab

Konr,bhmtion dat', sci, es als iiwssa'e, odo' als eingetoantltc at(' dus Eaultt'

syste.nt, der Glei,chtudg beziigli,tfie: so bleibt clie Gle'i,,clnng eine teinrt ltarnto-

iisclrc, wemt tnan, ilrn I ci,ne Glietl, jenor Ko*tb,inatiou, nr,it tlut lmrut'otr.i'2i8

tclwn Systcntefi houtbirti,rt, tlas attdet'e als Pol,s'ystcnt sctzt, ul'l'as iibrige

aler uu'uertindul, liisst.

uru die allgemeiuJ.Leit dieses satzes untl tleu Iieiehthum cler Be-

ziehungeu zu iibersehen, rrelchen er in sich fasst, habeu wil aueh die-

jenigen haruouischeu Gleichuuge[ ir Befiracht zu ziehen, rvelcho nicht

in reiael Ilornr elsoheilon.

$ 169. Umw&Edlung d.es Polsystema einer harmonisohen Gloichung-

Ist die Gleichung uAlpB+"':0
rrrit deu Bediuguugsgleiohurgeu

PA- PB:...
gegelreu, rlrd sind dic Produkte PA, '. - eilgewandte, so .liisst 

sioh

,li" hrrruooirche Gleichturg welele dataus herrorgeht, in reiuel Forur

ilarstellen. In der That, weur J/ das systom darstellt, welches den

Faktoren eines jeclen tlieser Proalukte gemeinschaftlich ist, so wir(l

P sich als ii,usseres Protlukt in der tr'orm QZ ilarstellen lassen, unil

man hat
P,L: QE .A - QA.E;

also gehen ,1iu 3ed'ingungsgleichungen iiber in

QA.E : QB . E: "'t
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otter, da ,j? dem QA, ... untelgeorclaet ist, iu

QA: QB:...,
wo QAt... ii,ussere Protlukte siltt; untl fie Gleichu:rg ist also atch
harnonisch in T3ezug auf r7, tlas heisst

a
uA I pB *'..- 0,

s5? nud sie ist unu in reiner Form dargestellt.
Also ,,eine uuleine harmonische Gleichung bietet stets eiu Systern

(J?) ciar:, welches ilen siimmtlichen harmouischeu Systemen urltl denl
Polsystemo tlerselben (P) gemeinscLa,ftlich ist, untl uaa kanu die
Gleichung in reiuer tr'orm clarstellen, indem man als Polsystem ilgeud
ei:r Systeru (Q) setzt, dessen usscrc Kombilatiou mit jencm gemeil-
schafblicheu Systeme (E) das ursprtingliche Polsystem (?) liefert."

Da unur nuil aus den zuletzt gefu:rtlenen BecUngungsgtreichungeu

QA: Qlt : -..
liir clen Fall, class A, B, ... ilas gemefuschaftliche Systeu Z' haben,

,59urd Z', dem 1l uutergeordlet ist, clie neueu Bedinguugsgleichnnger

QA.Er: QB ,Et:...t
oder, da .E,, auch dem /, B, .. . urtergeorcbret ist, die Bedingu:rgs-
gleichurgeu

QE,.A: QE,, B:...
ableiten liam, so folgt, dass fieselbe Gleiohung aueh noch harmonisch
ist in Bezug al$. QEr. Daraus folgt, ilass man ir einer reinen har-
luonischon Gleiehu:rg ilas Polsystem :rrit einem Systeme, welches allen
ha.-monisoheu Systemen uutergeordnet ist, kombiniren unil tliose Kom-
bination als Polsystem setzen ka,na, otler allgemoiner:

Wwdn clie lwm,o,rt,ischen, Sgstetne eina' Glefujhung ein Sgstent, ootr,

geltader Stulb gernednsehaftl,i,ch haben, so lcann mafii dqs Polsgstem be-

li,ebig tindern, u)en, ,?,ur d,asjmige Sgystem, wel,ckes ;jwes gemei,nschaf'tliclte

System wnd dieses Pol,systeru pwniickst wmfa,sst, dassehe ble{bt.

Nehmen wir ferner ar, dass i:r efuer reinen harmonischeu Glei-
ehung clas Polsystem deqjenigen Systeue ]?, was tlie sd,mrntlicherr

harmoniscben Systeme run'dchst umfaest, nicb.t untergeorilnet sei, son-
deru mit ihm nur ein System E gemeiasehaftlich halie ruril sich also
il der Fonn Q-E clarstellen lasse, wo 0 von jeuem nEchstum{asseualeu

Systel,e uuabJriingig iot, so kann man stat[ tler tsedingungsgleichrurgen

qEA: QEB -...
auch, ila Q von tlem Systerne, welohes die Faktoten EA, EB, ..,



' Umwanitltrlg itcs Polsystems einer halmonisohen Gleichuag

zuu:iehst umfa,sst, umbh?ingig ist, nacl $ 81 mit Weglassu-ng

Faktor:s Q die Gleichunf"orO: 
Il,B : .:.

setzen, das heisst, tlie Gleiohu:rg ist aueh harmouiseh il Bezug auf Z;
da mau uun uaeh $ 168 auch -19 wieder uit jedem von Ii ulabhii,ngigen

Systeuro Eusserlich kombinireu rlo,rf, so haben wir den Satz: I

n[an, kann in ei.nm reinen ltartnon'isckon' Glcich'ung das Pol'aEstem'

beticbig i,n da, art iindprn, dass tlasleniga sgstelw, wel,clws es ati,t d,ettt" all,e

lmrntpttisch,en. system.e au,nd,chsl ttm.fassenden systana gem,einschaftlicla lmt,

,lasselln bleibt.

Dieser satz entspriclrt dem voufuergehentlen uucl liisst sich, wennSdtr

urtur will, iu die ga,Iz entspreelrentle Form lileidelr- Auch tibersie]rt

runtr leictrrt, wie mau tlurch Kombination ilieser beitlen Gesetze ein aII-

qenreineres Gesetz alrleiten kbUnto, rvelches jedoch wegcn seiler ver-

*i.ltolbu, Fortr vou gerilgerer Bedeut'ung ist*).

rq 1?0. umwandlung harmonischor Gleicb,ungen bei unverii,ndertem
Polsysteme. Allgemoiner Satz tiber harmouieche Mitten'

Vermittelst dieser Siitze uul hiirneu rvir tlel Satz ar,us 5< 1dB

rroch iu einer etlvas einfac,l:ereu ulltl ftlr die.{lwr:nclulg bet}reruereu

Form darstellon.
N?imlich, wenn wir die dort gewiihlto Bezeichaung wieder luf-

uehmen, so kiinnen wir il der harmonischeu Gleichulg

a
aItA{PnB+"'-0

lach tleu beiclen Sii,tzen des vorigeu Paragrn'pheu statt Q a'ucJr Qfi,
clas heisst Ir setzen, und haben somit den Satz:

In eirw reinffi.ho,ru?nti,sch,w, Gleichwng kanm ntan olncc AenderwEl

ies Polsllstants d,i,c harmon'isclten Glicdar mi,t Xdern, dern Polsgstan, eirt'-

g eor dneten Bg steme lcotnbi,n'iren -

In tliesem Satzo lieget die s5,mmtlichen $6tze iiber die harno-

nischen Mitten (cattres dc tnogatnes harmoruiqwes), welohe Poncelet
au{gestellt hat *).

+) Es w-firile tlies Gesetz etwa so ausgeclriieJrt werdon kOnnen , W-enn m:lu

ei.u veriinder.licher Poleystem mit clen tlie haruonischeu Systouo zunii,chst uln'

fir,sseuden Syrteme kombinirt, ulil ilabei ilasjenige System, wolcles diese Konl-

biration untl d*s allen ha,nnonischen Systemen gemoilschaftliche System zu[iichst

umfasst, korst&ub bloib\ ro bleibt ilie haruronieche Gleiehung als solcLe ia Bczug

auf jones variintlerliche Polsystem bestehen'
*+) In seinem MCnwire suc' las centru d,e mollennas harnt'oni'qu,es, welches im

279

tles

25S
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In der TILa,t, hat uan zum Beispiel in eiler Ebeue ilie harmouische
zro Mitte :lelrerel Linieu in Bezug auf gervisse h 'monische Koeffrcientel

unil ei:reu Prrnlrt cler Ibeue als Pol, untl m,n zieht durch cliesen

Pmlt eine gerade Lirfe, so wird zwischer den DulchschlittsprmlrLen
ilieser Linie mit ilel ersteren rach alem zuletzt a.ngeftihrteu Satze it
Bezug auf rleuselber Pol auoh dieselbe haruonisc.he GleicJrung herr-

9uJschenl oilerl auilers ausgodliici<t, 'wetrn 
I ulau iluleh einen festen Punkt

eine ver5tderliche Geraile zieht, welche eile Reihe vou ,, festen Ge-
raden derselbeu Ebene sch:reidet, u:ril vnan beshi:mt in Bezug auf jeneu
Punkt als Pol die harmonische Mitte rwisoheu deu lrit koustanten
harmonischen Koefficieuten behaftoteu DurchscLnittspr:nkten, so liegt
die:selbe in ciner festeu Geraileu, ntril zwar ist diese Geraile tlie htr,r-

monische Mitte jeuer n Goradel in Bezug auf rlenselben Pol rurrl tlie-
selbcrr htruonischeu Koefficienter. Hat ruan auf der atrclerr Seito iu
Bezug auf eile A re die harmonische Mitte zwischer: r:iler Reihe vou
rir Punliten tlerselben Ebeue, und rrra,u legt clnreh irgend eineu Prurlit
der Axe urrd jeue r Puulite gerade tinien, So flutlet zwise]rerr ilxeu
rrach deur algeftihtel Satze iu Bezug auf tlie Axe tliesellre hnrmouische
Gleichug statt, wie zwisehen jene.u m Puulrteu. Oder, verbildet urau
einen, iu einer festen Geratlen liegeuden, verii,nderlicheu Punlrt mit ra

festen Pu-nlrter derselben Ebene, so gelrt die harmonischo Mitte dieser
Yer'tinduugsljrrien irl Bezug auf jene Gerade als Axe u-ud in Bezug
auf eine Reihe konstanter Boefflcienten, welobe jeneu Punkteu zu-
gehilreu, ilurch einen {esten PunJrt, und rwar ist fieser Pr''nkt tlie ]rar-
mouische Mitte der gegebenen lr Punkte in Bezqg auf ilieselbe Axe.

IMollen wir flie zwoite Ausdruckslbur in i]rrer gauzen AJlgeurei:r-
heil darstellen, so gelaugeu wir ru folgender neueu Fonn cles oben
aufgestellten Satzes:

Kombini,rt man ei,m oeriindwl;irltcs Sgste'm R, anel.,ches ehtan futm
Systeme P als Polsgsteme e,i,ngeordnet ist, mit n festen Sgstum.at, A, B, ...,
deren jedes, wit dern Pol,sgsteme kornbtnirt, das Eauyttsystctn, Liefert: so ist
tl,te harrnonisclte Mi,tte ;jener n Kotnltinationen i.n Beaug anf n, augchdrigc

feste Koefficienten u, P, ..., derm Sumtte nich,t nuil ist, und, au,l'ljenes
zloPol.systeno ? | einent, lesten Systnrne Q aingeordnet, and, Exuer i,st d.tes festc

dritteu Banile tles Crolle'scher Journals LS. 213-272] abgeilruclrt ist. - Eine
Erweiterung ilieeer Poucelet'schen Theorie habe ieh in einer Abhandlung
,,Theorie der Ceobalen", welche irn 24-ten Baude desselbeu Joun:a,ls [auf S, 262

-282 ruril 372- 380.1 abgeilruckt ist, versucht. fDie Polcelet'sc.he Arbeit ist in
tlen ,,Tl'ait6 iles propridtds projectives iles figures" wiecler abgoclruckt nnd zwar in
Bd. s auf S. l-rG I
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Sllstax Q die harmonisehe Mi,ttn der n festen Sgstanc A,8,... in Bwccg
auf d,i,eschan Koffictentw e, F, ... tcltil awf dasselbe Polsystetn P.

Diese Ausdruclcsform ergiebt sich aua der ersteren (im vorigen
Paragraphen aufgesteilteu) mlf yqlllreamener SchBrfe, werln rnan yor
detr Satze Gebrauch macht, dass wenx das Polsystem, die harmouischel
Systemq deren jedes mit dem Polsysterue liomliuir.i das llauptsystem,
liefert, uud die zugeh'ririgeu b-ormonisehen Eoeffioieuten, I ileren S.rnrmee6?
nber niclrt uull sein dalf, gegebeu sind, die ha.rmonische Mitte jedosural
bestimut ist.

Die letzte Bestimmuug in rtesen S5tzen, tlass uiinrlich das festa
System Q, deur jeue harmouischen Mitten ei:rgeorclaet sind, selhst als
lrarmoniscbe Mibte emeheiut, fehlt iu iler Poncelet'sehen Darstelluug,
urxd es bieteu claher die hier gefuncleneu A"usdrucksfornrer, rln die hnr-
rnouische I\{iite ua,oh $ 167 leicht konstruirt wertleu kann, zugleich
ueue ural eiufache geometrische Beziehungel ilar.

S 171. Aawondung anf die Erystallgeebalton.

Ich will diese Darstellung mit ei:ror rler sch0usteu Anwentluugtu
schli<rsseu, die sich von tler behandelteu Wissensclaft macheu liisst,
nii,rnlich mit der Anwendung auf die Krgstallgcstal,ten. Doch wili ich
mich hier auf ilie Mittheilulg der ll,esultate beschr[n-keu, fudem ieh
die Ableituug clerselbeu dem Leser iiberlasse.

Belia,:utlich stelleu ilie Krystallgestalten jede eiu System vorr
Ebeneu clar, rvelohe ihrer Loge nach verioclerlich, ihreu Richtmgeu
noch nber koustart sintl; das heiest, statt jeder Ibene, die an eiuer
Krystallgestait hervortritt, karl auch die ihr parollele horvortreteu.
ohre class tladurc.h die Krystallgestalt als solehe geibdert rrtrd. Die
AbhiiugigLeit in welcher die R.ichtuugeu (Uesei Sbeuen unter eila.ndcr
stehcn, Ii6uuen wir vermittelst tler ilurch unsere Wissenschaft fest-
gestellten Begrifre so ausah'ticken:

Wenn nwtt, aiw Flttehw eines Krylstalles ohtre Aendmrng ,i,hre'r llich-
tungw so l,cgt, dax sis, einen Raum ainschliessen*), und, die Stiicloe, welcltc

dadurch oon ib'eien dwselben abgcwhni,frm werden, au ll;ich,ttnassen uacltt,
so Uisst si,clt. jale anderc Fltirhe I des Krystal,b,s ak Yicl,fachertsrontme tt;,t

diescr Rielttmasse r ati,ona,l, ausd,r tieken.

Da,rin, dass der Ausilruck ein ratiooa,ler ist, liegt, claas die Zeiger
sioh als rationale Briiche, uuil also, da es nul' auf ihr Verhiiltliss an-
kommt, sich als ganze Zahlen ilarstellen laesen. Hierbei bemer-kon

i Eierin liegt, sohouo tlass tlie fltohen kei"e paralleler Kanten haben dilrfeu.
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wir noeh, daes im Allgeuei:ren diejeuigen Ibeneu am hilufgsten alr
IGystallo hervorrutreteu pflegen, clereu Zeiger sich durch tlie kleinsten
ganzen Za}len ansdrilcken lasseu, und dass es Bchon iiusserst selteu

,963 ist, weJm die Zeiger einer Krysta1lfl[che sic]r uur I durch gaDz,e Zarnlet
a,usdrilcken Iasseu, uuter d.enen grtissere als siebe:r vorkonmen. Nament-
iich liisst eich die abschneideutle Ebeue, da i-hre drei Projektionen im
Sirue des Richteystemes ilie drei B,ichtmasse geben, als Sunrme der-
selbeu darstelleu, ilas heisst, ihre Zeiger si:rd 1, 1, 1.

Aufgabe. Es sind in Bezug anf vier Ebeneu A, B, C, D, von
ileuen tlie letztere die abschleiilende ist, die Zeiger vou vier autlereu
Ebenen Q' Qr,Qo, C und die Zeiger einer Ebene P gegeben, mau
soII die Zeiger a, y, a aoo P suchen, wenn Qrr fr, Q, und Q .r1s

clie ursprij:aglichen nlenen, undl zwar Q als die absch:reideuile betrachtet
werdeu sollen.' Aufliisnng. Es ist, wenl fit !!, p sich auf (Jr, Qu, (, bezieheu,

- - 
P'Q''Q'*- q2.q,.e"z

_ 0, .P. 0,
Q, .Q .Q"

Diese Aufliisung, welche sich durch tlie Gesetze uu$erer A:ralyse

l|1."t'. Leichteste .rgi.],t *), erscheint in htichst eiu{acher Gesbalt, ll wiih-
rend boi iler gewbhnliciren analytischeu Methode sowohl die Entlfor.mel
als auch die Mittelglieder il srrhr verwiclielten Forrren erscheinel. Aus
dieser Atdlbsung fliesst sogleich tler Satz:

t) Sird aeailieh P,, ?r, .P, die d.urch Q von Q, , Qr, Q" abgcschniffsasr1 gf;tsf,s,
so hat rnan die Zeiger , g , d zu euchen, welslle cler Gleichung

gentigeu- Ist nun 
P: a Pr ! 9 ?' I zP"

,'.:wQt,, Pa-vQz, Pr: u Q",also
1) Q:aQ,*r,Q"*wQ",

und ist ferner
,J) t'':n e!*tt,e,* 2,Q,,

so ist auch

P:r:-P.+Y-p^+Lp
xl -, , o -2 t uJ 

t.1 t

also ,u : - . und so weiter.u'
Nun iot aus t)

Q. Q, .Q"

ll - Q,.Q,.P, 2; : :i------ri--------;i .
' (/r . (r,,! . (i/

ulcl nus 2)
Q,. Q,.Q^

P.Q,. Q"

Q,,Q,.Q"'

P.Qr.
a

also
d
u Q,'
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Wamiic'lt, eina Reihe aut Ebenen aL05 l)iot Dbenm,, din eitwn Rawn

ebtxh-l.dessen, auf die angegebeme Weise raliottal ablciten I'iisst, so l,tiast

sich, attch, diwel,be Reilw oon Ebenen aus ;iedm ui,er antlern Ebetten, fiiesq

RetJrc, we'l,cka ei,nen Rntun ehtschlicssm, gl,eialtf(rlls tational ableiton'

Jede Kante der Krystallgestalt erseheini als Produkt der lfliicheu,,

welche sie l:ilclen, und dailurch ergiebt sich tlie Lbsu-ug der Aufgabe:

n\Menl die Zeiger zweier Fkicheu P, P, iu Bezug auf vier Eberleu

A,lj,C, D, von denen tlie letzte clie alrschneicleutle ist, gegeben sind,

dann. i]:re Kaute als Yielfacheusumme der von deu Ebenen A, lJ, C
gebilcleten uutl clurch T) begriiaozterr Kanteu zu finden.t' I\Iau erhiilt,

weu:r l, B, O die druch D begriiuzteu Fliichenliiunre tlarstellel, als

tlie Zeiger clieser Kante die Ausdriicke

P. Pt. C A. P. Pt PL.B. P
A.B.O' A.B,C' A.B.O'

welehe
Kanteu

sich auf ilie ilurch tlie Protlulite AB, BC, C,4 dargostellben

beziehen i'). [ilieraus flieest, tla, man beliebige vier rarul-

P.P1:#man;ffinc+ Pr'B'l' CA.

bcgr'riazentle Krystallfliiehen als Filralanreutalfl:tchcn annehmen lia.uu,9ti3

cler Satz:

Wenn, wato tbai Karden eines KrXlstalles, oaelche nd,clfi itt' dwselbat'

Ebene liega4 o-h,ne Aenilorrtng i,lvor lli,chtwtg an et\en ganei,nschaftl,i,ch'en

Anfangspwnltt l,egt, wnd, ats 'ihre Encl,ptmkte I ihre Dwrchscltnitte ttt'itpt;t
,irgend chtnr Krystall,fttichc setzt, so ld,sst sich Xed,e-andae Kantc des

Iirg stail,cs al,s Yietfacl tensurnrne ilieset Sl.teelcat, rat ialkl, attstlriieken'

Da fie hindushgslqqte, Ebene D. mit deu clrei Kauten a, b, c

gleiehe Produkte liet'ert, so wiril mau auch jecle Griisse 1r, welchc als

Vielfaehers*mme yoll a, b, c da,rgestellt ist, als harmonische Yiel-

*) Niulioh, es iet

!]ja a

itie Projektion von P. P, auf rl .3 nach d, un<1 so weiter, uatl ilaraus folgt

A.B.C
Nun stellen -4,8, BO, Cd jene drei Kauten r1*t, welche zwiechen 'd, 3' C iiegen

untl tlurob tlie Dbene J? bogrii,nzt werdenl tlenn cs seien c, o, E dieeo clrei Kaoten,

so werilon &ie Fliichonritume ttc, c&, ab tlen drei Ii'liiche:rr1'lumen A, B, C pto-

portional soin (tla, diese die Eii,lften von jenen eintl), unil also AB , B C, O/ den

Frottukten bc - ca, co, . ab, ab , bc, tlas ireisst den Proiluktsn a'bc ' c, abc ' a,

abc . D odor tlen Grdseeu c, a, b proportional eein, und iliOee Grossen kiinleo

also statt joner ProiluL-te gesotzt verclen'
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facheusuurme yon a, b, c itt Bezug auf l? darstellerr libnlerr. Sourit
hat uau tlen So,tz:

Niw,ntt nmn, drct Kanten, ei,mer ffi'ystollgestalt wzcl cine Tliiclw der-
selben, (oltne dass die Konzbhzattou, der drci Kantan, oder da' Flticlrc mit
ci,ncr d,erselbem Nu,l,l giebt), so liisst sich, jate anderc Kanta dcs Krystal,les

al,s ltartnonische Tiel,faclr,ensutn ne jatu Konten in Braug attf ;jate Ebene

rationaL ausdriiclrcn.

Dies Gesetz ist daclurch irrtetossa,nt, class es tlie BezieLuug tler
Itic)rtungon (olue Riicksieht auf hypothetische Masswerthe) r:eiu aus-

driickt. Ebenso ergiebt sic)r leieht, da, dis FLichet ab, bc, rrz rrit cler

Kante a + Z, + c gleiches Protlukt lieferu, der Satz:

Ntmnt matu drci, tr-liicllen, ei,ner l{t"ystal'lgestalt u,ntl eine Kante tla-
selbu't (o:h,ne dass dic Konrbhmtioru d.er drei lrlttchen od,er dw Kante ntit
eina' dersel,bm Null giaht), so liisst siclt. ljedc andue Elticlte tles Krystalles
al,s lw.rmonischc Tiel'faclwtxsunurtn jertcr TLticheto i,n Bcattg auf jene. Kante
'rational darstellaL

Da ctie sii,rnmtlichen Ar:sdehlungsgrbssen im Eaume als Elerneutar-
grbssen, clie der unendlich entfcrntel Ebeue a,ugeir0reu, aufgefasst

werilen kbuuen, so wercleu die Abschaftungen auf ilgentl eir:e. Grund-

ebene nac]r irgeuil eileur leitp ullite eil tlem ers[ereu afflnes System

ilarstelleq uld also zwischen i}:reu genau tlieselben Gleichungen statt-
fiudeu, rvie zwischen cleu abgeschatteteu Grbssenl und umgelieht't jeile

Gleichung, welche zwischeu deu Absehattungen stattfiutle[, wird aueh

zwischen den abgedthatteten Gliissem staftfirden, uad de.r Yerein ilioser

Al:sc,hattungen wird claher alle.in der I{rystallgestalt herrsc,hendel Be-

zo+ziehuagen vollkomuren treu clarstellen; die Krystallfl'riehen I wertleu

rlurch Linieugrbssen, die Krystallka,uteu tlurch Prmldgre,ssen, ocler so-

fern beide bloss ilrlen Richturgen nach gege)ren warer, clurcJr Liniel
111d prrnlrle tlargestellt sein. Dieee Darstellung il ilcr lbeue, cla sie

alles, was bei den Krystallgestalten als wesentliches vorlioumt, reiu

266urtl tteu l abbilclet, ohne das zu.{ii1lige mit aufrunehmen, efunet sich

besonders schbn, um die Krys'tallgestalten in der Ebeue zu eutwerl'en.
pisgs Aniloutulgen miigon gentigou, um tlie n'ruchtbarlieit tler

xeueu A rrg,|yse auch nach dieser Seite hirr nachzuwei,ten.

S 172. Anmorkuog tibor offno Produkto.

Ich habe mich in tler obigen Darstellu-ng hauptsii,chlich auf solche

Ilrodulde besohr[nkb, in deuen sich clie x'aktoreu ohne lverthii,nderturg

des ganzen Produhtes beliebig zu besonaleren Proilukten rusanuneD-
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fassen lasseu ($ ta3); uad es schiea mir tliese Bescluiir:kuug uotlr-
wendig. dami[ iler schon tiberdies so manaigfaltige Stoff mehr zusammen-
gehalten werde, uucl cler Leser uicht dutch die immer wieder neu her-
voltletouden Begriffe eruiide. Ueberdies erfordern die Proclukte, ftir
welehe jeue Beilinguag nicht mehr gilt, eine ganz difrerente'Behand.-
lung, aeue und verwiekeltere Grbsseu treteu il ilmen hetvor, urcl wenn 

,

gleich dieselben eine reiche Anwendung nameutlich auf die Mechanik
uutl OpbiL gestatten, so kann rloch diese Anwenilbalkeit hier nicht
ga;Dz zru Alschauung gebmcht werdeu, iudem dazu erst die in dem
{blgeuden Theile zu entwickeladen Gesetze erfortlerlich eeitr wifuden.
Doch will ich die A-rt ihrer Behandlulg hier wenigstens an einem Bei-
spiele elliiutern, uutl zugleich auf rlie interessanten Grbssenbeziehmgen
hindeuten, welche sich dadurch aufschliessen-

Es nar bisher nur das gemischte Produtt (S 139), welches jenem

Zusammeufassungsgesetz,e nicht unterlag, obgleich ilie allgemeine multi-
plikative Beziehuug zur Adtlition, vermbge welcher mau statt eitres

zerstticliten Falrtore die eilzelneu -$ttiche sotzen rnd die so entstehenile,n

einzelnen Produlite addireu kanl, f0r dasselbe ihre Geltuag behielt
Aber auch diese Beriehung erse"heint hier lnoch als eine einseitige, in-zes
sofern zwar gemischte Proclulde, in welchen Ein Faktor vereoldedeD
ist, rv[i:r'eud clie iibrigen gleichartig sind, danach zu Tilinem Proilukte
vereinigt werdeu kii.nenr aber nielrt solche, ia welchen melrr als Din
fahtor velschiedenartig ist, es utsste den-u seia, dass diese vor-
schiedenarbigera I Faktoren $chon zu einom Produlite zusamm.engafawl9fT
soieu. Iu tler Aufucbung ,li.t"r Eirseitigkeit nun liegt das Priueip iler
Beha,ndlung jeuer Protlukte.

Es sei dP. Br+ A"P.3, eine solche Sur:rme zweier gemischten
Protlulrte, in welchen ? iler gemeinschatLliche Faktor ist, und tlie beiilen
letzten Faktoren uiclrt zu Einem Produ.lrt vereinigt werden tliirfenl so

kanrr man statt deseen auch nicht + (ArB, * ArB). P setzeul son-

dern, weun wir einen eolchen Ausdruc\ wie es fie Analogie der Multi-
plikation fordert, eiufiihreu wollem, so mtisseu wir die'Stelle des Pro-
tluktee, in welche ? einriisken soll, bezeicb:rer Es sei iliese [ltelle
durch eine leer gelasseae Kls.mmer bezeieb-net, so dass

t/ o.J3l P: aP . B
und

[./,0.Br* &0.3r*...] P: AtP.Br* A,P.B, -l-...
eei, und es werde ein solches Produkt mit loer gelaseeuer Stelle oin
offnes geraotb. Treten mehrere laktoren hinzu, vsn ileuen nur Einer
in tlie Liicke eintreten soll, eo kaur <lieser ilurch tlieselbe Kl,mmer
ausgezeichuet werden, durch welehe rUe Ltcke bezeichnet ist. Sfud
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zwei otlor mehr Ltehen iu ileru Proilukte, so miissen die Klaumer-
bezeichnungen ret'schieden sein, wenn ver.sshiedeue Falrtoren in tlie-
se]'ben eintreteu sollen.

Wir betrachten hier inilessen uru' fie Protlu.kte mit Eiaer Liiclie,
cleren Summe formell daclurch bestimut ist, dass die multiplika,tive
Beziehung beetehen bleibt. Wir werdeu ilaJrer zwei Summen vor offneu
Produkterr, da sie nur duch ih'e Multiplikation mit ancleru Grbssen
ihrem Begriffe raeb bestimmt sincl, daur nnil nur dann als gleich zu
setzen habeu, wenu sie mit jeder beliebigen, aber lreide mit derselbeu
Grbsse multiplicirt, gleiches Protlukt lie{ern.*) Sg fte*-- rnt also dalauf
an, die koustanten Beziehungen zwischen den irr jenen Summeuaus-
drucke vorkomruendeu Grbssen, die .wir als verH,nderlich setzen kbnnon,
auszumittelu, wen, eben iler Sumueuwerth konstaut bleiben soll, Je

zoo eiat'acher und I anschaulicher fiese konstauten Beziehu:rgen aufgefasst
sein werden, ilssto eirfacher und arschaulicher wfud der Begriff jener

P68 Summe seir, welcher eben als die I Gesammtheit jener konstanten Be-
ziehungen selbst aufgefasst werden kann.

Es lassen sich sehr leieht diese lionstanten Beziehmgen a,Ls Zahlen-
beziehungeu in Bezug auf irgend eia zu Grulde gelegtes Richtsystem
darstellen. Nii,rrlieh ruan hat damn nur tlie s?immtliehen Grbssen in
jenern Summenausdruck 8, so wie auch die Grbsse P, ndt welcher
r:rultiplicirt worilen soll, als Yielfach.ensumrr'ren der ll,ichtmasse vou
gleicher Stufe darzustellen, danu das Produkt SP gleichfalls als Viel-
fachensurnme von Itichtmassen zu gestalter, . so wird ia diesem Pro-
dulte cler Koefficient eiaes jerlen li,ichtmasses (nach $ 89) konrta,nt
sei4 wie sich auch die Griissen il ,9 ii,ndern mbgel, weua eber jenes
Produkt oder jeuo Yielfachensumure, auf welche ilasselbe zuriickgefiilrt
ist, koustant bleiben soll. Eia jeder solcher Koeffi.cient kaun wiederum
a,ls Yielfacheusumme von den Zeigern iler Griisse P dargestellt werdenl
unil ila ftir jeilen bestimmten 'Werth dieser Zeiger jene Vielfachen-
summe konstant bleiben soll, so muss auch in ihr- der Koefficient eiues
jeden Zeigers von P konstant sein.

Es ist nun sogleich einleuchtcnil, dass hierduch clie konstauteu
Beriehungen zwischeu ilen Grbssen in ,S vollstii,trdig da,rgmtellt sind,
indeur aus ihren tlie Bestiiniligkeit des Summenauidruckes lrit Noth-
wendigkeit hervorgeht. Wir erlfi,utern dies an einem Beispiele.

Es sei die Sunrme

,S- er 0.., * erO.e,+ ... : tteO. el

n) Wenn auch nur mit jetler Grdsee vor gegehener Stufe, woboi dann jener
Sur:rmenwerth zugloicb von tler Stufen-zehl abhlngig bleiLt.
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zu behauileln, in welcher at att %r... Strecken iur Baume yorsteiler,
und wo bei der letzteren Bezeiclnung das S"mnenzeiehen sich arrf
die verschieilenen Aazeiger lr 2r... bezieht. Es ist klar, dass, weun
die Streclien e nieht etwa Eiuer Ebeue angohbren, ilie Gr0sse ?, welche
ruit jener Summe multiplioirt werdeu BolI von zweiter Stufer ilas heiest
oin tr'IEcheur*um seiE muss, sobald alie Produkte der oinzelaen Glieder
snmtnirlrar bleiben sollen, ohae null zu werden. Es seien non a, b, c I

ilie ll,ichturause erster Stufe des zu Grurale gelegten Bichtsystems, Dc,

c@, a,b also fie B,ichtmasse zweiter Stufe, ruril

e : aa* Fb *yc,

so h.rt m*n 
P : ubc * gca ! aab 

'
SP : D(oP . e): E(eP . (uo * fb * ye)).

Illier miissen ilie zu deu Il,ichtmar$en @, b, c gehiirigen Zeiger des:ez
gfl,nzen Ausdruoks konstant sein; das ileisst, os mtsseu

E (eP . a), E(cP . p), z(eP . y) 2og

krruntant sein fiir jeden Werth von o, y, a, wohei

ep: abc ("u * Fy * yd)

isb. Daraus orgeben sieh folgende sechs hons'tante Gr0sson:

(1)
E(o'), E(p'), E(?'),
z(fiy), E(to), z(o0).

Ilezeichneu wir diese sechs Griissen beziehJich rnit

.t
A'

so ist

ISP: abc (Ar * CS * B'r) a * *-
(2) I +abc(Ca*BylA'a)bl

I + abc (B'n * {y } Ca) c.

Ee hat demn2,s[ jene Summe ,S ilana uud nur dam eiaeu kon-
stauten Werbh, wenn in Bezug auf irgenil eia festos Eichteystem diese

sechs Zahleugtiiaeen konstaat sintl So haben wir nun zwar die kon-
stauten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorhommen-
den Grbsseu herrseheu mf,ssen, wenn ilio Summe koustant bleiben eoll,
bestimmt', alein tler ei:rfaehe Begriff jener Sumroo ist dailurcfu noch
niclrt gofuldeu, woil'i:l diese Bestinrmungen ein gana fremdar[iges,
mit dem Begriffe jener Sumtrs in keinerlei Beziehulg stehendes Ele
ment, ndallich ilas zu Grunele gelegt€ Eichtsystem, eingefflhrt ist.
Es tlienea dnher jene secLs Grbssen nur zur Uebertragung auf ge-

t

I

C

C'

B,
B ,,
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gebene Riohtsystenre, wHhrend iler ei:rfaehe Begriff der summe noch

zu realisiren ist.
Wir kiimeu, um uns der L,6sulg dieser Aufgabe zu niiheru, zu-

erst versuchen, jerre Sunme auf eiue mbglichst geri[ge A''zahf vou

Gliedern zurii ckzuffilreu.
Da jede streclie ilrei Zeiger darbietet, so scheinb fiir clerl ersten

A_nblick lele Sum-e auf zwei Gliecler reduoirbar, iu sofe.r zur Be-

stimmurig tler sechs zeigor jener strecken sechs GleiclNlgen erscheineu l
alleil es orhellt leieht, ila8s, werru nicht etwa siur:ntliche Grbsseu in

rS derselben Ebene angehbre:r, jene seohs Zeiger nichi so gew'ri'hlt

werdeu )rbunen, ilaes aliosen seehs G]eichungeu gentigt witd' Dern, da

das B,ichtsystern rilltiihrlich ist, so kaun es auch so genomnlen werrlen,

dass jene zwei strecken mit zrveien iler Richhnas$o, etwa mit a und b

zusrr.mmenfallen I tlann iet klar, wie

268 SP:aP.alhP-b
2T0stets eine strecke der Ebe[e aI) clarstellt; eg miisste also clas Glied

von SP, was cler dritteu -Axe c a;ngehiirt, stets null seil, das heissb,

B', A', C miissten rull sein. C aber, was ilie Summe tler Quadrate von 7

vorstellt, kan]] [ie]:t [a,uders] null werden, als wenn sii"mutliche wefihe
vorr y null sind, tlas heisst, sii,mmtliche Wetthe e iler Ebene rlD au-

gehiiren. Es Li,sst sich daher die sunilne s auf lieine geriugere AI-
zahl reeller Gliecler zurtickfiihren als auf drei. Da aber tlrei Strecken

nouu Zeiger ilarbieten, so werden tlieselben dur.ch jene seehs Glei-

ehuagen ntcht bestinrmt seil, sonaleur noch ftir fuei zahlenbestim-

mrrngen Il,anm lassen.

U* ,r* eine gegebeue Summe S von cler Borm E[eO''], i'
weleher ilie verschieilenen Grbssen c uicht de selbsL Ebene angehtrren

sollen, das heiss! ,4, B, C stets geltenrle (positive) WorUre tla'rstellen,

auf clrei Glieder zu rerluciren, geheu wir auf die Gleichung (?) zurtick.

Setzen wir hiet
P: abt

das heisst
'"c: A :0 r B: 1t

so ist

Da hier
parallel.
kiihrlich
sild, die

SP: B (.t) : abc (B'a + Ab + C4.

C nicht null werilen ka,irn, so ist S (aD) uie der Ebene aZr

Also kiSuleu wir, da dis Annahne cles Rielrtsysteurs will-
ist, weu:n uur tlie drei Riolrtaxen von einander ulahhiiagig
dritte B,ichtaxe c ptr,rallol S (ab) an:reh*en. Dann wird

,{:B':O
Da aueh der Massrrerth c willkiilrrlich ist,unrl IJ (aL) gleicln abc . Cc.
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utrd C positiv ist, so kann man e so arurohmen, daBB C gleich Eins
ist*); dann ist

Nimmt man nun {erner 
s (ab) : abc ' c'

p:66, g:fr-at ll:L,
so ist

S (co) - abc(C'a + BD)**),

w,a,B nothwendig in iler Ebene ab liegen rruss, aber da B uicht ngll
werdeu kanra, von a una,bhangig ist. Da nun b innerhalb der Ebenezcg
a ti willktilrrlich angeuorr',-en werdeu ftann, rvenrr es nur von a unab-2?r
h[ngig bleibt, so kanl man Zr selbst ilioseru Arxilruc]<e S (ca) parallel
setzen. Man hat dp.nn noc[ C' : 0, also

l:I]':C':0,
u.ud S(ca) wird gleieh abcB.D, oder, wenn man ry-iecler delr Mass-

wertih vou b so aunimmt, ilass -B gieich Eins rvird,

S(r"): abc.b.
Euillioh wird I (Dd gleich abcA. a, oder bei einer eolcheu Aunahure
vor a, dass .4 gleieh Eire wird,

S (llc) : abc . a.
Die Beilingungrgleichuuger, die wir auf solche Weise realisirt habel,
sind .ulso

A':D':A-A
A:B-C:1,

s:oO.a+b O.a+ aO.,.
Es ist also auf die augegebene Weise jene $ rrnrle in der That

auf d.rei reale Glieiler zuriickgefiihrtl urd ftr tlio Griissen c,b, a habet
rrir die Gleiehu:rgeu

1S(aD) -abc.c(5) ls(r"):abc.b
Istao:abc.a.

Zu ilieeen Gleichungen (5) wflrtle man rlirekt gelaugen, weun ru&n

eir:mal ioraussetzt, dass sich jene Summe auf ilrei Glieder zurtck-
ftihren lBsst. Denn, sind a, b, c die dieeen Gliedern zugohbrigen Strecken,

) Ma.n hat zu dm Ende aur statt c zu setzen 
,fu, 

a*" verwantlelt siclr

f b + uud 5(y) t #, d:a,o heiret, ia t.
*) Da .( gleioh Null ist.

Gr&slmoan, Wsrls& L 19

(3)

woraus folgt
(4)

t

I
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Bo br,t an &us (4) sogleicl- clurch Multiplikatiou :rit ab, ca, bc die
Gleichungen (5). Betraehtet man eine ilieser Gleichungen, zum Beispiel
fie erste, so ist sie you dem Masswerthe des Faktors (aZr), mit wel-
chem S nrultiplicirt ist, unabhiingig; setzt man dflher irgend eile mit
ob parallele Griisse gleich Q, so haf man

(6) sQ : Qa. c : (a 0. r:) Q,
und da Q ursprtilglieh willlrtihllich angenommen werclen konnte, so

wild jede Griisse c, welche dieser Gleichung fiir irgentl ein Q geniigt,
als eine iler alrei Strecken betraclrtet werden libnaen, auf welc.he sich
,S zurticlrfiilreu Lisst; da,rrn ist Q selbst die Ebene der boiden audern,

^-^untl ilr ihl ka,nn da:nn a6sh tlie eile der beiden andern Streeken yon

li!*;Uf.tifr.licher Riclrturg angenommeu werden, I wodurch ilanl alles
bestimnt ist. Jene willkiihrlie,he Arrnahme der liichtung der Ebene

0 uld der Riohtureg cler einur Strecke in ilr verlritt die Stelle cler
drei willkiihrlieh a,nzunehmeuilen Zahlonbestimmnngen, vou deneu obeu
ilie Reile war.

Um nuu den Begr{ff zu vollenilen, haben wjr die Beziehuug z$-i-
sohen je tlrei solchen Strecken aufzustellenl dies wir.d gesehehen, ir-
rlem wir die Gleichung der Oberfliicire, deren Punlrbtriiger jene Streckeu
sind, wem sie a,n denselben Anfangspunkt gelegt sired, aufstellen, uld
zwar in Bezug q,uf je drei beliebige Strecken, auf die S zurticligefrlhr.t
werden kauu

Man hat, wenn Ir ilieser Tr'riger ist, und in fie Gleichung (6) 1r
statt c gesetzt wird,
(7) sQ: Qtt .p.
Jet nun p- a + Ub + zc

s: oO.o* bO.b + c{).c
A: ube f {aa { dab,

so ist
S0: abc. (n'a I y'b I dc).

Aus (7) folgt also, ilass -/a * U'lt * a'c parallel 2 ist, das heisst,
dass /:y':/:nillis ist. Dauun in der Gleichuug (7) statt Q jedo
uit Q parallelo Grbsse gesetzt werden [ann, so kbnnen wir nuu

Q: abc + ycd ! aab

setzen, da,nrr s11m16., wir aus (7)

altc:Qe:@*U'*a2)abc,
ilas heisst

(8) su * !!' { a2: L.
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Dies ist aber fie Gloiohung eiues Ellipsoirles, in welchera die

Grrutl$asse a, b, c konjugirte Ealburesser sintl'*) 
- 

Nerurou li'-.gioto
Ausilruck wie a (1 . a eio offues Quadrat von or so kbn:ren wir &ie ge-

lvomleren Besulbate il folgenclem Satze da'rsteller:

Eiue summe you offuen Quadraten ir:r Raume ist gleichll|
iler summe aus den offnen Quadrateu vou je d.rei beliebigeu

konjugir[en Ilu,lbmessern, rvelche eiuem honstanten E]-
llipsoid augeh'6ren.

Da iliee Ellipsoiil demlach tler vollkommen treue ausilruck jo[er

Summe ist, so h'dr:nen wir aue,h' sa'gen, tliese Surnme sei eine solcll'e

Gri)sse, die ein Ellipsoid darstellt urd selbst als Ellipsoiil geda'cht

werilen li6nne. Auf diese ]Meise nun ist iler Begriff jener Sulrme'

welcher Anfangs bloss formell auftrat, auf seiue rea,le Bedeutulg zu].tick-

ge{'iihrt.
'Wir stellen lrns die Aufgabe, die Gleichmg cles Ellipsoids, rvelches

zu einem gegebenen Summeuaus ih'uch

s: E (." O.e)

gehiirt, zn firtcleu' \Mir ha,beu i;u tiem Ende in cler Gleichung (?)

SQ - 1tQ .7t

uur entweclet 2 oiler ( zu elirniniren, iudem p der 1\5ger eiles Pudrtes

tler Oberfl'ric}u i*t, 4 aber, rJ'a es ilie Ebene iler zu p gehbrigen kon-

jugirten I{albmesser tlarsteJlt, der Tangentialebeno parallel ist' Ulu irrl

*rlt.ruo Ealle (wenn p elimirirt ist) das Ellipsoitl a1s l;r:rhiillte dar

zuetelleu, ktinueu wir u::s der il $ 144 erwiihnten Met'hoile bedienen'

wonach rler Masswerth vou Q so angenommeu wurde, class' wenn (t/

rin ilie f,age rler Taugoutialebeue verse|zt wirtl, seine A)rwciohung voru

UrsprungclerTri:i,gereinekonstanbeGr.dsseist,diewir.rlerEin]reit
gtui"tt sut "., 

kiinnen Es ist aber jeue Abweichu:rg gleich PQ' also

i4 gt i.U der Eiuheit. Multipiicirt man tlaher obige Gleiehurg mit

Q, so hat man
sQ .Q: PQ 'pQ : L,

was ilie geometrische Gleichung jenes Ellipsoiils als umhiillter lrld'che

ist. Es isL aber

*) Wenn asu untsr d., 9' ., 
y' tlie Koordiaaten rqltrot voroteht', welche zu deu

Zeigern r', 3r, a goh6ren, so hut ma,ll i ::rr;t "'' otler *:L ' "' 
und rlie

Gleichung (8) wiril danl

#*#+5:',
was ilie gevtihnliche tr'orm rler Gloichuug einee Ellipsoicls iet' 

I0 *
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s0 . Q : z ('Q . o) . Q : E (eQ),,
rmd elic Gleichung des Ellipsoids ist also

(e) z (eQ)z: t.
I[il] mau diese Gleichurg auf ein gegebenes Richtsystem a,, b, c zn-
rflckftihreu, so uchme man

an, uld Q-ubc*gcalaab

also 
e-d&*fb*rc,

272pr, eQ: (ac * Fy * yz),
wentn abc (das I{auptmass) dor Eilheit gleieh gesetzt ist, unil rnan
hat aleo

x (crr f Fy * yz)' :7,
oder, mit Beibehaltung der obigen Bezeichuuug

Ac'+ B'y' * Czz | 2A'ya { 2B'zr { 2C'*y: L.
Wil haben bisher nur die Sumnre vot offenen euadraten be-

trachtet. Nehmen wir. auch die Differenzerr iLr fie Beh.achtuag auf,
so kbnnen die Ellipsoicle auch iibergehen iu Eyper'boroide, ,nd wir
gelangen tlaun zn dem allgemeiLren Begriffe einer Grtisse, clie im Eaume
dureh eine 0berflii,che, in der Elrene ilurch eiue Kurve zweiter Ord-
nung dargestellt wircl, u:rd fie wir, da sie urspriinglich a,ls Ellipsoid
oder rllipse erscheint, eine elliptisete Griisse nennen ktir,,teu Doch
schei:rt es ]ia..,,, niithig, dies noch weiter auszuftihren, iuilem der Gang
der weitern Entwickelu.ng keine schwierigkeiten mehr darbietet. Auch
rlbersieht man leicht, wie die ganae Ertwickelu:cg so hiitte gefiihrt
werileu k6men, dass gar nicht auf willkiihrliche Koorrlinatensyste,re
zurttckgegangeu fworden] wH,rel und ich habo den eingeschlagenen,
Weg nur tlarum gewd,hlt, u:l zugleich clie Behandlungr**ir" tti, aiu
offeueu Produkte ti\grhaupt hindurchblickeu zu lassen.
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Uobor das Yorhilltuiss ilor niclrteuhliilischon Goornotrie
znr Ausilohnuugslelu.o.

(Tg1. g r5-ze.)

Es ist rlie ganze Darstelluug in $ 15-23 zum Schaden tler Wisseu-t?ii
schaft Lisher fast gauz uubeaclrtet gebliebon. 'Wetler Riernann in
sei-ner Harbilitafionssohrift *) vom Jalrre 1854, ilie zuerst 1867 vetiifi'eut-
Iicht wurde, uoch Helurholtz'3") io seiuer Abhandlu"g ,,Ueber die That-
s&clen, 'rvelche der Cieometrie zu Grnnde liegeu. lStiSt', noch auch i:r
seinern vortreffliehen Yortrage ,,Ueber deu Ursprung uud rlie Bedeu-
tung der geometrischer Arionre. 1876" thut derselben Er.wiiblung,
obgleich clatil dio Grundlagen cler Geor.retrie in viel einfachercr Weise
zur Anschauuug kom.uren als in jenen spiiteren Schriftet.

In tler Ausdehlu:rgslehre erscheint ganz speciell und im Gegeu-

sahz gegeu Euklid die gerade Linie als Grudlage iler geometrischen
Definitiouen. Dio Ebeue rrjrd in $ 16 definirt als Gesammthait der
Parallelen, rvelcho ei::e gerade Lilie sclr:reideu, und iler Raum als Ge-
samrutheit det Porallelen, selche eine Ebeue schneiden, und weiter
kaun die Goometrie uicht fortschreiten, wiihrend die abstrakte \4risseu-

schall lreiue Gr:linr,cn k*nnt. Da a.lle Punhte einer geraden Lilie sich
aus zwei Punlrten derselben numerisch ableiten laosen, so ersclreint die
gelade Liuie als einfaches Eleurentargobiet zweiter Stufe utd eut-
sprrceher:il die Ebeue als einf-a,ches Elomentargebiet ilritter, der Iiaum
als ein solches vierter Stufe *#).

+) 
fGem.eint ig[ seiae Esbilital,ionsrecle: Ueber die Bypothesen, welc]re der

[ieomabrie zu Gnrude tiegen. C{es. 
'Werke, 1. Anng. S. 264 ff., 3. Arog. S. lil t:]t) [Die Abhautll"rg steht ia ilen Gtittinger Naehrichteu voa 1868, S. 1$3

-221, s. auch seine gea. wies. Abh. Bd. II, S. 618-639. Den Yorhag fintlet man
in eeiaen ,,Yortrf;,geu uadl Rotleu", Bd. tr, S. I fil, Braunochweig 1884.]

o"t) U- Yerwechseluageu vorzubeugon, bemerke ich, tlaea die Strocken
einer Ebone ei:o eiafaches Au sil ehnungsp;ebiet zweiter Stufe, ilie tles Iioumes
ei-o einfaches A us ilehuuugsgebiet dritter Stufe urtl iborlaupt ilio Strecken eilcs
efufachen Elementargobietes (n{ l)-[er Stufe ein einfacLes Aueilehnuogs-
gebiet a -ter Stufe biltlen.



*) So zum Beispiei eutsteht der llelmholtz'rche sphirinche Il,aum, wenn
man zrp"ischen den genanaten tiinf Atrleitmgszahlen eine gewisse houogene Glei-
c.hulg zweiten Q12,flss annimmt (oder allgerneiner oi-o gehrimmter Il,anm boi An-
nahme einer Gleiehur:g beliebigen Gratles).

*+) Man kdnnte ehen solohen ll,au-m im Gegematz zu dem ehon genaurten
(einfach) geh'iimmtetr Eaum etwa eine:i doppolt Sekriirnmteu Eanm aenner

294 A,. Aahang I. Nichteukliclische Geouetrie unil Ausilehnuugslehe.

zr L Is sind fl,lso zum Reispiel I die Pulkte einer Ebene aue alrei

nicht il goraaler Linie liegendeu Pnlkten nunrerisoh ableitbar, etwa
tlurch die Zahlen $1, x), Ei1. Wircl nun zw-ischeu tliesen clroi Zahleu
eiue honrogene Gleichrug festgesetzt, so reducirt sic.h die Ges:rmmt-

heit der Punhte, welche cler Gleicbuug geniigeq auf eiu Gebiet zweiter
Stuf'e. Ist diese homogeue Gleiclruug yom erBtell Grade, so wircl das

so bestiurmte Gebiet zweiter Stufs ein einfac)res, dtr,s heisst, ei:re geraile

Linie; ist a,ber jene Gleiclrmrg yon h0hereu Graile, so entstehen ktunrnre
I-rinieu, fiil welche nur cir-r Theil der ftlr tlie geracle Linie giiltigen
longimetrisc)ren Gesetae gelten wird.

Geht ma,rr zurn Raunr iiber, so ist jeder Punkt desselben aus viel'
Prurliten, welche ein 'l'etraeder bildet, tlurch vier Zahlen t, . -, '):t

lumeliseh abloithar. Iferlschen zwischen iliesen rier Griissen zwei yon

eilandler ulabhri.rgige htrmogeue Gleichungen, yon dener keine vom
ersten Grade ist, so erhalten wil Linieu tloppelter Kr'tmmung, ftir
welche rvietler uur eil Theil jener longirnetrischet Gesetze gilt.

Sclu'eiten wil nrin vor:r liaume, ale einem Gebiet vierter Stufe, zu

ei:ren Goliet filnfter Stufe vor (welehes uicht mehr geometrisch
eristirt), so hat man fiil ilasstrlbe liixf Ableituxgszahlen ;ri, ... .r'0, undl

bestcht z.wischen [ieser eire homogeue Gleiohulg elsten G ratles, so

kom.rt man auf clas eilfac.he Eleurentargebiet vierter Sfufe, clas hoisst,

auf clen Iuhlidischeu Raum zuriisli. Ilemscht tlagegelr zwischen ihueu
eine homogene Gleiehulg hbheren Grades, so korumf uan zwar arch
zu Hlemerrtargebieten vierter Stnfe, inilessen zu solchen, ftr welche
ilie EuLlidischeu Axiome nicht mehr gelten, also gewissermasser zu
niclrteuklidiseheu Riiurnel'l')1 ju man kann zu einem Elementargebiete
sechster Stufe iibergehen ulil zwisctrren ilen sec]rs Ableitulgszahlen
zwei htihere homogene Gleichuugen amelluen, u-ntl el]rii,lt so abermals

a?6neue Elementargebiete yierter Stufe**) uncl kan:r I somit eile unenclliche
Menge nichteuklidischer Riiunre bilden, aus aleren Glleichungen sofort
hervorleuehtet, iu wie weit die Eul<Iidisehen Axiome noch gelten.

So bietet, also <iie Au.*dehnuugslehre clie vollkommen ausreichende

uud gn-uz a,llgemeine Gruucllage a,uch ftir diese uld iil:llictre Betrach-
tungen.
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Arhang IL (l8i?,)

Usber flsrs oingewnuilto Proilukt.
(Tgl. das dritte Kapitel des zweiteu Abrchnitte.)

Da in tlem ga.nzen Kapitel nur der Begritr dea auf eiu Haupt-
gebiet beziiglicheu Produltes zur Evidenz eutwickelt ist, nud aJle
tibrigor lbrurellen Begrifl'e naeh uuil nach fallen gelaesen sind, so wiiue
os zweclimti,ssig geweseu, die ganze Eutrric,keluug lruf jenen Bogriff zu
beschriinken. Doch hiitte sich auch in dieser Beschriinkung ilie Dar-
stellung einfacher fassen lassen, was ich hier versucheu will. Ich gehe
tlabei auf deu Satz am Sehlusse vou $ t2ti zurttck, wonach, woru
rl rud D die Stufenzahlen zweiet' Griissen, rr die des sie zuuiichst
uurfasseudeu Gebietes und c rlie des gerueiuscha{t]ichen Gebietes ist,
c:a+ D-rr. ist.

Dcr Begriff des eingewaadteu (regressiven), auf oin Hauptgebiet
'beziiglichen Produktes ist dahirl festgestellb, ilass dasselbe tlanr uud
nur daun null ist, weun das ilie Fa.ktore:r zunlichst umfassende Gebiet
von geringersr Stufo ist als das Eauptgebiet. Ilierauf ulil auf deu
allgemeiuerr Begr{fi tler trflultiplikation, das heisst, auf die bekannte Be-
zieliulg clerselben zur Adilition, iet der formale Begriff des befrach-
teteu ProiluL:tes gegtiiarlet. Um zu dem realeu Begritr desselben zu
gelaugeu, kornrnt es zuniic.hst ilaranf an, dasjenige, was bei einer Form-
ii.rrderuug des Produktes, die ilen S'erth desselben uicht iintlert, kou-
staat 'bleibt, in urtiglichat a."schaulicher Polm darzustellen.

Es sei -i{.. 1J das eingewanclte Proriukt, deesen Werlh uicht null
ist, und seieu a und E die Stufeuzal:Ien yon ./4 und B, u ilie des

Eauptgebietes, so zeige ieh zuerst, tlass bei jeiler FormEnderuug des??6

Produlibes /. Id welche dessen Wertb unver[ucle$ liisst, da"s den beitlen
Faktoreu gemeinschaftliche Gebiet unveriindert bleibt.

Unurittelbar leuchtet ilies eiu, weun die beiden Faktoren denselben
'Werth behalteu otler sich iu umgekehrtem ZaJrlenverhiiltnisse 6,nderu,

weil dan:r auch dereu Gebiete dieeelbeu bleillen. Aondert nun eiuer der
beideu FaL-torer, zurn Beispiel tler zweite B seinen Werth in .B + B,
oh:re ilaes sich der Werth des Pmduktes iindert, so folgt ilaraus, dass

A,RL:0 sein, dae heisst, ilae die Daktorer -L unil Il, runEchst unr-
fagreutle Gebiet von nieilerer als a-ter Stul'e, oder, was dasselbe is!
ilas ihxeu geureinschaftliche Gebiet [von] hbherer als c-ter Stufe eein
urusB. Da nun dio Summe zweier Griisser h0herer Sl.,ufe nach $ 51 sich
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stets auf den Farl zuriickftihren liisst, wo die beide.n Gr6gson in einem
Gebiete n?iehsthiihere. stufe, arso in uuserm Falle in eiuem Gebiete
(D f l)-ter stufe liegen, so braucheu wir auch hier nur diesen rral
zu beriieksiehtigen. Aber dann habeu B und B, ein Gebiet (ir_1)_iel
Stufe gemeinsam, und jsaa linrrrr also B, in Zr einlaehe llaktoren ze.._
legeu, von denen Zr - t h 3 liegen und einer ausserhalb B1 nun soll
B, rnii .1 aber c f 1 einfache tr'aktoreu gemeinsam lraben, w&s rur
miiglich ist, wenn c von jenen D - I einfi,ohen Itaktoreu zugleioh in,{ liegen, ilas heisst, dem geroeineamen Gebiete C angehDreur"und det
eirre ausserhalb B liegencle Faktor vou B, gloichfalls in :l liegt. Es
liegt sonrit das ganze Gebiet C bt 81, dasleisst5 C ist das i*_ui:r_same Gebiet yon A ud 4, al*o auch von,l ooa f lBr; dl,s cler:
beide, Fal'toreu gemeiusane Gebiet breibt [uithin] unveriinterts wenn
das Produlit denselben'werth rreh[rt. Den-u fiir die Aenderung des
ersten Falitom gilt dieselbe Schlussreihe.

um nur den rnetrischeu rverur rles produltes zu finden, setzel
wir B:CD, also ,4 -B - A.CD, lamt stellt .4D tlas nnrfassende,
hier also das Eauptgebiet dar. Nur h0nnen wir einen Theil des rlaupt-
ge[ietes gleich Eins setzeu (zuur Beispiel das russere produkt derin ihrer rteihenfrrlge genomrnenerr urspriinglichel EinJreite*). Daun
stellt / - D ei*e zahl dar. lMeuu fieselb e : I ist, so kann ma' statt
C und D die Gr?issen Q: LC uucl -D, - f einfiihreu, ohne den

Y[erth des Produttes_C.D zu iindernl ila.nn 5r;6 abet l.Dr:t,
urrrt.14 -CD-A.CtDt

Ich behaupte nu:n, dass e bei der oben hesprochenen For-m-
zrriinileru,g des Produktes unged,ndert bleibt. Es lkana nach dem.Obige'

BL: Cr. Zr.gesetzt werden, wo -8, ehen einfachen Faktor mit .4 ge_
mein h6f, das heisst, A. Er: g istl tlann wiril also t\ A . C1 (r, + E,)
tlas Produkt A.(Dr*8,)-A.Dt:1, uncl es bleibt das-so be_
sfimmte (1, ungeiindert. rvi, kbnnen ilaher e als deu wahren werbh
des Produldes betrachtea u:rd rriin,'en ilann allgem,eul auch wenn a. D
nicht Sleich Xins ist, stets I .CD : AD.e setzen, wo AD [ein] Theil
tles Hauptgebiotes unil also eire zah-r ist, und kiinnen aius ,t. .liu
realc Definilion ilos eingewanilten Produktes auffasseu.

Ar. Anh61g 11 Ueber das eingewzindto produl.t



A ,Anhang III. Uebersicht tiber die Augdehaungelelr e, 297t'

Antrang Itr. (1877.)

I{ru ze Ue.bersieht, iiltor tlas Wsson der Ausilohnuugslehre.
(Ia Folge einer Aulforilerurrg Gruuelte il tlessen Archiv Btt. VI (1s4r,' veliiffeutliclrt votr Yelfasser.)

f. Tendons der Ausdehnungslohro ale solcher. [BB?1

1. Meiue Ausilehuungslehre bildet die abstrakte Gruud-
lage der R.aumlehre (Geouretrie), clas heisst, sie ist die von
allen riiuu.lichen Auschauuugeu ge16ste, r'eiu ruathematische
lMisseuschaft, deren specielle Anwenclung auf del R,aum clie
Raumlehre ist.

Die Il,aumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, niimlich
tlen Raum, zurtickgeht, ist kein Zweig der reinen MaUrematil<, I soutleru fss8l
cile Alwendung dersell.ren auf fie Naturl aber nicht eiue blosse An-
wendung der Algebra, &uch dilnn nicht, weln fie algebraische Grbsse,

rvie il iler Funktioneulehre, als stetig veriinclerlich betraclrtet wird;
tleuu es fehlt der Algebra clcr der Itaumlehre eigenthtinliche Begriff
tler verschiedenen l)irnensionen. Daher: iet ein Zweig der Matheuratil<

uothweniiig, welcher in tlen Begriff der stetig veriinderiiehen Griisse

zugleich deu Begriff von Yerschieileuheiten aufninrmt, welche ilen

Dimeusionen tles Eaumes entsprechen, und dieser Zweig ist mei:re Aus-
ileb"nungslehre.

2. Doeh siurl die Siitze der AusalehDuugslehre uicht etrra zzs

blosse Uebertragungeu georrretrischer Sitze in die abstrakte
SpracJle, sonderrr ha.berr eine viel allgoureirrere Bedeutungl
denn, wS,hrend die F,aurnlehre gebuncleu bleibt an ilie tlrei
Dimeusionen iles Raumes, so tleibt die abstrakte Wissen-
scl,raft von diesen Schranlien frei.

In der Eaurulehre kbnnen durch die Bewegung von Punl<ten
Li:rie4 durch die iler Linien FLic)ren, duleh clie tler flii,ehen Kbrper-
riiume erzeugt wertlel, aher weiter [s,nn die Raumlehre nicht fort-
schreiteu. Hhgegon, stellt ma,Ir sich voq dass an ilie Stelle des Pt:rrlrtes

ulti der Bewegulg absbrakte, vom Ra,ume u:rabh?ingige Begriffe ei:r-

gefiilrrt werden (s. unteu, Nr. ,t-6), so verschwinilen iliese Schra,nken.

3. Dailuroh geschieht es nun, dass die Sii,tze der B,aum-
Iehre eine Teudeuz zur Allgemeiuheit haben, die iu ihr ver-
mbge ihrer Beschrhnkung auf drei Dimensionen heine Be-
friediguug finilet, soudern erst in iler Ausilehuungslehre zur
Il,uhe kommt.
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Zwei Beispiele nriigen clies etlii,utem.

1) Zrvei goraalo T;nieu ilerselben Ebene sclneitlel sich in Eilern
Puukte, ebenso er'ne Ebene ulil eine Gerade, zrvei Ebenen iu' Eiler
geraden Li-ui'e, vorausgesetzt, d.ass die Geratlen, oder fie Ebene uld
die Geratle, oder die Ebeuen uicht zosammenfallenr uld ilie Durch-
schaitte ior Uuendlichen aritgerechlet werden. Werden der Pulkt, tlie

Gerntle, tlie lbene, iler Kdrperaum beziehlich als Gebiete ersteri

zweiter, dritter, vierter Stufe auftefasst, so Uegt tlarin det allgemei:re

Satz angedeutet, dass eiu Gebiet von a-tel uuil eirrs von lr-ter Stufe,

wemr sie in einem G ebiete vou c-ter Stufe, aber auch iu keilem Ge-

I:iete von niederer Stufe vereinigt si:rd, ein Clebiet (, * b - c)-ter
Stu{'e gemeilschafUich haben; aber die Raumlehre kann diesen Satz

nur fiir c gleich orler kleiner als vier zrtr Anschauulg brilgeu.
2) Der Iliichenlaum eiues Dreieclis ist die llii,lfte von elem eines

Para,llelogranurs, ilessen Seiteu mit zrvei Seiteu des Drc'iecks gleich

laug uld parallel sinil, tler Kolperraum iles Tetraeders ein Seehstel

l.ou dem iles Spathes (Parallelepipeduns), dessen Ka.uteu rnit drei. iu
einem Pulkte zusamrnentreffenden Kauten cles Tetraetlers gleich laug

,ze unal parallel si:rd, Darir scheiut tler Satz I angetleotet: der Raum,

lvelcher zwischen lt Punkten liegt, die il einem Gebieie rr-ter Stufe

(*,1 in keinem Gebiete von nieclerer Sbufe) verehigt sind, ist
1rrTI' von dem Raume eines Gellildes (efuer Figur, er:res

[:ilo] Kiirpexs), tlesseu BegrEuzungslfuiel | (Seiten, Kanten) den, von eilem
rler ra Punlrte zu den iihrigen gezogenen goraden Linien gleicJr und

paraUel sird. Aller auch dieser Satz komurt hier nicht in seinor All-
gemeinheit heraus.

Hilgegen in tler Awdehnungplelrre treten ju diesen heiden und.

in allen a;rilern Fiilleu fie ganz allgemeiuen Siitze vollkonrnren hervor.
So nirnrnt also iiberall fie Raunlehre eiuen Anlauf zur Allgerueinheit,

stOsst sich aber, ohne fiese Allgemeilheit erreichen zu ktrnneu, an ileu

il:r rlureh den Baum gesteekten Sehrauken, welehe nur tlie abshrakte

lMissenschaft der Ausilehnungslehre zu durchbrecheu vermag.

4. Das tler Irinie entsprechende Gebilde cler Ausdehlurgs-
Iehre ist ilie Gesammtheit iler Elernente, in die ein seinen
Zustantl stetig Lndernilee Ilement iibergeht.

Die Linie kann als Gesammtheit cler Punkte lretrachtet werden,

ir clie ei:r seinen Ort stetfu .iinilemder Punkt tibergeht. Sutrstituiren
wir hier dem Punkte allgomeiner ilgend ein Ding, welches einer

stetigen Aenderung irgenil eines Zuotandes, ilen es hat, fii,hig ist, und

fl,bstrahireu DuIl yon all, em a,nderweitigen Tnhalte tles Dinges uud aller
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Resonderheit ilieses seires Zirstancles, ur:.cl nelnen tlos vou allem a,niler-

rveitigeu Inhalte abstraJrilte Diug ilas Eletnent, so golauger wir zu

detr aufgestellten Begriffe.
5. Wenn hierbei ilas Elemout seinen Zustanal stets auf

gleiche Weise ilutlert, eo dass, wena aus einem Elemente a
des Gebildes alurch Eiue solche Aeuileruug eiu anderes EIe-
ment L desselben hervorgeht, tlann ilutch eine gleiohe Aen.
tieruug aus b eiu neueo Elemeu! c desselben Gebildes her-
vorgeht, so entsteht ilas iler gera.dcn Liuie eutsprecheude
Gehilde, rlas C+ebiet zrveiter Stufe,

Die geraile Linie wild von denr Punlde koustruirt, rveul dieser

sei:ren Ort stets nach tlerselben Richtulg hiu iiutlert; I substituireu wir z8o

daher tler Richtung fie Art tuld Weise der Aeucletung, so geht der

aufgestellte Begriff hervor*).
6. Wenn mau a.lle Elemeute eines Gebietes la-ter Stufe

einer und tlerselbeu Aeaderuugsweise unterwirft, rvelche zu

ueuetr (iu jeueu Gebiete nieht enthalteueu) Eleueuten fiihrt,
so heiset <1ie Gesa,mrntheit der ilurch diese Aeuderuugsweise
uud tlie eutgegengesetzte erzeugbareu Eleruente cin Gebiet
(mf1)-ter Stufe; das Gebiet dtitter Stufe entspricht iler
Ebeue, das vierter tlem gauzen Raume.

IMenn die frrrnl-to einor geratlen Lilie siah alle nach einer uucl

ilereolben Richtung bowegen, die zu ueuel (in jener Geratlen nicht eut

l:albenen) Prrnkteu {ti}rrt, so ist alie Gesammtheit cler durcb diese Be-

ryegung und die ontgegengesetzte erzeugbaren Punhte fie Ebeue; und

weru man olreuso mit tleu Punkten tler I Ebene vefihrt, so clhf,.lt man [B{0]
deu gurzeu Eounr. Substitnirt man hier tle-n riiuulir:hen Begriffeu die

vorhcr augegebeucu abstraliteu uud hiilt den Fortga.ng von einer Stufe

zur niic.hst h6hereu allgeurein {'est, so ergiebt sich cler obige Begriff

IL Tondons der in msiner Auedohnungalehre aagewandten
Bechnungamethode, an dor Goomede erliiutert'

7. In rueiner Atsdehuungslehre tritt eiue eigenthtim-
licbe Rechuungsmethode hervor, welche, auf die Baumlehre
iibertragen, von uuerschbpflicher Fruchtbarkeit ist, und hier
(in der Rauntlehre) darin besteht, class riumliche Gebikle

*) Soll tiie gerode l-,ioie uncl tlag ilu enteprechonile Geti.lile nach beiden

Seiteu unosallieh aein, so muss iler Pmkt (dae Element) auch na,ch der entgegen-

gesetzteu Eichtung (Aendertrugvwoise) fortsclreiter t wi1,8 r,!'ir hior der Eiafachheit
wegel ffberga,ngeu haben.
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@uukte, Lrinien und so weiter) unmittelbar der Bechuurg
unterworfetr werden.

Zum Beispiel wirtl die ilur.ch zwei Punl,te ,geftihrte Gerade ihrer
Grbsse und Lage nach ale Yerkntipfung jorler Pun}te uld zwal als
eine eigenthiirnliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. uuteu, Nr. 1b),
ebenso das zwischen drei Pnnlrten liegende Dreieck seinem Fliicherr-

281 raum undl der Lage sei,er Ebene nach als Produkt dreier Punkte, I so
dass ilies Produkt nulI ist, wemr tler n'liicheuraum jenes Dreiecks es
ist, ilas heiest, die drei Punlcte in gerader Linie liegen; ferner c{er
Durehschuittspunkt zweier gerader Liqien in einem u,ten (Nr. ?Z 

'udAufgabe 19) niiher zu tezeieluepfls! ginne als Proihkt dieser Linien.
8. Die Tendenz dieser Rechuuugsmethode fnr ilie Geo-

nretrie ist, die synthetische uud analytische Methode zu ver-
einigen, clas hoisst, die Yorziige eiuer jeden auf deu Bode.n
der lnilerr zu verpflauzen, incleu jeder Konstrulition eine
einfache aualytise)re Operatiou zur Seite gestellt wird, uud
um gekehrt.

Zur ErLiuter.urg fieue folgenrles Beispiel. Bekanntlich besc}u.eibt
eine Ecke 7 eiues verhnderlichen Dreieclis, dessen beitle alclere Eckeu
cu, p sich in festen grcraden Linien ,4 ultl li bewegen, uuel desseu
Seiten tlurih drei feste Punhte a, b, c gehen, einea Kegolsch-uitt. Sincl
a,, lt, c fie festen Puukbe, ilureh we1cLe beziehlich clie clen Eckeu
e, fr, ? gegeniiberliegentlen Seiten gehen, so sieht uraq dass (s. Nr.. ?)
yaB dre Ecke B, yaBcA die Ecke a tiarstellt, uuil da die Pulkte a,
b, y h Ei:ror geratlen Lilie liegen, also ihr Proclukt uuJl ist (Nr. ?),
so hat man ilio Gleictrung

yaBcAby:0
als Gleichung eines vou 7 beschriebeneu Kegelschnittes. Man siehb,
class d.iese Gleichung il Bezug auf y vorn zweiten Graile ist, u:rd man
wird schon liierin ein auf alle algebraischen Kuwen gehoniles wich-
tiges Gesetz ahnen.

IfI. Einfaehste noahnungsregeln ftir die ospe Ana1yao.

Die Yerhtpfungen, die in diesem Theile der Ausilelurungslehre
vorkom m er! sind Addition, Subtraktioq liotrbinatorisclie Multiptikatiorl
kombinatorische Dirision.

[B{1] 9. tr'iir alle Arten der Addition und Subtrahtion gilt das
go wiihnliche Iiechnun gs v erfahr el-

10. Ftir alle Multiplikatious- und DivisiouBweiser gilt das
Gesetz: Statt ein Aggregat von Gliedern mit eiuem zeicheu-


