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aber derselbe, in welchem die Kriifte keine Liniengrosse als Summe
darbieten, sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe;-in der Thab 18t
a.p— B.p gleich (@ — B).p, was eine Ausdehnung zweiter Stufe
darstellt. |

Um die Bedeutung dieses Falles fiir die Statik niher in's Auge
zu fassen, bemerken wir, dass das Gesammbmoment zweler solcher
Krifte in Bezug auf alle Punkte im Raume, das heisst die Gesammt-
abweichung derselben von allen Punkten, eine konstante Grosse ist.
In der That, da die gesammte Abweichung gleich der Abweichung der
Summe ist, die Summe aber hier eine. Ausdehnung zweiter Stufe ist,
und die Abweichung einer Ausdehnung immer dieser selbst gleich ist,
so folgt, dass die Gresammtabweichung jener beiden Kriifte von jedem
beliebigen Punkte der Summe dieser beiden Kriifte selbst gleiech ist,
also konstant bleibt, sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher,
es seien beide | Kriifte diesem Moment, welches durch ihre Summe 176
dargestellt wird, gleichwirkend®). Somit konnen wir nun den Satz
aufstellen:

Fwei oder mehrere Kriifte, welche in Tiner Bbene wirken, sind threr
Summe gleichwirkend. )

Nimlich von zwei Kriften lisst sich dies sogleich auf belichig
viele iibertragen.

§ 122. Allgemeines Gesetz fiir das Gleichgewicht.

(iehen wir zur Betrachtung der Kriifte im Raume iiber, so haben
wir daran zu erinmern, dass die Addition von Kriften als Klementar-
arssen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeutung hat, wenn die-
selben in Einer Ebene als einem Systeme dritter Stufe liegen, hin-
gegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt, wenn | dies nicht der 777
Fall ist. Vermoge dieser formellen Bedeutung wurden zwel solche
Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch Anwendung der realen
Addition und der allgemeinen additiven Verkmiipfungsgesetze sich anf
denselben Ausdruck zuriickfithren lassen.

Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kriften im Raume,
welche sich auf diese Weise auf demselben Ausdruck zuriickfiihren
lagsen, und bedenken, dass bei der realen Addition, weil dabei die

*) Bs ist dies also als eine Erweiterung des Begriffs des Gleichwirkens an-
susehen, indem das Moment selbst als eine eigenthiimliche Kraftgrosse aufgefasst
ist, welche mit andern Kréften zusymmenwirken kann; dadurch ist die in der
Statik so wichtige Theorie der Kriftepaare in ithrem wahren Gesichtspunkte auf-
gefasst. -
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Kriifte in Kiner Ebene liegen, die Summe der Kriifte jedesmal der Ge-
sammtheit der einzelnen Kriifte, welche ihre Stiicke bilden, gleich-
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen Summe
in eine ihr gleiche, jedesmal die Kriifte, welche diese Summe bilden,
einander gleichwirkend bleiben, also , dass zwei Vereine von Kriiften,
welche gleiche Summe darbieten, allemal einander gleichwirkend sind¥
also auch, ,dass eine Reihe von Kriiften, deren Summe null ist, im
Gleichgewicht ist“.

Nun kénnen wir ferner jede Summe von Kriften anf Bine Kraft,
deren Angriffspunkt willkiihrlich ist, und Fin Moment, oder auch auf
zwei Kriifte zurtickfiihren. In der That, setzen wir die Summe mehrerer
Kriifte gleich

a.p+ M,
wo « ein Klement, p eine Strecke, «.p also eine Kraft, M aber eine
177 Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden nach
den oben dargestellten Siitzen beide Ausdriicke dann und nur dann
gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend einem Ele-
mente, zam Beispiel e, gleiche Abweichung haben; es muss also dann
p gleich der Summe aller Ausweichungen, welche die ecinzelnen Kriifte
darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichungen von dem
Hlemente o sein; da aber beide Summen stets real sind, die erste als
Summe von Strecken, die letzte als Summe von Ausdehnungsgrissen
zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so lisst sich jeme Reihe
von Kriiften allemal auf die angegebene Form bringen, und zwar ist
« willkiihrlich, danm aber p und M bestimmt. Kann man nun jene
Kraftsumme auf den Ausdruck «.p <4 M bringen, so kann man sie
auch auf die Summe zweier Krifte bringen; ist zum Beispiel M gleich
7.8, 80 kann man von dem Gliede «.p das Glied «.s subtrahiren
und dasselbe Glied zu M addiren, ohne den Werth der Summe zu
dndern, und erhilt so

178 ¢.p+M=a.(p—s) 4 («+7).s,

wo die rechte Seite zwei Kriifte darstellt. Da endlich zwei Vereine
von Kriften, welche gleiche Summen haben, einander gleichwirkend
sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, ,dass sich jede Reihe
von Kriften im Raume auf zwei Krifte oder auf eine Kraft und ein
Moment zuriickfithren lassen, welche ihnen gleichwirkend sind und die-
selbe Summe liefern, wie jene Kriifte.”

Hieran schhesst sich sogleich die Folgerung, ,dass mehrere Kriifte
auch nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Summe null st %;
denn auf zwei ihnen gleichwirkende Kmfte welche auch dieselbe Bumme
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liefern, lassen sie sich zuriickfithren, aber zwei Krifte sind nach der
zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe
null ist, alsdann wird aber auch die Summe der gegebenen Kriifte, da
sie dieselbe ist, null sein; also ist jener Satz bewiesen. .

‘Wenn nun zwei Vereine von Kriiften einander gleichwirkend sind,
so miissen die des einen Vereins mift den entgegengesetzt genommenen
Kriiften des andern (nach der Definition des Gleichwirkens) zusammen-
gesetzt Gleichgewicht geben, das heisst nach dem vorigen Satze, ihre
Summe muss null sein, also miissen dann die Kriifte des einen Vereins
dieselbe Summe liefern, wie die des andern; somit haben wir bewiesen,
ydass zwei Vereine gleichwirkender | Kriifte nothwendig gleiche Sum-178
men liefern. Fassen wir diesen Satz mit dem wmngekehrten, den wir
vorher bewiesen haben, zusammen, so erhalten wir den Satz:

Dass zwei Vereine von Kriften darnn und nwr dann einander gleich-
wirkend sind, wenn sie gleiche Summen licfern.

Dieser Satz berechtigt uns, die Gesammtwirkung mehrerer Kriifte
als die Wirkung ihrer Summe aunfzufassen, anch dann, wenn diese
Summe sich nicht mehr als einzelne Kvaft darstellen lisst; wir haben
somit den allgemeinen BSatz:

Zwei oder mehreve Krifte sind ihver Summe gleichwirkend, und sind
nwr dann im Gleichgewichie, wenn ihre Swmme null ist.

Dieser Satz umfasst alle fritheren und erscheint als deren End-
resultat.

§ 123. Allgemeine Beziehung zwischen den statischen Momenten.

Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Krifte in Bezug auf jeden
Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment | haben, dass zwei Ver- 179
eine von Kriften, welche gleiche Gesammtausweichung und in Bezug
auf irgend einen Punkt gleiches Moment haben, einander gleichwirkend
sind und in Bezug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Moment
haben, sind jetzt, nachdem wir einen Verein von Kriiften als ihrer
Summe gleichwirkend dargestellt haben, nur andere Ausdrucksweisen
der von uns in der abstrakten Wissenschaft aufgestellten Sitze. —
Wir halten uns daher mit der Ableitung jener statischen Gesetze nicht
weiter auf, und wollen statt dessen einen allgemeinern Satz iiber die
Theorie der Momente aufstellen, welcher alle Siitze, die man bisher
iiber diese Theorie anfgestellt hat, an Allgemeinheit weit iibertrifft,
und dennoch durch unsere Analyse sich auf’s einfachste ergiebt.

Um diesen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben,
will ich einen neuen Begriff einfithren, welcher fiir die Betrachtung
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der Verwandtschaftsbeziehungen iiberhaupt von der gréssten Wichtig-
keit ist. Nimlich ich sage, dass ein Verein von Grissen in derselben
Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechender Grossen, wenn
jede Gleichheit, welche zwischen den Vielfachensummen aus den Grissen
des letzten Vereins stattfindet, auch bestchen bleibt, wenn man statt dieser
Grissen die entsprechenden des ersten Vereins setet. Der Satz, den wir
hier beweisen wollen, lisst sich nun in der Form darstellen:

179 Die Gesammimomente eines Kriiftevereins in Begug auf verschiedene
Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrelation, wie diese Punkte
oder Axen.

Denn ist S die Summe des Kriftevereins, so ist das (Gesammi-
moment desselben in Bezug auf irgend eine Grosse 4 (sel dieselbe
nun ein Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produlktes
A . S; sind nun verschiedene Beziehungsgrossen 4, B, . .. gegeben,
und herrscht- zwischen denselben eine Zahlenrelation , welche sich in
der Form

ad b8+ ... =0,

wo a, b, ... Zahlengrossen sind, darstellen liisst, so wird auch, wenn
man mit § multiplicirt,
ad.845B. 84 ...=0

sein; diese (leichung bleibt nun nach § 112 auch bestehen, wenn
150 man statt der Produkte 4 .S, ... jhre Ausweichungen, das heisst die
Momente von § in Bezug auf jene Grossen setzt; also stehen diese
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgrossen.
Vermittelst dieses Satzes kinnen wir also aus den Momenten in
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern Punkt
derselben geraden Linie finden, und ebenso aus den Momenten in Bezug
auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie Liegen, das jedem
andern Punkte derselben Ebene zugehorige; aus den Momenten in
Bezug auf vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen, das jedem
andern Punkte des Raumes zugehbrige; ferner ans den Momenten in
Bezug auf zwei Axen, die sich schueiden, das Moment in Bezug auf
Jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene
liegende Axe; aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben
Kbene, welche nicht durch Finen Puankt gehen, das jeder andern Axe
derselben Ebene; und tiberhaupt aus den- Momenten in Bezug auf eine
Reihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander stehen,
das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in bestimmter
Zahlenrelation steht.
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& 124. Wann ein Verein von Kréften einer einzelnen Kraft

gleichwirkt,

Tch schliesse diese Anwendung mit der Liosung der Aufgabe, die
Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss, wenn ein System
von Kriften einer einzelnen Kraft oder einem Moment gleichwirkend '
sein soll.

In beiden Fillen wird die Summe der Kriifte S als Produkt | zweier 180
Hlementargrossen erster Stufe dargestellt werden lkommen, und darans
folgt fiir diesen Fall sogleich die Gleichung

S.8§=0,
eine Gleichung, welcher nie geniigt wird, wenn S eine formelle Summe
darstellt; denn dann lisst sich S als Summe zweier Kriifte darstellen,
welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies 4 und B, also
_ S=A4+4 B,
so 1st
S.8S=(4-+ B).(4+ B)
= 24 .5,
weil nimlich 4.4 und B. B null sind, 4. B aber gleich B. A4 | ist*); 151
da nun 4 und B nicht derselben Ebene angehoren, so kann auch 4. B
nicht null sein, also ist jene Gleichung
S.8=0
die nothwendige, aber auch ausreichende Bedingungsgleichung fiir den
Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment darstellen
soll; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Ausweichung

von § null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft von geltendem
Werthe.

Tst
Se= A% B4 O+ -,

S.8S=24.B+24.0+2B.0+ -,

also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die sich
aus den Stiicken bilden lassen®*). Daraus folgen sogleich die Sitze:

Fin Verein von Kriften ist dann und nur dann emner einzelnen
Kraft oder cinem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die Summe der

Produkte su zwei Fakloren, welche sich aus den Kriften bilden lassen,
null st

so wird

*) Nimlich weil A und B Grissen zweiter, also gerader Stufe sind, welche
sich nach § 55 ohne Zeichenwechsel vertanschen lassen.

##) Namlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte 4A.B
und B. A als verschieden gebildete betrachtet.
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Ferner
Zwer Vereme von Kudiften kimnen nwr dann emander gleichwirkend
181 sein, wenn dic Produlite zu mwei Falktoren, welche sich | aus den Krdifien
des emen Vereins bilden lassen, gleiche Swmme liefern wie die aus den
Kriften des andern gebildeten.
Diese Sitze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der Pro-
dukte zweier Kriifte iiberall ihre sechsten Theile, niimlich die Pyra-
miden, welche die Kriifte zu gegeniiberliegenden Kanten haben, einfiihrt.

Drittes Kapitel.
Das eingewandte Produlkt®).

A. Theoretische Entwickelung.

§ 125. Formelle Erklirung des eingewandten Produktes;
Grad der Abhingigkeit und der Multiplikation.

182 Der Begriff des Produktes als eines fusseren bestand darin, dass
jedes Stiick eines Faltors, welches von dem andern Faktor abhiingig
war, ohne Werthinderung des Produktes weggelassen werden konnte,
worin zugleich lag, dass das Produkt zweier abhingiger Grossen null
sei. Reale Grissen, das heisst solche, die sich als Produkte aus lauter
einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden dann ,von einander un-
abhiingig® genannt, wenn jeder einzelne Faktor derselben ganz ausser-
halb desjenigen Systems lag, was durch die tibrigen Faktoren bestimmt
war, oder, mehr abstrakt ausgedriickt, wenn keine Grosse, die dem
Systeme von einer der Grossen angehort, zugleich dem durch die
simmtlichen iibrigen bestimmten Systeme angehtrt. Da nun diese Be-
stimmung, welche das Produkt als ein #Husseres charakterisirt, nicht
in dem Begriffe des Produktes an sich liegt, so muss es moglich sein,
den allgemeinen Begriff des Produktes festzuhalten, und doch jene
Bestimmung aufzugeben, oder durch eine andere zu ersetzen. Um nun
diese meue Bestimmung aufzufinden, miissen wir, da nach ihr auch
das Produkt zweier abhingiger Grissen soll einen geltenden Werth
haben konnen, die verschiedenen Grade der Abhingigkeit untersuchen.

Wenn zwei Systeme hoherer Stufen iiberhaupt von einander ab-
hiingig sind, so wird es Grissen geben, welche beiden zugleich ange-
horen. Da nun jedes System, welches gewisse Grossen enthilt, auch

*) Vgl zu diesem Kapitel den zweiten Anhang, (1877.)
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simmtliche von ihnen abhiingige Grossen, das heisst das ganze durch
sie bestimmbe System, also auch das iiussere Produkt jenmer Gréssen,
enthalten muss, so folgt, | dass Systeme, welche gewisse Grossen ge- 182
meinschaftlich enthalten, auch das ganze durch diese Grissen bestimmte
System, also auch das fiussere Produkt derselben, gemeinschaftlich ent-
halten werden; nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes
wird nun auch der Grad der Abhingigkeit bestimm{ werden kénnen,
und wir werden sagen konnen, zwei Systeme seien im m-ten Grade
von einander abhiingig, wemnn sie ein System m-ter Stufe gemein-
schaftlich enthalten, und ebenso, zwei reale Grissen seien im m-ten
Grade von einander | abhiingig, wenn die durch sie bestimmten Systeme 183
es sind, oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter
Stufe hringen lassen (und auf keinen hoheren). Dies letztere niimlich
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 61 jede Grisse, welche dem
durch eine andere Grosse bestimmten Systeme angehort, auch als Faktor
der letzteren angesehen werden kann*).

Jedem Grade der Abhiingigkeit nun entspricht eine Art der Multi-
plikation; wir fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem
Namen der eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen
ins Besondere uuter dem eingewandlen Produki m-ter Stufe dasjenige,
in welchem ohne Werthiinderung desselben in jedem Faktor nur ein
solches Stiick weggelassen werden kann, welches von dem andern
Faktor in einem hiheren, als dem m-ten Grade abhiingig ist; und
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales,
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander abhiingen,
hingegen ein formales, wenn in einem niederen**). Der Werth des
eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, was bei
jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das reale Pro-
dukt ist es jedoch, was wir hier der Befrachtung unterwerfen, indem
das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungsweise erfordert,
und iiberdies von viel geringerer Bedeutung ist.

Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes Pro-
dukt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die | beiden 183
Faktoren in einem hoheren Grade von einander abhiingen, als die Stufe
der eingewandten Multiplikation betriigt. Nimlich dies letztere folgt

*) Von den unabhiingigen Grossen wiirden wir also sagen kdnmen, sie seien
im nullten Grade, das heisst eben gar nicht abhingig von einander.

**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes ist in der
Ausdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch die ganze
Sache vereinfacht worden. (1877)
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daraus, dass man dann einen Faktor als Summe betrachten kann, deren
eines Stiick null und deren anderes er selbst ist, und dass man dann

nach der vorhergehenden Definition dies Stiick weglassen darf , Wo-
durch das Produkt gleich Null erscheint.

§ 126. Beziehung zwischen dem gemeinschaftlichen nnd dem
nichstumfassenden Systeme,

Um die Bedeutung des realen eingewandten Produktes darlegen
za kémnen, haben wir das Nullwerden desselben abhiingig zu machen
184von dem Systeme, welchem beide Faktoren | angehtren, withrend wir
es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider Faktoren oder
von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhingigkeit bedingt sein liessen.
Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: ,Wenn das zweien
Grossen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunichst um-
fassende System, das heisst das niedrigste®) System, welchem beide
zugleich angehtren, zu finden.”

Wir erinnern hierbei daran, dass eine Grisse einem Systeme dann
und nur dann angehdrt, wenn sie einer andern Grosse, die dies System
darstellt, untergeordnet ist, das heisst, sich dieselbe als fiusserer Faktor
dieser letzteren Grosse darstellen Lisst. Wenn daher 4 und B die
beiden Grossen sind, und C ihr gemeinschaftliches System darstellt,
so wird sich (' als dusserer Faktor sowohl von 4 als von B darstellen
lassen, also zum Beispiel B auf die Form CD gebracht werden kinmen.

Indem wir C als das gemeinschaftliche System fiir 4 und B setzen,
8o meinen wir damit nach dem vorigen Paragraphen, dass ¢ alle
Grossen in sich enthalte, welche dem A und B gemeinschaftlich an-
gehoren, aber auch keine andern. Daraus folgt, dass D keine Grosse
mit A gemeinschaftlich haben kann, weil sonst auch CD, das heisst
B noch Grossen mit A gemeinschaftlich haben wiirde, welche nicht
dem Systeme von C angehorten, wider die Annahme. Da nmun hier-
nach 4 und D von einander unabhiingig sind, das Produkt 4D also
als fiusseres einen geltenden Werth hat, so werden zuerst beide Grossen
A und B diesem Produkte 4D untergeordnet sein, indem 4 unmittel-
bar als fusserer Faktor desselben erscheint, von den beiden Faktoren
der Grosse B oder CD aber der eine € in A enthalten ist, der andere

184 unmittelbar in | jenem Produkte 4D erscheint, also auch B selbst als
dusserer Waktor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine
Grosse von niederer Stufe giebt, welcher beide Grossen 4 und B unter-

*) Darunter ist natiirlich das System, was die kleinste Stufenzahl hat, zu
verstehen.
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geordnet sind, folgt sogleich, da eine solche Grosse sowohl .4 als D
zu Husseren Faktoren haben muss, also, da beide von einander unab-
hiingig sind, anch ihr Produkt AD (§ 125) als fusseren Faktor ent-
halten muss. Also stellt AD das jene Grissen A und B zunichst um-
fassende System dar, und die Aufgabe ist gelost. Hierin liegt der Sataz:

 Wenn zwei Griossen A und B als hiichsten gemeinschaftlichen Faltor 15:5
cine Grisse C haben, und man setzt eine derselben, zum Beispiel B, gleich
dem dusseren Produkt CD, so stellt das Produll der amdern in dic
Grisse D, nimlich das Produkt AD, das ndchstumfassende System dar.

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grossen 4, B, C, D
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des niichstumfassenden
Systemes mit u, so haben wir u gleich a + &, oder da B = CD, also
b =c+d ist,

w=a-+b—¢;
oder

u+c=a-+0Db,
oder )

c=a-+b— u,
das heisst:

Dic Stufenzahlen zweier Grissen sind zusammengenommen ebenso
gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftlichen Systemes und die
des sie zundchst wmfassenden zusammengenommen;

oder

aus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier Grossen
findet man die des wdchstumfassenden, indem man jene von der Swmme
der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Grissen zugehiren, subtralirt;
oder ‘

aus der Stufenzahl des zwei Grossen zundchst wmfassenden Systemes
findet man die des gemeinschaftlichen durch Subtraktion der ersteren von
der Summe der Stufenzahlen beider Grissen.

In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders fiir die
Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf die 185
(Geometrie zu iibertragen versucht.*)

*) Betrachte ich zum Beispiel die Ebene als das nichstumfassende System
zweier Linien, so wird, da jene als Elementarsystem von dritter, diese von zweiter
Stufe sind, das gemeinschaftliche System von (2 42 — 3)-ter, das heisst von
erster Stufe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Rich-
tung dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: ,Zwei gerade Linien,
welche in derselben Ebene liegen, ohne zusammenzufallen, schueiden sich ent-
weder in Einem Punkte oder laufen parallel* Wird der Raum als nichstum-
fassendes System gedacht, so haben wir die Sitze: , Zwei Ebenen, welche nicht
zusammenfallen, schneiden sich entweder in einer geraden Linie, oder liegen ein-

Grassmann, Werke. I 14
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§ 127. Einfilhrung des Beziehungssystemes,

186 Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Prodult zweier geltenden
Werthe dann und nur dann wiederum einen geltenden realen Werth,
wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems gleich war der
Stufe der eingewandten Multiplikation, oder, mit Anwendung des im
vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes, wenn die Stufe des nichst-
umfassenden Systemes und die der eingewandten Multiplikation zu-
sammen gleich der Stufensumme beider Faktoren sind.

Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die Stufe
der emgewandten Multiplikation zur Stufensnmme beider Faktoren er-
ginzt, die Beziehungszahl des eingewandten Produktes oder der
emgewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte Produkt
zweier geltenden Werthe nur daun und immer dann einen geltenden,
realen Werth liefert, wenn die Stufe des niichstumfassenden Systemes
gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurde die Stufenzahl
des gemeinschaftlichen Systemes grosser als die Stufe der eingewandten
Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 null, wurde sie
klemer, so erhielt das Produkt einen bloss formalen Werth. Bleiben
nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird, wemn die Stufe
des gemeinschaftlichen Systemes wiichst, die des nichstumfassenden
Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide eine konstante Summe
haben, nimlich die Stufensumme beider Faktoren, Daraus folgt, dass
ein eingewandtes Produkt zweier geltender Werthe null wird, wenn

1g6 die Stufe des sie zuniichst umfassenden | Systemes kleiner wird als
die Beziehungszahl; und einen formalen Werth erhilt, wemnn sie
grosser wird.

Wenn also ein System von h-ter Stufe gegeben ist, und wir
wissen, dass alle in Betracht gezogenen Grossen diesem Systeme als
Hauptsystem (s. § 80) angehdren, so sind wir auch sicher, dass das
eingewandte Produkt, dessen Beziehungszahl % ist, einen realen Werth
haben werde. Wir nennen dann diese eingewandte Multiplikation eine
auf jenes System beziigliche, und nennen dies System das Be-

187 ziehungssystem | des Produktes*), und wenn diesem Beziehungs-
systeme zugleich beide Faktoren angehtren, so nennen wir dasselbe
auch (der friiheren Benennungsweise gemiiss) das Hauptsystem des

ander parallel”; , eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidet
diese entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel*; , zwei Ebenen, welche
nicht parallel sind, haben eine Richtung, aber auch nur Eine gemeinschaftlich.*

*) Die Stufenzahl dieses Systemes ist eben die Zahl, die wir oben Be-
ziehungszahl nannten.
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Produktes. Dann konnen wir sagen, das eingewandte Produkt sei immer
ein reales, wenn die Faktoren dem Beziehungssysteme angehoren, es
sei zugleich von geltendem Werthe, wenn das die Faktoren zuniichst
umfassende System zugleich das Bezichungssystem des Produktes ist,
und es sei null, wenn das niichstumfassende System beider Faktoren

dem Beziehungssysteme des Produktes untergeordnet und [also]| von
niederer Stufe ist.

§ 128. Dadurch ist die Einheit der #@usseren und der eingewandfen
Multiplikation vermittelt.

Das #ussere Produkt zweier geltender Grossen zeigte sich nach
§ 55 dann als null, wenn sie von einander abhiingig sind, das heisst,
wenn die Stufe des sie zuniichst wnfassenden Systemes kleiner ist als
die Stufensumme der beiden Faktoren; oder, da wir fiir das #ussere
Produkt jedes System, welchem die Faktoren untergeordnet sind, und
dessen Stufenzahl grisser oder eben so gross ist, wie jene Summe, als
Beziehungssystem ansehen konnen, so kionnen wir, das Gesetz des
vorigen Paragraphen erweiternd, sagen:

Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann wnd nuwr dann null,
wenn die Faktoren von eimander abhingig sind, und zugleich ihr wdichst-
wmfassendes System wiedriger ist als das DBeziehungssystem.

Hierin liegt dann zugleich, ,dass ein solches Produkt nur dann
einen geltenden Werth hat, wenn entweder beide Faktoren von ein-
ander unabhiingig sind, oder ihr niichstumfassendes System das Be-
ziehungssystem ist.“ Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt ein
usseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedingungen | zu- 187
gleich eintreten, das heisst beide Faktoren von einander unabhiingig
sind und zugleich ihr niichstumfassendes System das Beziehungssystem
ist, so kann die Multiplikation nicht nur als fussere, sondern auch als
eingewandte nullten Grades aufgefasst werden. Dadurch erweitert sich
der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu folgendem Satze:

Wenn in einem Produkie sweier geltenden Werthe die Stufensumme 188
der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl, so st das Produkt ein
diusseres; st jene Swmme grisser, so ist das Produkt ein eingewandies
wnd zwar von so wielter Slufe, als der Ueberschuss jener Summe tiber die
Bezielwngszahl betrigt; ist endlich jene Swmane dieser Zahl gleich, so kann
das Produkt sowohl als dusseres, wie auch als eingewandies nullter Stufe
betrachitet werden.

Durch die Einfithrung des Beziehungssystemes oder des Haupt-

systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass es
14%
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nun, wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem feststeht,
nicht mehr nbthig ist, fir das Produkt zweier Grissen die Multi-
plikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher nun auch
als iberfliissig erscheint, die #ussere Multiplikation von der einge-
wandten, oder die verschiedenen Grade der letzteren durch die Bezeich-
nung zu unterscheiden. *)

§ 120. Das eingewandte Produkt in der Form der Unterordnung.

188 Um nun den geltenden Werth eines realen eingewandten | Pro-
duktes in einen einfachen Begriff zu fassen, miissen wir fiir das ge-
gegebene Prodult, dessen Werth zu ermitteln ist, alle Formen auf-
suchen, in welchen es sich vermige der in der Definition festgestellten
formellen Multiplikationsgesetze darstellen lisst, ohne seinen Werth
zu dndern. Das, was dann allen diesen Formen gemeinschaftlich ist,
wird den Werth dieses Produktes unter einen einfachen Begriff gefasst
darstellen.

189 Die vermdge der | Definition verstatteten Forminderungen sind
erstens die allgemein multiplikative, dass man die Fakbtoren in umge-
kehrtem Verhiltnisse #ndern darf, und zweitens die besondere, dass
man aus dem einen Faktor ein Stiick weglassen darf, was von dem
andern Faktor in einem hiheren Grade abhiingt, als die Stufe des ein-
gewandten Produktes betriigh; oder, aufs Beziehungssystem zuriick-
gefiihrt, dass man aus dem einen Faktor ein Stiick weglassen darf,
welches mit dem andern Faktor zusammen von einem Systeme um-
fasst wird, dessen Stufe kleiner ist als die Bezichungszahl.

Als einfachster Fall erscheint der, wo der eine Faktor das Be-
ziehungssystem darstellt, der andere also ihm untergeordnet ist, oder
kiirzer ausgedrfickt, wo das Produkt in Form der Unterordnung

*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwendbar-
keit auf die Raumlehre gewonnen. Betrachten wir zum Beispiel die Ebene, also
ein Elementarsystem dritter Stufe, als Hauptsystem, wie dies iiberall in der Plani-
metrie geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargréssen in Bezug anf dies
System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhingig sind und
zugleich einem System zweiter Stufe angehtren, das heisst, wenn sie Punkte oder
Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden Linie liegen.
Betrachten wir ferner den Raum, das heisst also ein Elementarsystem vierter
Stufe als Hauptsystem, wie dies in der Stereometrie als solcher geschieht, so wird
das darauf beziigliche Produkt zweier Elementargrossen dann und nur dann null
sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und zugleich von einander abhingig
sind, das heisst Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben; zum Beispiel
das Produkt zweier Liniengréssen, welche sich schuneiden oder einander parallel
sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander liegen, und so weiter.
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erscheint. Da hier das niichstumfassende System immer zugleich das
Beziehungssystem ist, so kann keinem der Faktoren ein geltendes Stiick
hinzugefiigt werden, ohne den Werth des Produktes zu #indern. Die
einzige Forminderung, welche den Werth des Produktes ungeiindert
Liisst, ist daher die allgemein multiplikative, dass niimlich die Faktoren
sich in umgekehrtem Verhiltnisse findern diirfen, also

A.B=m.zi.%

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrisse darstellt. Es
bleiben somit bei allen verstatteten Formiinderungen die Systeme der
beiden Faktoren konstant, und ihre Grosse indert sich dabei nur in
umgekehrtem Verhilltnisse. Die Zusammenschauung beider Systeme
nebst dem auf bheide Faktoren auf multiplikative Weise zu vertheilenden
Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes.

§ 130—132. Reale Bedeutung des eingewandten Produktes; der
auf ein Hauptmass beziigliche eigenthiimliche Werth desselben.

§ 130.

Sind in dem allgemeineren Falle 4 und B die beiden Faktoren
des eingewandten Produktes, und stellt die Grosse €, deren Stufen-
zahl ¢ sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche System dar, so wird,
wemn I3 gleich CD gesetzt wird, A nach § 126 | das nfichstum- (g9
fassende System, also auch nach § 128, wenn das Produkt micht null
ist, das Beziehungssystem darstellen.¥)

Nun zeigten wir in § 129, dass dann ausser der allgemeinen
multiplikativen | nur die Forminderung verstattet ist, dass der eine 790
Faktor CD um ein Stiick wachse, welches von dem andern Faktor A
in einem hioheren als dem ¢-ten Grade abhiingig ist. Es ist klar, dass
dies Stiick nicht mit CD gleichartig sein diirfe, weil ein solches mit
A mm demselben Grade der Abhiingigkeit stehen wiirde, wie C D selbst;
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Fiir die Ad-
dition der ungleichartigen Grossen hattén wir einen realen und einen
formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann eintrat, wenn
beide zu addirenden Grossen auf eine solche Weise in einfache Fak-
toren zerlegt werden kbnnen, dass sie alle bis auf Einen Faktor ge-
meinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addition nur als abge-
kiirzte Schreibart auftrat, so werden wir die Bedeutung unseres Produktes
schon auffinden, wenn wir nur die reale Addition beriicksichtigen, und

*) Wir setzen hier natiirlich voraus, dass das Produkt nicht null sei, weil
fiir den Fall, dass es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr nothig ist.
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also annehmen, das hinzuzuaddirende Stiick habe mit CD alle einfachen
Faktoren mit Ausschluss Fines solchen gemeinschaftlich. Dieser Hine
einfache Faktor nun wird, da das hinzuzuaddirende Stiick von A in
emnem hoheren als dem ¢-ten Grade abhiingen soll, nothwendig dem
Systeme von 4 angehdren, wihrend unter den iibrigen einfachen Fak-
toren nothwendig die simmtlichen einfachen Fakboren von ¢ vorkom-
men miissen. Hs wird sich also dies Stiick in der Form CF darstellen
lassen miissen, wo F von A abhiingig ist. Hiernach wird nun das
Produkt in der Form

A.(CD + CE)
A.C(D + E)

erscheinen, wo I/ von A abhingig ist. Vergleichen wir nun die beiden
Produkte

oder

A.CD=4.C(D + E),

so stellt 4D das niichstumfassende System fiir die Faktoren des ersten,
A4 (D + I) das fiir die Faktoren des zweiten Produlktes dar; und da
E von A abhiingig, also

AD = 4 (D + E)

190 igt, so ist auch das niichstumfassende System fiir beide Produkte dasselbe.
Ausser dieser Formiinderung ist nur noch die allgemein multi-
plikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem Zahlen-
verhiiltnisse #ndern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren nicht ge-
191 indert werden, also das gemeinschaftliche und das | néichstumfassende
System aach bei dieser Formiinderung dieselben bleiben, so bleiben
die genannten Systeme tiberhaupt bei jeder Forménderung des Pro-
dulctes dieselben und gehéren also zu demjenigen, was den konstanten
Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den gemeinschaftlichen
dusseren Faktor (' als den mittleren, so dass das Produkt, wie wir es
schon oben darstellten, in der Form

.A.CD

erscheint, so giebt das Produkt der #usseren Faktoren A D das nichst-
umfassende System; und es stellen dann also sowohl der mittlere
Faktor als das Produkt der beiden Husseren A D konstante Systeme dar.

Vergleichen wir beide Grossen Cund A D auch ihrem Werthe nach,
80 haben wir nicht bloss diejenigen Umgestaltungen zu berficksichtigen,
durch welche der Werth der eingewandten Faktoren 4 und CD, aber
nicht der ihres Produktes 4 . CD gedndert wird, sondern auch die-
jenigen, welche den Werth des Hnsseren Produktes C'I) und das System
seines ersten Faktors ungefindert lassen. Vermoge der ersten Art der
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Umgestaltung konnte (D um ein Stick CFE wachsen, in welchem I
von A abhiingig ist, vermioge der zweiten kann D um ein von U ab-
hiingiges Stiick wachsen, welches dann gleichfalls von A abhiingig sein
muss, weil ¢ dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch
dies Stiick mit J¢, so verwandelt sich in beiden Fillen das Produkt:
A.CD in das ihm gleiche 4.C (D + E). Da nun E von A ab-
hiingig, also
AD+ E)=A4D
ist, so ist in beiden Produkten sowohl der Werth des mittleren Fak-
tors, als auch der Werth des Produktes aus den iiusseren Faktoren
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Umge-
staltung nur noch die allgemeine multiplikative Formiinderung, nach
welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhiltnisse dndern konnen,
anwendbar, Wendet man diese Aenderung bei beiden Arten der Um-
gestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen Faktor eine Zahl
als Faktor hinzugefiigt wird, einem andern dieselbe | Zahl als Divisor 101
hinzugefiigt werden miissen; also auch, wenn von den drei Faktoren
des Produktes einer, zum Beispiel €/, m-mal grosser wird, so muss
das Prodult der beiden andern m-mal kleiner werden, das heisst, U
und AD miissen sich dann im umgekehrten Verhiltnisse | indern.®) 192
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant bleiben,
so konnen wir als Resultat der hisherigen Entwickelung den Satz aus-
sprechen, ,dass, wenn ein eingewandtes Produlkt auf den Ausdruck
A . CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor U das den beiden
Faktoren des eingewandten Produktes, A4 und €D, gemeinschaftliche
System darstellt, dann €' und 4D, das heisst der mittlere Faktor und
das Produkt der beiden iHussern sich nur im umgekehrten Verhilt-
nisse findern konnen, wenn das ganze Produkt konstanten Werth be-
halten soll.”
§ 131.

Um die Bedeutung des eingewandten Produktes vollstindig zu
gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese beiden
Systeme, die durch den mittleren und durch das Prodult der Ausseren
Faktoren dargestellt sind, nebst dem auf sie in multiplikativer Weise
zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungeindertem Werthe

- - '
*) (ieht zum Beispiel A tber in m A4, so wird CD iibergehen in %f—) oder

C —fnz; geht zugleich C iiber in nC, so geht -g ither in ;f—%; das Produkt der

susseren Faktoren 4D ist damn iibergegangen in %, withrend C in #C iber-
gegangen ist.
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des eingewandten Produktes konstant bleibt, vollstindig darstellen,
oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene Grissen ' und AD in
umgekehrtem Verhiiltnisse findern, das Produkt A . (D stets konstanten
Werth behalte, vorausgesetzt, dass der mittlere Faktor ¢ unausgesetzt
das den beiden Faktoren 4 und CD gemeinschaftliche System darstelle.

Dass dies in der That der Fall sei, kénnen wir leicht beweisen,.
wenn wir noch voraussetzen, dass die eingewandten Faktoren gleiche
Stufenzahl behalten. Zu dem Ende seien 4.CD und A4".C'D' zwei
solche Produkte, in welchen der mittlere Faktor C oder (' das den
beiden eingewandten Faktoren 4 und CD oder 4’ und (D gemein-
schaftliche System darstellt. Wir setzen voraus, dass beim Uebergange
aus dem einen Ausdrucke in den andern AD sich im umgekehrten

192 Verhiltnisse gefiindert habe | wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme
konstant geblieben sind), und dass die Stufenzahl von A und die von
CD dieselben geblieben seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte
A.CD und 4".C°D" einander gleich seien.

193 Zuniichst kinnen wir | das letztere auf die Form bringen, dass
der mittlere Faktor derselbe sei, wie in dem ersten Produkte, wodurch
dann auch das Produkt der beiden Husseren in beiden gleichen Werth
erhalten wird. Es sei dann das letztere Produkt ibergegangen in
A;.CD,, so haben wir nun die einfachere Yoraussetzung, dass

AD = A, D,

ist, und A4 und A, ebenso wie D und D, von gleicher Stufe sind; und
zu beweisen bleibt dann nur, dass

A4.CD=4,.0D,

sel. Zweil gleiche fussere Produkte, deren entsprechende Faktoren gleiche
Stufenzahlen haben (wie hier 4 D und A, D,), miissen aber durch eine
Reihe von Formiinderungen aus einander erzeugbar sein, welche theils
darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehrtem Verhiltnisse
dndern, theils darin, dass der eine Faktor um ein von dem andern
abhiingiges Stiick wichst. Bei der ersten Aenderungsart ist unmittelbar
einleuchtend, dass sich auch der Werth des eingewandten Produktes
A.CD nicht éindere. Bei der letzten kann entweder D um ein von A
abhiingiges Stiick, oder 4 um ein von D abhiingiges wachsen. Geht
also zuerst D in D+ E iiber, wo E von A abhiingig ist, so geht
A.CD in A.C(D+ E) oder in A4.(0D + CE) tber. Da hier E
von A abhingig, C aber dem A untergeordnet, also im ¢-ten Grade

von 1hm abhingig ist, so ist CE in einem hoheren als dem c¢-ten
Grade von A abhiingig, kann also als Stiick des andern Fakbors weg-
gelassen werden, es ist also der Werth des Produktes moch derselbe
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geblieben. Zweitens lkonnte der Faktor 4 um ein von I abhiingiges
Stiick wachsen. Hs sei A gleich CF, so muss nun, wenn C noch
immer, wie wir voraussetzten, das gemeinschaftliche System darstellen
soll, das Wachsen des Faktors 4 um ein von D abhiingiges Stiick
dadurch bewirkt werden, dass I” um ein von I abhingiges Stiick
wichst; dies wird dann, aus demselben Grunde wie vorher der Zu-
wuchs von I), den Werth des ganzen Produktes ungeiindert lassen.

Somit sehen wir, dass bei allen Aenderungen, welche den Werth
des mittleren Faktors und den des Produktes | der beiden iinsseren un-193
geindert lassen, auch der Werth des gesammten Produktes ungeiindert
bleibt; oder, indem wir noch einen Schritt weiter zuriickgehen, dass,
wenn sich jene Grossen C | und 4D in umgekehrtem Verhiltnisse 194
indern, der Werth des Produktes 4.CD unter der Voraussetzung, dass
die Stufenzahlen von 4 und CD dieselben bleiben, sich nicht #ndere.
PPassen wir hiermit das Resultat des vorigen Paragraphen zusammen,
so konnen wir sagen, ,der Werth eines eingewandten Produktes bestehe,
wenn die Stufenzahlen der Faktoren gegeben sind, in dem gemein-
schaftlichen und niichstumfassenden Systeme beider Faktoren nebst dem
auf beide Systeme multiplikativ zu vertheilenden Quantum.®

§ 132.

Hs erscheint hiernach der Begriff des eingewandten Produktes
noch abhiingig von den Stufenzahlen, sofern nach den bisherigen Be-
stimmungen zwel Produkte noch nicht als gleich betrachtet werden
konnten, so lange ihre I'aktoren ungleiche Stufenzahl besassen. Diese
Abhiingigkeit des Begriffes von den Stufenzahlen fithrt in denselben
eine Beschrinkung hinein, welche der Einfachheit des Begriffs schadet
und der analytischen Behandlung widerstrebt. Indem wir daher diese
Beschriinkung aufheben, setzen wir fest, dass zwer eingewandte Pro-
dukte von geltendem Werthe A.CD und A'.C'D’, in welchen die beiden
letzten Faktoren durch dussere Multiplikation verkniipft sind, der mittlere
aber das den beiden emgewandten Falkloren (A und CD, oder A’ und
C’'D") gemeinschaftliche System darstellt, einander gleich seien, sobald
tiberhaupt das Produkt der dussersten Faktoren und der mittlere in beiden
Ausdriicken gleich sind, oder in wmgekehrtem Verhilinisse stehen, gleich
viel, ob die Stufenzahlen der entsprechenden Faktoren iibereinstimmen
oder nicht.*) Namentlich kénnen wir durch diese Bestimmung jedes

*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechiigt, da iiber die
Vergleichung von eingewandten Produkten mit ungleichen Stufenzahlen ihrer
Faktoren noch nichts festgesetzt ist. Wir sind dazm gedrungen, wenn wir der
Wissenschaft die ihr gebiihrende Einfachheit erhalten wollen.
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eingewandte Produkt anf die Form der Unterordnung (s. § 129)

bringen.
In der That ist hiernach

A.0D=AD.C,

wenn im ersten Produkte €' und I) durch Hussere, A und (1) durch
eingewandte Multiplikation verkniipft sind, und € das gemeinschaft-

194 liche | System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in
dem letzten Ausdrucke kann A D als erster, C als mittlerer und die
Einheit als letzter Faktor vorgestellt werden, welcher mit C (nach

195 [Abschn. T,] Kap. 4) durch #ussere Multiplikation verkniipft ist, wiih-
rend C noch das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form
aufgefasst bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der iussersten
Faktoren und denselben mittleren Faktor dar, wie der erste, und beide
sind somit einander gleich.

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Produlkt
der #ussersten Fakforen von niederer Stufe ist als das Beziehungs-
system, dann beide Produkte gleichzeitic null werden (nach § 127),
also auch fiir diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. Nehmen wir
endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsystems als Hauptmass
(§ 87) an, so konnen wir jedes auf jenes Hauptsystem beziigliche ein-
gewandte Produkt auf die Form bringen, dass der erste Faktor das
Hauptmass wird. Namlich wir kénnen nach dem vorher Gesagten jedes
solche Produkt, wenn es eimen geltenden Werth hat, auf die Form
bringen, dass der erste Faktor das Beziechungssystem oder hier das
Hauptsystem darstellt, also auch, da wir die Faktoren in umgekehrtem
Verhiiltnisse iindern konnen, anf die Form, dass der erste Faktor irgend
ein bestimmter Theil des Hauptsystems, also auch dass er das Haupt-
mags wird. Ist das eingewandte Produlkt null, so konnen wir den ersten
Faktor beliebig setzen, wenn nur der zweite null ist, also kann auch
in diesem Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden.

Wir nennen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist,
den zweiten Faktor desselben den ecigenthiimlichen (specifischen) Werth
oder Faltor jener Produktgrosse in Bezug auf das Hauptmass H, und
sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemeinschaftliche
System ist, ,das eigenthiimliche System jenmer Grosse;“ seine Stufen-
zahl, das heisst die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen
Systems*), konnen wir als Stufenzahl der Grosse selbst auffassen. Krst

*) Ist die Produktgrsse also von geltendem Werthe (und nur in diesem
Falle lédsst sich von einer Stufenzahl derselben reden) so ist die Stufenzahl der
Produktgrosse gleich der Stufe der eingewandten Multiplikation. .
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bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des eingewandten Pro-
duktes in seiner ganzen Einfachheit hervor.

& 133. Einfithrung der Ergénzzahlen,

Aus dem im vorhergehenden Paragraphen aufgestellten Begriffe 195
des eingewandten Produktes konnen wir nun das | Vertauschungsgesetz /94
ableiten,

Betrachten wir nimlich zwei Produkte von geltendem Werthe,

AB. AC uwnd AC. AB,

in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation, das unmittelbare
Zusammenschreiben die #dnssere Multiplikation andeuten soll, und in
welchen der Faktor 4 das gemeinschaftliche System, A (' oder ACE
also das nichstumfassende System oder das Beziehungssystem darstellt,
so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen

AB.AC=ABC. 4,
AC.AB = ACB. 4.

Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt, je nach-
dem ABC und ACB es sind, das heisst, je nachdem die #usseren Fak-
toren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen lassen.
Nun hat man bei der Vertauschung zweier fusseren Faktoren, welche
auf eininder folgen (nach § H5), nur dann (aber auch stets dann) das
Vorzeichen zu #indern, wenn die Stufenzahlen beider Faktoren ungerade
sind. Man wird also auch die Faktoren jenes eingewandten Produktes
mit oder ohme Zeichenwechsel vertauschen konnen, je nachdem die
Stufenzahlen von B und € beide zugleich ungerade sind oder nicht.
Die Stufenzahlen von B und (' erginzen aber die der eingewandten
Faktoren AC und A B zu der Stufenzahl des Beziehungssystemes 4 BC.
Nennen wir daher diejenige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grosse
zu der des Beziehungssystemes ergiéinzt, die Erginzeahl jener Grosse
(in Bezug auf jenes System), so haben wir das Gesetz:

Die beiden Faktoren eines eingewandien Produlfes lassen sich mit
oder ohme Zeichenwechsel vertauschen, je machdem die Erginzzahlen der
Faltoren beide sugleich ungerade sind oder michi.

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungs-
system darstellt, sich ohne Zeicheniinderung vertauschen lisst, da seine
Erginzzahl null, also gerade ist. — Es entspricht dies Gesetz dem in
§ bb fiir die #Aussere Multiplikation aufgestellten, womit noch der
Satz in § 68 tiber die willkiihrliche Stellung der Zahlengrosse zu ver-
gleichen ist.
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196 Da hier die Erginzzahlen in die Stelle | der dort vorkommenden
Stufenzahlen eintreten, so erscheint es iiberhaupt als zweckmiissig,

197auch fiir die iibrigen Sitze der dusseren | Multiplikation, welche sich
auf die Stufenzahlen beziehen, hier die entsprechenden aufzusuchen,
was natiirlich hier nur geschehen kann in Bezug auf Produkte aus
zwel Faktoren.

Es war die Stufenzahl eines fusseren Produktes von geltendem
Werthe die Summe aus den Stufenzahlen seiner Faktoren. Bei der ein-
gewandten Multiplikation ist die Stufenzahl des beiden Faktoren ge-
memschaftlichen Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produlkt-
grosse, wenn diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind @ und b
die Stufenzahlen der Faktoren, und / die des Beziehungssystems, was
hier zugleich das niichstumfassende System ist, so ist die des gemein-
schaftlichen Systems (y) nach § 126 gleich a + b — /4. Um hier
die Erginzzahlen einzufithren, kann man der Gleichung folgende Ge-
stalt -geben

h—g=h—a+4+h—0,
oder, wenn man die Erginzzahlen mit o, ¥, g’ bezeichnet,
g =da+70,
das heisst, die Ergiinzzahl eines eingewandten Produktes von geltendem
Werthe ist die Summe aus den Ergiinzzahlen seiner beiden Faktoreu.

Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu beriick-
sichtigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nach
§ 125) dann ein, wenn das beiden Faktoren gemeinschaftliche System
von hoherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation,
das heisst @ + b — %, betrug, also wenn

g>a—-+b—h,
das heisst
h—a+h—b>h—g,
oder wenn
«+b>g,

und ausserdem nur noch, wenn einer der Faktoren null war, das heisst,
e eimgewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn die
Ergingsahlen beider Faktoren zusammengenommen grisser sind, als die
Erginzzahl des beiden Faktoren gemeinschafilichen Systems. Ein iHusseres
Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien als null, wenn
die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen grosser sind, als
die des beide Faktoren zunichst umfassenden Systemes.
KEs stimmen also diese Gesetze fiir beide Multiplikationsweisen
197 iberein, wenn man den Begriff der Stufenzahl gegen den der Ergiinz-
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zahl und den des niichstumfassenden Systems gegen den | des gemein- 198
schaftlichen austanscht; eine Beziehung, welche, wie wir sehen werden,
bei der weiteren Entwickelung ihre Giiltigkeit beibehiilt.

§ 134. Multiplikation von Produkten, die in der Form der
Unterordnung erscheinen.

|

Das Produkt von drei und mehr Faktoren, zu welchem wir nun
iibergehen, kann stets auf das von zwel Faktoren zuriickgefiihrt werden,
wenn nur die Multiplikation zweier Faktoren auch fiir den Fall fest-
steht, dass diese Faktoren wieder Produkte sind. Da nun, wenn die
Faktoren wieder eingewandte Produkte sind, der Sinn ihrer Multi-
plikation noch nicht festgestellt ist, so bediirfen wir hier einer neuen
Definition; und zwar miissen wir festsetzen, welche Bedeutung eine
beliebige Produktgrisse als erster Faktor, und welche sie als zweiter
Faktor habe.

Wenn eine Grisse als zweiter Faktor auftritt, so wollen wir sagen,
es werde mit ihr multiplieirt, wenn als erster, sie selbst werde multi-
plicirt. Ich setze nun fest, ,mit einer Produktgrosse, welche auf die
Form der Unterordnung gebracht, das heisst, so dargestellt ist, dass
jeder folgende Faktor dem vorhergehenden untergeordnet sei, multi-
pliciren, heisse mit ihren Faktoren fortschreitend*) multipliciren,” und
ferner ,eime Produktgrisse, welche auf die Form der Untferordnung
gebracht ist, mit irgend einer Grosse multipliciren, heisse den letazten
Faktor der ersteren mit der letzteren multipliciren (ohne die friiheren
Faktoren zu dindern)”. Hierbei muss dann natiirlich, damit der Sinn
der gesammbten Multiplikation klar sei, die Stufe fiir eine jede der
einzelnen Multiplikationen, auf welche jene Eine reducirt wird, be-
stimmt sein.

Dass diese Definitionen fiir jedes reale Produkt ausreichen, werde
ich sogleich zeigen. Das Produkt wird nimlich als ein reales von
geltendem Werthe erscheinen, wenn bei den einzelnen Mulbiplikationen
die Stufe der eingewandten Multiplikation mit dem Grade der Ab-
hingigkeit iibereinstimmt; hingegen wird es null werden, wenn der
Grad der Abhiingigkeit bei irgend einer dieser Multiplikationen die
Stufe der Multiplikation | iibersteigt, indem dadurch dann einer derjgg
Faktoren null wird. Bloss formale Bedeutung wird es haben, wenn
der Grad der Abhingigkeit irgendwo | geringer ist, als die Stufe der 199

*) Portschreitend mit einer Reihe von Grossen verkmiipfen, heisst nach dem
schon frither eingefithrten Sprachgebrauche, so verkniipfen, dass das jedesmalige Er-
gebniss der Verkniipfung mit der niichstfolgenden Grisse der Reihe verkniipft wird,
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zugehbrigen Multiplikation, ohne dass anderswo das entgegengesetute
Verhiltniss emtritt.

§ 135. Jedes reale Produkt lisst sich auf die Form der
Unterordnung bringen.

Der Nachweis dafiir, dass die aufgestellten Definitionen fiir das
reale Produkt ausreichen, fillt zusammen mit dem Beweise des
Satzes, dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unterordnung
bringen lasse.

In der That lisst sich nach § 132 zuniichst das Produkt zweier
reiner Kakioren (so konnen wir solche Faktoren nemnen, die nicht
wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf die Form der Unter-
ordnung bringen. Kommt nun zu einem solchen Produkt 4. B, wo B
dem A untergeordnet sei, ein dritber reiner Faktor hinzu, welcher mit
B im ¢-ten Grade der Abhiingigkeit steht, mit A im (¢ - d)-ten,
withrend seine eigne Stufenzahl ¢ 4 d + e betriigt, so wird er sich
darstellen lassen in der Form CDE, wo (! dem B (also auch dem A)
untergeordnet ist, und CD dem 4, wihrend sonst keine Abhiingigkeit
stattfindet, vorausgesetzt niimlich, dass ¢, d, e die Stufenzahlen von
C, D, E sind. Ist dann das Produkt ein reales von geltendem Werthe,
das heisst, stimmt die Stufe der Multiplikation mit dem Grade der
Abhingigkeit iiberein, so lisst sich zeigen, dass

B.CDE=AE.BD.C
sei.

In der That, da hier die Produktgrisse 4.B in der Form der
Unterordnung erscheint, so wird sie mit einer andern Grisse CDE
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt;
also ist

A.B.CDE=A.(B.CDE).

Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordnet, und ¢ der Grad
der Multiplikation ist, gleich BDE.( (nach § 132), also jenes Produkt
=A.(BDE.0).

Da hier € dem B, also auch dem BDFE untergeordnet ist, so multi-
plicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mlt BDE.C,
indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Multlpllkatlon
mit ¢ multiplicirt. Nun ist aber 4.BDE, da B und D, also auch
199 BD, dem A untergeordnet sind, und (b —|— d) den Grad | der Multi-

phkatlon darstellt, gleich AE . B.D also ist der obige Awuwsdruck

= AE.BD.C.
200 Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung, da € dem B,



Das reale Produkt auf die Form der Unterordnung gebracht. 223

also auch dem BD, BD aber dem A, also auch dem AF unter-
geordnet ist.

Somit lisst sich das fortschreitende Produkt von drei reinen Fak-
toren stets auf die Form der Unterordnung bringen.

Kommt nun noch ein vierter Faktor hinzu, so kamn man zuerst
die drei ersten auf die Form der Unterordnung bringen. Hs sei 4.B.C
diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hinzu, so muss, damit der
Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, festgesetzt sein, in welchem
Grade der Abhiingigkeit er mit jeder der drei Grossen 4, B, C stehen
muss, wenn das Produkt einen realen geltenden Werth haben soll; es
moge dann der vierte Faktor von € im d-ten Grade abhiingig sein,
von B im (d 4+ €)-ten, von 4 im (d 4 e 4 f)-ten Grade, withrend er
selbst zur Stufenzahl d + ¢ 4 f 4 ¢ habe, so wird er sich in der
Form DEFG darstellen lassen, wo D dem C, F dem B, I dem A
untergeordnet ist, und d, e, f, g die Stufenzahlen von D, E F, G
darstellen. Dann kann man zeigen, dass

A.B.C.DEFG= AG.BF.CLE.D
gei. Denn es ist
A.B.C.DEFG=A.DB.(C. DETG)
=A.B.(CEFG Dy,

da niamlich D dem C untergeordnet ist. Da mun CEFG.D in der
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen
Faktoren OEFG und D fortschreitend multipliciren; B giebt aber mit
CEFG multiplicirt, da C und E, also auch CE dem B untergeordnet
sind, den Ausdruck BF'G . CE. Man erhilt also den obigen Ausdruck
— A.(BFG.CE).D
—A.BFG.CE.D
= AG.BF.CE.D,
da namlich B und ¥, also auch BF, dem A untergeordnet sind.
Also erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen
Faktoren in der Form der Unterordnung, und es lisst sich schon iiber-
sehen, wie ganz auf dieselbe Weise folgt, dass itberhaupt ein fort-
schreitendes | Produkt aus beliebig vielen reinen Faktoren sich auf die 200
Form der Unterordnung bringen lisst. Ist nun aber dies der Fall, so
wird, da nach den Definitionen sich die Multiplikation iiberhaupt | auf 201
die fortschreitende Multiplikation reiner Grossen zuriickfiihren lisst,
dasselbe auch' von beliebigen realen Produkten gelten, niimlich dass
jedes reale Produlit sich in Form der Unterordnung darslellen ldisst.

Es reichen daher in der That die obigen Definitionen fiir das
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reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als die einfachste,
auf die sich das reale Produlkt bringen lisst, bestimmt die Bedeutung
desselben.

§ 136. Multiplikation mit einander eingeordneten Gréssen.

Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen Umgestaltungen,
welche nach der bis hierher gefiihrten Darstellung das emgewandte
Produkt zuldsst, in ein einfaches Hauptgesetz zusammenzufassen, auf
welches wir dann in der Folge stets zuriickgehen konnen, wenn es
sich um solche Umgestaltungen handelt.,

Wir brauchen, um dazua zu gelangen, nur die im vorigen Para-
graphen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzufithren und in Worte
zu kleiden. KEs ergab sich dort, dass

A.B.CDE=AE.BD.(C

sei, wenn B dem A untergeordnet ist, (' das System darstellt, was
CDE mit B, also auch mit A4 gemeinschaftlich hat, und CD das
System darstellt, was CDFE mit A gemeinschaftlich hat, und iiberdies
die Art der Multiplikation so angemommen ist, dass sie unter diesen
Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter denselben
Voraussetzungen ergiebt sich nidmlich auch

EDC.B. A=FA.DR.C.
Denn

EDC.B. A= (EDC.B). A
= (EDB. (). 4;
und da EDB.( i der Form der Unterordnung erscheint, so multi-
plicirt man es (nach § 134) mit 4, indem man C mit 4 multiplicirt;
da € dem A untergeordnet ist, so ist hier nach § 133 die Ordnung
gleichgiiltig; man erhilt also den zuletzt gefundenen Ausdruck

= EDB.(4.0);
201 da. wieder A.C auf die Form der Unterordnung gebracht ist, so | kann

man hier mit 4 und C fortschreifend multipliciren, und erhilf den

letzten Ausdruck
202 —= FA.DB.C.

Auf dieselbe Form nun fithrt der Ausdruck
EDC.A.DB oder EDC.(A.DB)

zuriick; nimlich da EDC. A gleich EA.DC ist, so hat man jenen

Ausdruck
EDC.A.B=FEA.DC.B

=FEA.DB.C.



Gesetz der Umgestaltung eingewandter Produkte. 225

Daraus folgh also, dass man in einem Produkte von realem gel-
tenden Werthe mit zwei einander eingeo rdneten®) Fakbtoren fort-
schreitend in beliebiger Ordnung multipliciren, oder auch mit fhrem
Produkte auf einmal multipliciren darf

Wemn ¢, d, ¢ die Stufenzahlen von C, D, I sind, so ist hier an-
genommen (s. den vorigen Paragraphen), dass # D von 4 im (¢ + d)-ten
Grade, von B im ¢-ten Grade abhiinge, und da in beiden Produkten

EDC.A.B und EDC.B. A

die Multiplikationsweise als eine reale von geltendem Werthe ange-
nommen ist, wemn der soeben bezeichnete Grad der Abhiingigkeit statt-
findet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber auch nur damn
null werden, wenn der Grad der Abhiingigkeit wiichst, also wird, wenn
eins dieser Produkte null wird, auch das andere null werden miissen.
Somit bleibt das angefiihrte Gesetz auch bestehen, wenn das Produkt
nur als ein reales aufgefasst ist, und da es sich von zwei einander
eingeordneten IFaktoren unmittelbar auf mehrere tibertragen lisst, so
haben wir den Saty:

Statt mit einem Produkte von eimander eingeordneten Falktorem zu
multipliciren, kann man wmit den cinzelnen Fealtoren fortschreitend multi-
pliciren. wnd zwar in beliebiger Ordnung.

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, dass
das Produkt bei demselben Abhiingigkeitsverhiltniss in allen diesen
Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Gesetz driickt somit ejne
BErweiterung des ersten Theils der Definition (§ 134) aus, dass man,
stabt mit einem Produlkt, welches in Form der | Unterordnung erscheint, 202
mit den Faktoren desselben fortschreitend multipliciven darf. Das Ge-
setz, was den zweiten Theil der Definition | (§ 134) verallgemeinert, niim- 203
lich, dass man ein Produkt aus einander eingeordneten Faktoren mit
einer Grosse multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben
multiplicirt, ergiebt sich leicht auf #hnliche Weise wie das obige Ge-
setz, ist aber von geringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass in
dem obigen Gesetz zugleich das Gesetz iiber den mittleren Fakbor in
§ 132 legt; nimlich

BA.AC=BAC. A,

indem man, statt B fortschreitend mit 4 und dem ihm iibergeordneten
AC zu multipliciren, auch in umgekehrter Folge multipliciren darf.

*) Einander eingeordnete Grossen nenmen wir solche, von denen die eine der
andern untergeordnet ist,
Grassmann, Werke. I. 15
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§ 137. Eigenthiimlicher Werth eines eingewandten Produktes aus
mehreren Faktoren. Reines und gemischtes Produkt.

Wir verlassen den allgemeinen Begriff des eimngewandten Produktes
und beschriinken die Betrachtung auf den Fall, dass die Multiplikation
sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. Da nun em jedes solches
Produkt nach § 132, wenn es auf die Form der Unterordnung ge-
bracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig eine das Haupt-
system darstellende Grosse hat, oder doch in dieser Form dargestellt
werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Produkt aus mehreren
Faktoren, welches sich anf dasselbe Hauptsystem bezieht, das in § 135
mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt sich auf die Form
bringen lisst, dass alle Faktoren mit Ausnahme des letzten das Haupt-
system darstellen.¥)

Bringen wir alle jene vorangehenden Faktoren, welche das Haupt-
system darstellen, durch Anwendung der allgemeinen multiplikativen
Forminderung auf denselben Grissenwerth, und fassen diesen Werth
als Hauptmass auf, so konnen wir dann den letzten Faktor, wie es
in § 132 schon in Bezug auf zwei Faktoren festgestellt ist, ,den
eigenthiimlichen (specifischen) Werth oder Faktor jener Produktgrisse

203in Bezug auf dies | Hauptmass® und das System desselben ,das eigen-
thiimliche System® der Produktgrosse nennen, und die Stufenzahl

204 dieses Systems als Stufenzahl jener Produktgrosse selbst auffassen.
Wir kénnen ferner die Grossen, welche durch eingewandte Multiplikation
reiner Grossen (s. § 135) hervorgehen, Bezichungsgrissen nennen, weil
gie nur in ihrer Beziehung auf ein System oder ein Mass eine einfache
Bedeutung gewinnen. Als eigenthiimlicher Werth einer reinen Grosse
erscheint nafiirlich diese Grosse selbst.

Es gilt hier auch noch das, was wir in § 128 iiber die Bezeichnung
der Multiplikation bei zwer Faktoren sagten, dass es nimlich, wenn
einmal das Hauptsystem als Beziehungssystem feststehe, als iiberfliissig
erscheine, die #ussere Multiplikation von der eingewandten oder die
verschiedenen Grade der letzteren durch die Bezeichnung zu unter-

*) Es sei zum Beispiel H.A.B dies Produkt, in welchem H das Haupt-
system darstelle, indem n#mlich das Produkt der beiden ersten Faktoren schon
auf die verlangte Form gebracht ist; nun sei B = CD, wo im Falle, dass das
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann ist
jenes ganze Produkt gleich H.AD,C, was die verlangte Form hat. Ist das
ganze Produkt null, so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, wenn nur
der letzte null ist; also kann auch dann das Produkt auf die verlangte Form
gebracht werden,
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scheiden.®) Dagegen tritt hier ein neuer Unterschied hervor, nimlich
der zwischen reinen und gemischten Produkten.

Niimlich reine Produkte nenne ich solche, deren Faktoren fort-
schreitend stets durch dieselbe Art der Multiplikation verkniipft sind,
das heisst, entweder nur durch #ussere Multiplikation (ussere Pro-
dukte), oder nur durch eingewandte auf ein und dasselbe System be-
ztigliche (reine eingewandte Produkte); gemischte hingegen menme ich
solche, deren Faktoren fortschreitend entweder durch beiderlei Arten
der Multiplikation (fiussere und eingewandte) verkniipft sind, oder zwar
bloss durch eingewandte aber auf verschiedene Systeme beziigliche.

Da die reinen und die gemischten Produkte verschiedenen Ge-
setzen unterliegen, so ist ihre Unterscheidung sehr wichtig; und ob-
gleich eine Unterscheidung durch die Bezeichnung nicht nothwendig
ist, indem durch die Stufenzahlen der Faktoren, wenn das Hauptsystem
als Bezichungssystem feststeht, auch schon immer bestimmt ist, ob
das Prodult ein reines oder gemischtes sei, so erscheint eine solche
Unterscheidung doch in vielen | Fillen als sehr bequem. Ich will mich 204
daher in solchen | Fillen der Punkle bedienen, wm durch sie die Falitoren 205
des reinen Produktes von eimander abzusondern, und will daher festsetzen,
dass, wo Punkte zur Beseichnung der Multiplikation angewandt werden,
dann auch stets, wenn sie gar lLeiner oder derselben Klammer eingeordnet
sind, durch sie Faktoren eines reinen Produlies von emmander abgesondert
werden, wobei dann e Produkt von wnmitlelbar zusammengeschriebenen
Grissen in Besug auf diese Punkite jedesmal als Ein Faktor erscheint;
zum DBeispiel bedeutet AB . CD . EF ein reines Produlit, dessen Faktoren
AB, CD, EF sind.

§ 138. Gesetz fiir die Erginzzahlen reiner Produkte,

Wir kbmnen nun die in § 133 fiir zwei Faktoren erwiesenen Sitze
auch auf mehrere Faktoren iibertragen.

Zuerst was die Vertauschung betrifft, so zeigt sich, dass auch bei
mehreren Faktoren die Stellung eines Faktors, der das Beziehungs-
system darstellt, ganz gleichgiltig ist; und daraus folgt dann iiber-

*) Ganz anders wiirde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation sein,
indem bei ihr die verschiedenen Grade der Abhiingigkeit zwischen den einzelnen
Faktoren festgestellt werden miissten, bei denen das Produkt noch einen geltenden
Werth hitte. Das Produkt ans mehreren Fakforen wiirde dann seiner Art mach
durch eine Reihe von Zahlen bestimmt sein, welche jene Abhingigkeitsgrade dar-
stellten; diese Bestimmung wiirde also eine zusammengesetzte sein und nicht
mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und dies ist der Grund, weshalb wir
diesen allgemeinen Fall hier {ibergangen haben.

15%
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haupt, dass man, um zwei Produktgrissen zu multipliciren, nur ihre
eigenthiimlichen Werthe i Bezug auf irgend ein Hauptmass zu multi-
pliciren, und diesem Produkte das Hauptmass so oft als Faktor hinzu-
zufiigen hat, als es in beiden Gréssen zusammengenommen als Faktor
vorkommt; zum Beispiel ist H"A. H'B, wo H das Hauptmass dar-
stellt, gleich H"H"A . B oder gleich H"""4 . B. Hierin liegt dann,
dass zwel Produktgrossen, welche als Faktoren zusammentreten, gleich-
falls mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, je nachdem ihre
Brginzzahlen beide zugleich ungerade sind oder nicht.

Die folgenden Siitze jenes Paragraphen konnen wir nur auf reine
eingewandte Produkte iibertragen. Da niimlich bel zwei Faktoren eines
eingewandten Produktes von geltendem Werthe die Ergiinzzahl des
Produktes die Summe ist aus den Ergiinzzahlen der Faktoren, so hleibt
dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder
ein eingewandter Faktor hinzutritt und das Produkt wieder geltenden
Werth behiilt; es ist dann die Ergiinzzahl des Gesammtproduktes, wie
sogleich durch zweimalige Anwendung des fiir zwei Faktoren bewie-
senen Gesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergiinzzahlen der Fak-
toren, und so fort fiir beliebig viele Faktoren. Da iiberdies das Produkt
zweier Iaktoren dann und nur dann als ein eingewandtes erscheint,
wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grisser, das heisst, die Summe

205 der Krgiinzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Hauptsystems, so

206 wird auch | das geltende Produkt aus drei und mehr Faktoren dann
und nur dann als ein reines eingewandtes erscheinen, wenn die Summe
der Krginzzahlen stets kleiner bleibt als die Stufenzahl des Haupt-
systems, das heisst, wenn die Summe aller Ergiinzzahlen der Faktoren
noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hauptsystems.

Um endlich auch den Satz aus § 133 iiber das Nullwerden hier
zu fibertragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Erginzzahlen
zweier Grossen, welche das Beziehungssystem als niichstumfassendes
System haben und also als Produkt einen geltenden Werth darbieten,
gleich der Ergéinzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes ist; dass aber,
wenn das nichstumfassende System niedriger ist als das Beziehungs-
system, und das Produkt also null ist, die Stufenzahl des 'gemeinschaft- .
lichen Systems grosser, seine Ergiinzzahl also kleiner wird als die
Summe der zu den Fakbtoren gehbrigen Ergiinzzahlen. Tritt nun ein
Faltor hinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Faktoren das-
Jenige, was der hinzutretende Faktor mit dem allen vorhergehenden
Faktoren gemeinschaftlichen Systeme selbst wieder gemeinschaftlich
hat. Bs wird also, sobald das gesammte Produkt geltenden Werth be-
hilt, die Summe aller Erginzzahlen gleich der BErginzzahl des den
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simmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Systemes sein; wenn aber
durch irgend einen Faktor, welcher hinzutritt, das Produkt null wird,
ohme dass der hinzutretende Faktor selbst null ist, so wird dort die
Ergiinzzahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner werden, und somit
auch, wenn noch neue Faktoren hinzutreten, kleiner bleiben als die
jedesmalige Summe aus den Erginzzahlen der Faktoren. Es wird also
ein reines eingewandtes Produkt, dessen Faktoren geltende Werthe
haben, dann und nur dann null werden, wenn die Erginzzahl des allen
Faktoren gemeinschaftlichen Systems kleiner ist als die Summe der
Ergiinzzahlen der Faktoren. Auch liegh in der Art der Beweisfithrung,
dass der eigenthiimliche Werth eines solchen Produktes, wenn es
nicht null ist, das den siimmtlichen Faktoren gemeinschaftliche System
darstellt.

Fassen wir nun die iiber die Erginzzahlen aufgestellten Gesetze
susammen und schliessen die entsprechenden Gegetze iiber die Stufen-
zahlen iusserer Produkte mit hinein, so erhalten wir den Satz:

Ein Prodult aus beliebig vielen Faltoren von geltenden | Werthen 207
ist ein reines, wenn entweder dic Stufenzahlen oder die | Lrginzzahlen 206
der TFaltoren zusammengenomomen lkleiner sind als die Stufenzahl des
Hauptsystems, und zwar im ersteren Falle ein dusseres, im lelzteren ein
eingewandies, Tingegen ein gemischies, wenn keins von beiden der Fall ist,
Das reine Produkt ist wull im ersten Falle, wenn die Stufenzallen der
Falktoren susammengenommen grisser sind als die Stufenzahl des die Iak-
toren zundichst wmfassenden Systemes, im letzteren, wenn die Erginezallen
der Faktoren zusammengenommen grosser sind als die Ergingzahl des den
Fualtoren gemeimschaftlichen Systemes. Wenn das reine Produlit einen
geltenden Werth hat, so stellt der eigenthiimliche Werth desselben im ersten
Falle das niichstumfassende, vm lelzteren das gemeinschaftliche System dar;
wund im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die Sumune aus den
Stufenzahlen der Faktoren, im letateren st seine Erginzzahl die Summe
aus den Erginzzahlen der Faltoren.

§ 139. Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig
zusammenfassen.

Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammenfassungsgesetz,
das heisst, wir untersuchen, ob und in welchem Umfange

PQR = P(QR)

gesetzt werden konne. Schon aus dem Satze in § 136 geht hervor,
dass fiir das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All-
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gemeinen nicht gelte®); hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe fiir
das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach der in
§ 137 eingefithrten Bezeichnung allemal

_ P.Q.B=P.(@.R)
sel.

Zunichst leuchtet ein, dass, wenn die Giiltigkeit dieses Gesetzes
nachgewiesen ist fiir den Fall, dass P, ¢, I reine Grissen sind, sie
damit auch zugleich fiir den Fall, dass dieselben simmtblich oder zum

208Theil Beziehungsgrossen sind, nachgewiesen sei. | Denn nach dem
vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgrossen so mit einander zu
multipliciren, dass man ihre eigenthiimlichen Werthe in Bezug auf ein

207und dasselbe Hauptmass mit einander | multiplicirt und dem Produkte,
oleichviel anf welcher Stelle, so oft das Hauptmass als Faktor hinzu-
fiigh, als es in beiden Griossen zusammen als Faktor enthalten war.
Da man hiernach also in einem Produkte tiberhaupt jeden Faktor, der
das Hauptmass darstellt, auf eine beliebige Stelle setzen und beliebig
aus einer Klammer heraus oder in eine solche hineinriicken kann, so
folgt, dass jenes Gesetz, wenn es fiir reine Grossen gilt, auch fiir
Beziehungsgrossen, also allgemein gelte. Nun gilt es zunidchst nach
den Gesetzen der iusseren Multiplikation fiir #ussere Produkte reiner
Grossen, also auch fiir Hussere Produkte iiberhaupt. Ks bleibt also
nur zu beweisen iibrig, dass es auch fiir das reine eingewandte Pro-
dukt reiner Grossen gelte.

In diesem Falle kommt es daranf an, zu zeigen, dass P, ¢, R,
wenn das eingewandte Prodult einen geltenden Werth hat, sich in den
Formen ABC, ABD, ADC darstellen lassen, so dass zugleich A BCD
das Hauptsystem darstellt. ,

Es seien die Erginzzahlen der Grossen P, @, B beziehlich d, ¢, b,
so ist die Erginzzahl des Produktes oder des den drei Faktoren ge-
‘meinschaftlichen Systemes 4 nach § 138 (am Schlusse) gleich der
Summe jener Zahlen, also gleich b + ¢ 4 d; und ist also a die Stufen-
zahl jenes gemeinschaftlichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes
gleich @ + b+ ¢+ d. Zwei der Faktoren, zum Beispiel P und ¢,
werden nach demselben Satze ein System gemeinschaftlich haben, dessen
Krgiinzzahl die Summe ist aus den Erginzzahlen jemer Faktoren, also
hier gleich ¢ 4 d ist; also-ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen
Systemes gleich @ + b, es wird somit dies System durch ein Produkt

#) Allerdings konnen Fille aufgefiihrt werden, in welchen vermittelst des
Satzes in § 136 unser Gesetz anch dann noch seine Anwendung findet; allein diese
Fille sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie eintreten, so zusammen-
gesetzt, dass aus ihrer Aufziihlung der Wissenschaft kein Vortheil erwéchst,
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AL dargestellt werden konuen, in welchem B von b-ter Stufe und
von A unabhiingig ist. Ebenso wird das dem P und R gemeinschaft-
liche System von (@ -+ ¢)-ter Stufe sein, und also eine von A unab-
hingige Grosse c-ter Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann ('
von AB unabhiingig sein; denn wiire es davon abhiingig, das heisst, '
hiitte ¢' mit AB irgend eine Grisse gemeinschaftlich, so wiirden die
drei Faktoren P, @, R diese Grosse, also eine von A unabhiingige
Grosse, gemeinschaftlich enthalten, was mit der Annahme streitet.

Somit sind nun der Grisse P drei | von einander unabhiingige 209
Grossen A, B, C untergeordnet, also auch ihr Produkt 4 BC Es
muss sich daher P als Prodult darstellen lassen, dessen einer Faktor
ABC ist; da P aber selbst von (a 4 b 4 ¢)-ter Stufe ist, so wird
der andere Faktor, den P | ausser ABC enthilt, von nullter Stufe,20s
das heisst, eine blosse Zahlengriosse sein, also P sich als Vielfaches
von ABC(C darstellen lassen. @ und R endlich werden avs demselben
Grunde einen von A unabhiingigen Faktor I gemeinschaftlich haben,
und so werden sich die Grossen P, @, B beziehlich als Vielfache yon
ABC, ABD und ADC darstellen lassen; ja, da fiir die Grdssen
A, B, ¢, D nur die Systeme, welche durch sie dargestellt werden,
bestimmt sind, sie selbst also beliebig gross angenommen werden
kinnen, so wird man dieselben, wie leicht zu sehen ist, auch so an-
nehmen konnen, dass die Grossen P, ¢, R jenen Werthen selbst
gleich sind, also

P.Q.R=ABC.ABD.ADC

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden
Werth haben soll, also auch zum Beispiel das Produkt A BC. ABD,
so muss hier das nichstumfassende System, also ABCD, zugleich das
Beziehungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich 4 BCD. 4 B;
also der ganze Ausdruck :

= ABCD . AB . ADC

= ABCD . ABDC. A.

Auf dieselbe Form nun lisst sich das andere Produkt P.(Q.R)
bringen; denn @ . K oder ABD . ADC ist gleich ABDC. AD, also

P.(Q.R)= ABC.(ABDC. AD).

Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so kiomnen wir nach § 138
die eigenthiimlichen Werthe uuter sich multipliciren und 4 BDC als
Faktor hinzuftigen. Wir erhalten aber ABC. AD gleich ABCD. 4,
also ist der obige Ausdruck

= ABCD.ABDC. 4.
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Da also die beiden Produkte P. ¢ .R wnd P.(¢. R) demselben Aus-
drucke gleich sind, so sind sie auch unter sich gleich.

Wir nahmen bei dieser Beweisfithrung an, dass die Produkte einen
geltenden Werth hatten. Nun konnen sie aber auch nur gleichzeitig
null werden, weil nach § 138 das Nullwerden dann und nur dann ein-
brith, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von hoherer
Stufe ist, als die [Stufenzahl des Beziehungssystems vermindert wm

210 die] Summe der Ergiinzzahlen betriigt, und | dies bei beiden Produk-
ten nur gleichzeitig eintreten kann. Also bleibt auch fiir diesen Fall
die Gleichheit beider Produlte bestehen. Das Gesetz gilt daher allge-

209 mein filr reine Grossen, also muss es nun auch, wie wir ohen sahen,
fir Beziehungsgrossen gelten, so dass allgemein fiir die reine Multi-
plikation iiberhaupt

P.Q. BR=P.(Q.R)
ist. Da nun endlich das Zusammenfassungsgesetz, wenn es fiir drei
Falktoren gilt, auch fiir beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt
sich der allgemeine Satz:

Die Faktoren eines reinen Produlies lassen sich belichig zusammen-
fassen.

§ 140. Beziehung zur Addition und Subtraktion,

Fiir die Addition der Beziehungsgrossen bietet sich das allgemeine
multiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbestimmend dar. Man hat
damn nur beide auf die Form der Unterorduung zu bringen. Auf diese
Form gebracht, erscheinen dann beide als summirbar, wenn einestheils
das Hauptmass in beiden gleichvielmal als Faktor erscheint, und andern-
theils die Grossen selbst eine gleiche Stufenzahl haben; und zwar werden
sie dann addirt, indem man die eigenthiimlichen Werthe addirt, und
der Bumme das Hauptmass so oft als Faktor hinzufiigt, als es in jedem
der Produkte als Faktor enthalten war.¥)

Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass

P.(Q+ R =P.Q+P.E,
@+R).P=@Q.P+R.P

sel, Die Giiltigkeit desselben haben wir zuniichst nur fiir den Fall
nachzuwelsen, dass die Grossen P, @, R reine sind, indem das Hinzu-
treten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, auf welches
sich die Grossen beziehen, nichts #indern kamnn. Wir nehmen daher
zuerst an, P, ¢), R seien reine Grossen.

und

*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir unter der Summe
zweier Beziehungsgrossen die auf die angegebene Weise gebildete Summe verstehen.
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Fs sei, um die Stiicke der Summe
P.Q+P.E

auf die Form der Unterordnung zu bringen, @ — AB, wo A dem
P untergeordnet ist, P aber das Hauptsystem darstellt, auf welches 211
sich die Multiplikation bezieht, und gleich I gesebzt werden mag, und
ebenso sei R = CD, wo (/ dem P untergeordnet ist und P das
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen werden
kann (indem (' dann nur im umgekehrten Verhiiltnisse wie D geiindert 210
werden muss), so kann man es so amnehmen, dass

PD= PB=H
wird. Dann 1st

P.Q+P.R=HA-+ HC= H(4+ 0),
letzteres nach der Definition.

Auf dieselbe Form nun komnen wir auch P. (@ - I) bringen.
Niimlich da PD gleich PB ist, so folgh, dass D auch gleich D plus
einer von I’ abhiingigen GrGsse, die wir K nennen wollen, gesetzb
werden kimmne; somit ist I, was gleich (') gesetzt war, gleich C(B+ K ),
oder gleich OB 4 CK. Also isb

P.(Q+ R)=P.(4B 4 CB 4 CK).
Da hier K von P abhiingig ist, CK also von P in einem hoheren
Grade abhingt als CB, so kann es mit P kein geltendes Produkt
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. s ist also der
obige Ausdruck -
| — P.(4B -+ UB)
—P.(4+4 0)B.

Da hier 4 und €, also auch (4 4 C) dem P untergeorduet sind, PB
aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck
wieder

= H (4 + C).
Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdriicke P. (@ -+ E) und
P.Q -+ P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide
unter sich gleich.

Kommt nun ferner zu P das Hauptmass mehrmals, etwa m-mal,
als Faktor hinzu, und ebenso auch zu ¢ und R, zu den letzteren aber
gleichvielmal, damit sie summirbar bleiben, etwa n-mal, so ist das so
gut, als kiime H zu jedem von den beiden Ausdriicken (m - n)-mal
als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn sie es vorher waren.
Da nun endlich dasselbe sich auch von den beiden Ausdriicken (@ +R).P
und Q.P + R. P sagen liisst, so folgt, dass das multiplikative Be-
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siehungsgesetz auch fiir diese neuen Arten der Addition und Multi-
212 plikation ganz allgemein | gilt. Somit gelten nun auch alle Gesetze,
die darauf gegriindet sind, das heisst: '

Alle Gesetze, welche die Begiehung der Multiplikation zur Addition
und Subtraktion ausdriicken, gelten moch immer allgemein fir jede Art
der Addition und Multiplikation, die bisher festgestellt ist.

§ 141. Division in Bezug auf ein System; Grad der
Beziehungsgrosse.

211 Fiir die Division*) ergiebt sich sogleich, dass sie mur dann real
ist, wenn Divisor und Dividend einander eingeordnet sind, das heisst,
wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, oder dieser
jenem.

Im ersteren Falle ist die Division eine Hussere, im letzteren eine
eingewandte; wenn daher beide Fille zugleich eintreten, das heisst,
wenn Divisor und Dividend einander gleichartig sind, so kann die
Division sowohl als #ussere, wie anch als eingewandte aufgefasst werden.
Und zwar gelten diese Bestimmungen nicht nur, wenn die zu ver-
kniipfenden Grossen reine Grissen, sondern anch, wenn sie Beziehungs-
grossen sind.

In dem letzteren Falle kommt es dann darauf an, dass die eigen-
thitmlichen Werthe in der angegebenen Beziehung stehen, withrend
das Hauptsystem, anf welches sich beide Grossen beziehen, dasselbe
ist. Hierbei kann dann der Fall eintreten, dass das Hauptmass im
Divisor ofter als im Dividend als Faktor vorkommt; der Quotient er-
scheint damm als eine reine Grisse, welche mehrmals durch das Haupt-
mass dividirt ist, oder welche mit einer Potenz des Hauptmasses multi-
plicirt ist, deren Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese
neue Grosse als Beziehungsgrosse auf, und memnen den Exponenten
derjenigen Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigenthiimliche
Werth einer Beziehungsgrosse durch Multiplikation verbunden ist, den
Grad der Beziehungsgrosse. Hs ist somit die neue Grosse eine Be-
ziehungsgrosse, deren Grad negativ ist, wihrend der Grad der vorher
betrachteten positiv war, und auch die reine Grosse kann nun als Be-
ziehungsgrosse nullten Grades aufgefasst werden.

Hierbei muss ich noch bemerken, dass die Grossen nullter Stufe,
und die das Hauptsystem darstellenden Grossen, das heisst die Grossen
nullter und h-ter Stufe (wenn % die Stufenzahl des Hauptsystems ist)
auf eine zwiefache Weise aufgefasst werden kiomnen. Nimlich ,eine

*) Vergleiche die Anmerkungen zu Seite 39 und 43. (1877.)
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Grosse nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grosse h-ter Stufe
und (» —1)-ten Grades | aufgefasst werden®, indem man den eigen- 213
thitmlichen Werth jener Grosse, welcher eine blosse Zahlengrosse ist,
mit einem der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt
denkt und dies Produkt als eigenthiimlichen Werth jener Grisse auf-
fasst, wodurch natiirlich der Grad derselben um Eins abnimmt. Ebenso
kann umgekehrt , jede Grisse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grosse 212
nullter Stufe und (n - 1)-ten Grades aufgefasst werden’ Im Allge-
meinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grisse als Grosse nullter
Stufe zu betrachten.

Es kommt uns nun darauf an, die Eindeutigkeit des Quotienten
zu unfersuchen.

Es sei zu dem Ende A der Dividend, B der Divisor als erster
Faktor, €' ein Werth des Quotienten, so dass

B.C=4A4

ist, und der Quotient in der Form ; erscheint. Jeder Werth nun,

welcher statt C gesetut jemer Gleichung geniigt, wird auch als ein be-
sonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden konnen. Jeder
solche Werth wird aus dem Werthe ' durch Addition erzeugt werden
kinnen, und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stiick mit B multi-
plicirt Null geben, wenn das Produkt gleich 4 bleiben soll, und jedes
solche hinzuaddirte Stiick wird auch das Produkt gleich 4 lassen;
nun kénnen wir ein solches Stiick, was mit B multiplicirt Null giebt,

allgemein mit - bezemhnen, und daher sagen, wenn C ein besonderer

Werth des Quohenten ist, und B der Divisor, so sei der vollstindige
Werth des Quotienten gleich

0
C + B
wie wir dies schon fiir die #ussere Division in § 62 dargethan haben,
Doch ‘miissen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter -% zugleich

eine mit C addirbare Grosse verstanden sein muss, das heisst eine
Grosse, welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es
wird also der Quotient eindeutig sein, wenn unter dieser Voraussetzung

%— jedesmal O 1ist, das heisst, es keine andere Grosse dieser Art X

giebt, die mit B multiplicirt Null giebt, als Null selbst.

Da das Produkt einer Grosse nullter Stufe, welche selbst nicht 214
null ist, oder einer Grosse, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal
einen geltenden Werth hefert wenn der andere Faktor einen geltenden
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Werth hat, so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zuo-
gleich entweder B selbst oder auch X eine Grisse nullter oder %-ter

213 Stufe ist, | allemal X null sein miisse, wenn B . X null sein soll. Es
wird also auch in diesem Kalle der Quotient eindentig sein; aber auch
i keinem andern. Denn wenn beide Grossen B und X von mittlerer
Stufe sind, das heisst, wenn ihre Stufenzahlen zwischen O und 7 liegen,
so wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden
konnen, dass B und X von einander abhingig sind, und ihr nichst-
umfassendes System doch nicht das Hauptsystem selbst ist; es wird
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth fiir X geben, dessen
Produkt mit B Null giebt, das heisst, es wird dann der Quotient nicht
eindeutig sein.

Ist der Divisor null, so wird, da Null mit jeder Grosse, die wir
bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verkniipft Null giebt, auch
der Dividend null sein miissen, wenn der Quotient eine der bisher ent-
wickelten Grossen sein soll, und zwar wird dann jede dieser Griissen
als ein besonderer Werth des Quotienten anfgefasst werden kdnnen.
Ist der Dividend aber eine Grisse von geltendem Werthe, wihrend
der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als eine Grésse von
ganz neuer Gattung, die wir als wnendliche Grisse bezeichnen konnen,
withrend die bisher betrachteten als endliche erschienen.

Fassen wir nun die soeben gewonnenen Ergebnisse zusammen, in-
dem wir zugleich bedenken, dass wenn C' von nullter oder h-ter Stufe
ist, Dividend und Divisor gleichartig sind, so gelangen wir zu dem
Satze :

Der Quotient stellt dann und me dann einen emzigen, endlichen
Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe ist, und zugleich
entweder selbst als Grisse nullter Stufe dargestellt werden hann®), oder
dem Dividend gleichartig ist. Sind Dividend und Divisor null, so ist der
Quotient jede beliebige endliche Grisse. Ist der Divisor null, der Dividend

215 nicht, so ist der Quotient wnendlich. In jedem andern Falle, das heisst,
wenn der Divisor nicht null ist, und zugleich Divisor und Quotient beide
von mattlerer Stufe sind, ist der Quotient nur partiell bestimmi, und zwar
erhdlt man dann aus emem besondern Werthe des Quotienten den allge-
meinen, indem man den allgemeinen Ausdruck einer Grisse, die mit dem
Divisor multiplicirt Null giebt, hinzuaddirt.

214 Ein besonderes Interesse gewihren hier noch solche Ausdriicke,
deren Dividend die Einheit ist, wihrend der Divisor eine Grosse von

*) Denn auch die Grosse h-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als Grosse
nullter Stufe dazgestellt werden.
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geltender Stufe darstellt, zum Beispiel der Quotient ‘&113‘ Ist hier abed
oder H das Hauptmass, so ist |

1 1 0
=11 (o2 +23);
WO ;)b jede von ab abhiingige Grisse zweiter Stufe darstellt.

§ 142. Vollkommene Anslogie zwischen dusserer und eingewandter
Mnultiplikation.

Um die Analogie zwischen der fusseren Multiplikation und der
reinen eingewandten Multiplikation zu vollenden, bleibt uns noch eine
Betrachtung iibrig. Nimlich es liessen sich bei der #usseren Multi-
plikation alle Grossen hoherer Stufen als Produkte der Grossen erster
Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Verlkmiipfung liessen sich aus
den Verkniipfungsgesetzen fiir Grossen erster Stufe auf rein formelle
Weise ableiten. Den Grossen erster Stufe entsprechen nach § 138 bei
der eingewandten Multiplikation Grossen, deren Erginzzahl Eins ist,
das heisst Grossen (b — 1)-ter Stufe, wenn das Beziehunggsystem fiir
alle Grossen und Produkte dasselbe, und zwar ein System von hA-ter
Stufe ist, Durch ihre Multiplikation entstehen nach § 138 Grossen,
deren Erginzzahlen die Einheit tibertreffen, das heisst also, deren Stufen-
zahlen kleiner sind als (h— 1). Es kommt daber, um die vollstindige
Analogie nachzuweisen, nur darauf an, die Analogie der Cresetze fiir
diese Grossen erster und (b — 1)-ter Stufe darzuthun.

Die Identitit dieser Gesetze, sofern sie mur die allgemeinen Ver-
kniipfungsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der Husseren Multiplikation als
solcher, sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des gemein-
schaftlichen Systemes | zuriickgehen, auch fiir die eingewandte, aunf e 216
festes Hauptsystem beziigliche Multiplikation gelten, wenn man statt
des Begriffs der Stufenzahl den der Erginzzahl, und stabt des Begriffs
des gemeinschaftlichen Systems den des nichstumfassenden einfiihrt,
und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Abhingigkeit, auf den
alle hesonderen Gesetze der fusseren Multiplikation, als anf ihre Wurzel,
gegriindet sind, durch den des gemeinschaftlichen oder nichstumfassen-
den Systemes bestimmt ist, werden die | Gesetze der dusseren Multi- 215
plikation sich auch auf die reine eingewandte nach jenem Princip tiber-
tragen lassen.

Aber der Begriff der Abhiingigkeit, welcher zuerst bei Grossen
erster Stufe hervortrat, wurde urspringlich ganz anders bestimmt, und
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viele spiter entwickelten Gesetze griinden gich auf diese urspriingliche
Bestimmung. Namlich es wurde urspriinglich eine Grosse erster Stufe
dann als abhiingig von einer Reihe solcher Grossen dargestellt, wenn
sich jeme als Summe von Stiicken ausdriicken lasst, welche diesen
gleichartig sind, oder, wie wir es spiiterhin ausdriickten, wenn sich jene
als Vielfachensumme von diesen darstellen lisst; und so nannten wir
fiberhaupt mehrere Grossen erster Stufe von einander abhinglg, wenn
sich eine. derselben als Vielfachensumme der iibrigen darstellen ldsst,
und erst daraus folgte dann vermittelst des urspriinglichen Begriffs des
Systemes, dass n Grossen erster Stufe dann und nur dann von ein-
ander abhiingig sind, wenn sie von einem Systeme von niederer als der
n-ten Stufe umfasst werden, und vermittelst des Begriffs der dusseren
Multiplikation, dass das Produkt abhiingiger Grbssen, aber auch nur
ein solches, null sei. Wir miissen daher zu jener urspriinglichen Be-
stimmung auf mmserm Gebiete das Analoge suchen.

Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grossen erster Stufe
gegeben waren, deren #usseres Prodult nicht null ist, so zeigte sich,
dass jede andere Grosse erster Stufe, die diesem Systeme angehort,
sich als Vielfachensumme jemer ersteren darstellen lisst. Der analoge
Satz wiirde hier lauten: Wenn in einem Systeme n-ter Stufe n Grissen
(n — 1)-ter Stufe gegeben sind, deren eingewandies auf jenes System be-
giigliche Produkt wicht null ist, so lisst sich jede andere Grisse (n — 1)-ter
Stufe, welche diesem Systeme angehirt, als Vielfachensumme der ersteren
darstellen.

917 Der Beweis dieses Satzes ergiebt | sich aus § 138. Nimlich nach
dem angefiihrten Paragraphen werden je (n — 1) von den » Faktoren,
welche die im Satze ausgesprochene Beschaffenheit haben, als gemein-
schaftliches System ein System erster Stufe haben, wihrend alle n
Faktoren kein System von geltender Stufe gemeinschaftlich haben
diirfen, wenn das Produkt einen geltenden Werth haben soll. Es wird
also im Ganzen n solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer
je (n— 1) einem der n Faktoren untergeordnet sind. Diese n Systeme
erster Stufe miissen aber von einander unabhiingig sein; denn wire

216 eins derselben | von den iibrigen (# — 1) abhiingig, so miisste es in
dem durch sie bedingten Systeme liegen (nach dem urspriinglichen Be-
griffe des Systems); es sind aber diese iibrigen einem der n Faktoren
untergeordnet, folglich miisste auch jenes erste System diesem Faktor
untergeordnet sein; es ist aber jemes erste System das den iibrigen
(n —1) Faktoren gemeinschaftliche System, folglich wiirde dies System
allen % Faktoren gemeinschaftlich sein, also das Produkt nach § 138
null sein, gegen die Voraussetzung. Hs sind also in der That jene n
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Systeme erster Stufe von einander unabhiingig. Nehmen wir nun n
beliebige Grossen erster Stufe an, welche diesen Systemen angehoren
und also gleichfalls von einander unabhingig sind, so wird zuerst jeder
der gegebenen n Faktoren, da ihm (» —1) jener Grossen erster Stufe
untergeordnet sind, und er selbst von (n— 1)-ter Stufe ist, sich als
Vielfaches von dem #Husseren Produkte jener Grossen darstellen lassen;
ferner wird jede Grosse erster Stufe, welche dem Hauptsysteme (n-ter
Stufe) angehort, sich als Vielfachensumme jener n Grossen erster Stufe,
also auch jede Grosse (n— 1)-ter Stufe, die jenem Hauptsysteme an-
gehort, sich als iusseres Produkt aus (n — 1) solchen Vielfachensummen
darstellen lassen. Das Produkt dieser (n — 1) Vielfachensummen ver-
wandelt sich aber beim Durchmultipliciren in eine Vielfachensumme
von iiusseren Produkten zu (n— 1) Faktoren aus jenen n Grossen
erster Stufe, folglich auch, da diese Produkte den n gegebenen Fak-
toren gleichartig sind, in eine Vielfachensumme dieser Faktoren,

Wir haben also den oben ausgesprochenen Satz bewiesen. Doch "
ist damit noch nicht unsere Aufgabe gelost. Vielmehr beruhte das
Wesen der idusseren Multiplikation als fiusserer auf dem Satze, dass
ein Produkt von Grossen erster Stufe dann | und nur dann mull sei, 218
wenn sich eine derselben als Vielfachensumme der iibrigen darstellen
liess; und ehe wir diesen Satz nicht auf unser Gebiet iibertragen haben,
ist die Analogie noch nicht vollstiindig.

Dass ein Produkt von Grossen (r— 1)-ter Stufe dann allemal
null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern darstell-
bar ist, erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultiplicirens, wemn
man zugleich festhiilt, dass das Produkt zweier gleichartiger Grissen
(n — 1)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass das Produkt auch
nur dann null sei, wenn sich einer der Faktoren als Vielfachensumme
der andern darstellen lisst, miissen wir zeigen, | dass, wenn zu einem 217
geltenden Produkt von m Faktoren (n — 1)-ter Stufe in einem Haupt-
systeme n-ter Stufe ein Faktor derselben (n — 1)-ten Stufe hinzutritt,
welcher das Produkt null macht, sich dieser als Vielfachensumme der
‘ersteren darstellen Lisst.

Dass ein Produkt aus mehr als n Faktoren dieser Art null wird,
liegt schon in dem allgemeinen Satze § 138, ergiebt sich aber auch
schon sogleich aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn ferner zu =
solchen Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faktor
derselben Stufe hinzukommt, so wird dieser einestheils das Produkt
immer null machen, anderntheils sich als Vielfachensumme jener n
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also,
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um den Beweis unseres Satzes zu fithven, nur der Fall zu beriick-
sichtigen iibrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner ist als die
Stufe des Hauptsystemes (n).

In diesem Falle kénnen wir zur Fiihrung des Beweises (12 — m)
Faktoren (n — 1)-ter Stufe zu Hiilfe nehmen, welche mit den gegebenen
m Faktoren ein Produkt von geltendem Werthe liefern. Dann wird
sich der Faktor (n — 1)-ter Stufe, welcher zu dem Produkt der m ge-
gebenen Faktoren (P) hinzutreten und dasselbe null machen soll, nach
dem vorher bewiesenen Satze als Vielfachensumme der simmtlichen
n Girossen, deren Produkt geltenden Werth hat, darstellen lassen, das
heisst, als Summe, deren eines Stiick (4) eine Vielfachensumme der
gegebenen m Faktoren, und deren anderes Stiick (B) eine Vielfachen-
summe der zu Hiilfe genommenen Faktoren ist, und zu beweisen bleibt,
dass dies zweite Stiick null sei. Multipliciren wir nun das Produkt
der m gegebenen Fakbtoren (P) mit dieser Summe (4 4 B), so konnen

219 wir das erste Stiick (4) | weglassen, da es als Vielfachensumme von

, den ersten m Falktoren erscheint, also wmit ihnen multiplicirt Null giebt.
Da nun das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren Null
betragen sollte, also P. (4 + B) = 0 sein sollte, so folgt jetzt, dass
das Produkt ihres zweiten Stiickes in die m gegehenen Faktoren auch
null sein miisse; also

, P.B=.

Dies zweite Stiick B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hiilfe ge-
nommenen (» — m) Faktoren; und wir konnen zeigen, dass die Koeffi-
cienten dieser Vielfachensumme simmtlich Null betragen miissen, sie

218 selbst also null sei. Zu dem Ende multiplicire man, statt mit der
Vielfachensumme B, mit ihren Stiicken, so erhilt man eine Vielfachen-
summe mit denselben Koefficienten, und zwar enthilt jedes Glied ausser
den m gegebenen Faktoren einen von den zu Hiilfe genommenen. Um
nun zu beweisen, dass der Koefficient zn irgend einem solchen Gliede
null sei, hat man nur noch mit denjenigen (n — m — 1) von den zu
Hiilfe genommenen Faktoren, welche diesem Gliede fehlen, heide Seiten
der obigen Gleichung, oder vielmehr deren Glieder zu multipliciren;
o ist klar, dass dann alle jene Glieder ausser dem Einen wegfallen,
und die Gleichung dann aussagt, dass dies Glied, also auch sein Koef-
ficient null sei. Hs sind somit simmtliche Koefficienten der Vielfachen-
summe B null, also sie selbst null; also [ist]| der hinzutretende Faltor,
welcher gleich 4 4 B gesetzt war, gleich A, das heisst, eine Viel-
fachensumme der m gegebenen Faktoren, was wir beweisen wollten.
Fassen wir daher die gewonnenen Resultate zusammen, so gelangen
wir zu dem Satze:
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Bin Produlit von Grissen (n—1)-ter Stufe in Besug auf ein Haupt-
system m-ter Stufe ist damn und nur dann null, wenn sich eime derselben
als Vielfachensumme der iibrigen darstellen léisst.

Durch dies Gesetz ist nmun die Analogie zwischen eingewandfer
und #Husserer Multiplikation, sobald das Beziehungssystem ein und das-
selbe ist und zugleich das Hauptsystem darstellt, dem alle in Betracht
gezogenen Grossen angehoren, vollendet. Und alle Gesetze der fusseren
Multiplikation, so weit die nachgewiesene Analogie reicht, das heisst,
welche auf die allgemeinen Verkniipfungsbegriffe, oder auf die Begriffe
von Ueberordnung und Unterordnung der | Griossen und auf die Stufen- 220
zahlen zuriickgehen, werden in analoger Form, imdem man niimlich die
Begriffe der Ueberordnung und Unterordnung vertauscht, den Begriff
der Stufenzahl aber durch den der Hrgiinzzahl ersetzt, anch fiir die
eingewandte auf das Hauptsystem beziigliche Multiplikation gelten.
Und da auch das Hinzufiigen von Falktoren, die das Hauptsystem dar-
stellen, wenn es nur in allen Gliedern einer Gleichung gleich vielmal
geschieht, die Gleichung nicht findert, so bestehen jene Gesetze auch
noeh, wenn man statt der reinen Grissen die Beziehungsgrossen setat,
deren Beziehungssystem gleichfalls das Hauptsystem ist.

§ 143%). Doppelsystem und darauf besiigliches Produkt.

Nachdem ich nun die vollkommene Amnalogie zwischen #usserer219
und eingewandter Multiplikation dargethan habe, will ich noch auf
eine Erweiterung der bisherigen Betrachtungsweise aufmerksam machen.

Hat man nimlich mehrere Grossen, welche demselben Systeme
a-ter Stufe iibergeordnet und demselben Systeme (a - b)-ter Stufe
untergeordnet sind, so kann man dieselben als Produkte darstellen,
deren einer Faktor (4) von a-ter Stufe und in allen derselbe ist, wiih-
rend die andern Faktoren demselben Systeme U-ter Stufe, B3, welches
von A unabhiingig ist, angehoren. Dann leuchtet sogleich ein, dass jede
Zahlenrelation, welche zwischen diesen Faktoren, die dem Systeme B
angehoren, statt findet, auch zwischen den urspriinglichen Grossen (da
sie durch Multiplikation der letzteren mit A hervorgehen) herrschen
miisse, und umgekehrt, dass jede Zahlenrelation, welche zwischen diesen
letzteren herrseht, auch zwischen den ersteren herrschen miisse (da
man nach § 81 in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation dar-
stellen, den Faktor 4 weglassen darf). Nehmen wir namentlich Grossen

*) Auch die hier angedeutete Erweiterung des Begriffes ist in der Ausgabe
von 1862 von mir anfgegeben worden. (1877.)
Grassmann, Werke. 1 i6
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(a 4+ 1)-ter Stufe an, zum Beispiel 4¢, Ad, ..., wo ¢, d, ... dem
Systeme B angehoren, so werden zwischen Ade, Ad, ... dieselben
Zahlenrelationen herrschen, wie zwischen ¢, d, ..., und umgekehrt.

Setzt man daher den Begriff des Produktes solcher Grossen Ae,
Ad, ... so fest, dass es pull wird, wenn das Produkt der entsprechemn-
den Grossen ¢, d, ... es wird; so wird man nun alle Begriffe und
Gesetze von Grossen erster Stufe in einem Systeme b-ter Stufe, also
auch alle Begriffe und Gesetze von Grossen hoherer Stufen in einem
solchen Systeme, auf jene Grossen (@ 4 1)-ter Stufe und die daraus
anf gleiche Weise erzeugten Grossen iibertragen kommen. Hierdurch

221 entwickelt sich eine Reihe neuer Begriffe, von denen ich die wichtig-
sten hier kurz zusammenstellen will.

Wir kionnen die Vereinigung zweier solcher Systeme, von denen
das eine dem andern untergeordnet ist, ein Doppelsystem nennen, und
sagen, eine Grosse sel diesem Doppelsystem eingeordnet, wenn sie dem
einen der beiden Systeme, aus denen das Doppelsystem besteht, tiber-
geordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir kionnen das hohere von

290 den heiden Systemen, aus denen das Doppelsystem | besteht, das Ober-
system, das niedere das Unifersystem nennen. Dann zeigh sich, wie ein
auf ein Doppelsystem beziigliches Produkt zweier geltenden Werthe,
die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal dann, aber auch nur
dann nuil ist, wenn das den beiden Faktoren gemeinschaftliche System
von hoherer Stufe als das Untersystem, und zugleich das sie zuniichst
umfassende von niederer Stufe als das Obersystem ist, dass ferner ein
Produkt von geltendem Werthe in Bezug auf jenes Doppelsystem als
finsseres erscheint, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System
das Untersystem ist, und als ein eingewandtes, wenn das sie zunichst
umfassende System das Obersystem ist, und dass endlich em solches
Produkt zugleich als Husseres und eingewandtes aufgefasst werden
kann, wenn beide Bedingungen zugleich erfiillt sind. Zugleich erweitert
sich hierdurch der Begriff- der Beziehungsgrbsse, indem diese num in
der Form der Unterordnung als Produkt von Grbssen erscheinen kann,
welche drei verschiedere einander eingeordnete Systeme darstellen, von
denen die erste das Obersystem, die letzte das Untersystem, und die
mittlere das eigenthiimliche System der Grbsse ist. Um daher den
eigenthiimlichen Werth eimer solchen Beziehungsgrosse aufzufassen,
werden zwei Masse erforderlich sein, von denen das eine dem Ober-
system, das andere dem Untersysteme zugehort; und nur in Bezug auf
ein solches Doppelmass wird diese neue Bezichungsgrbsse einen be-
stimmten eigenthiimlichen Werth darbieten.

Da auch die Beziehungsgrossen, welche sich auf em einfaches
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System beziehen, als auf ein Doppelsystem beziigliche angesehen werden
kinnen, dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass
die nen gewonnene Grossengattung von allgemeinerer Natur ist und
jene erstere als besondere Gattung unter sich begreift Da ferner die
Beziehungsgrossen als allgemeinere Grossengattung zu den reinen

Elementargrossen, und diese wieder als allgemeinere Grissengattung 222

zu den reinen Ausdehnungsgrossen auftraten, so bilden die Beziehungs-
grossen iiberhaupt die allgemeinste Grossengattung, zu welcher wir
aunf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine Multiplikation
als die allgemeinste Multiplikationsweise sich darstellt, bei welcher
noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und namentlich auch das
Zusammenfassungsgesetz fortbesteht, so erscheint hier die theoretische

Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als | vollendet, insofern 221

man nicht auch die Multiplikationsweisen in Betracht ziehen will, fiir
welche das Zusammenfassungsgesetz nicht mehr gilt. )

Wir schreiten daher zu den Anwendungen, und behalten dem fol-
genden Kapitel nur noch die specielle Behandlung der Verwandtschafts-
verhiiltnisse vor, welche am geeignetsten erscheint, um die in diesem
Theile gewonnenen HKrgebnisse in einander zu verflechten, wnd ihre
gegenseitigen Bezichungen aus Licht treten zu lassen.

B. Anwendungen.

§ 144. Eingewandtes Produkt in der Geometrie.

Zuniichst ergeben sich aus dem allgemeinen Begriffe fiir die Geo-
metrie folgende Resultate:

Das Produkt zweier Liniengrdssen in der Ebene ist der Durch-
schnittspunkt beider Linien, verbunden mit einem Theil jener Ebene
als Faktor; sind zum Beispiel ab wnd a¢, wo a, b, ¢ Punkte vorstellen,
die beiden Liniengrossen, so ist ihr Produkt abe.a; ferner das Pro-
dukt dreier Liniengréssen in der Ebene ist gleich dem zweimal als
Faktor gesetzten doppelten Flicheninhalt des von den Linien einge-
schlossenen Dreiecks, multiplicirt mit dem Produkt der drei Quotienten,
welche ausdriicken, wie oft jede Seite in der zugehbrigen Liniengrosse
enthalten ist; denn sind @, b, ¢ jene drei Punkte, und mab, nac, pbe,
wo m, n, p Zahlgrossen sind, die drei Liniengréssen, so ist das Pro-

dukt derselben gleich
mup . abe . abe.

*) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mamnigfache Anwendung
gestatten, zu behandeln seien, habe ich am Schlusse des Werkes anzudeunten
gesucht.

16*
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Das Produkt zweier Plangrossen im Raume ist ein Theil der Durch-
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, zum Beispiel
abe . abd = abed . ab, ferner das Produkt dreier Plangrdssen ist der

293 Durchschmittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des
Raumes, zum Beispiel abc.abd .acd — abed . abed . a. Das Produkt
von vier Plangrossen stellt drei als Faktoren verbundene Theile des
Raums dar, zum Beispiel

mabe . nabd . paed . gbed = mnpq . abed . abed . abed.

Dies letzte Produkt wird null, wenn eine der Grossen m, ... g es
wird, oder wenn der eingeschlossene Korperraum null wird, das heisst,
die vier Ebenen sich in einem Punkte schneiden, wie dies auch schon
im Begriff liegt. Das Produkt einer Liniengrosse und einer Plangrisse

2221ist | ein Theil des Raumes multiplicirt mit dem Durchschnittspunlkt,
zum Beispiel ab . acd = abed . a.

Tch habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Oberfliichen
durch Gleichungen darzustellen, mit unserer Wissenschaft in Beziehung
gesetzt, und gezeigt, wie zum Beispiel eine Oberfliche als geometrischer
Ort eines Punktes dargestellt werden kann, zwischen dessen Zeigern
(in Bezug auf irgend ein Richtsystem) eine Gleichung statt findet. Ich
habe dort gezeigt, wie die Oberfliche auch als Umhiille einer verinder-
lichen Ebene oder vielmehr Plangrosse dargestellt werden kann, zwischen
deren Zeigern eine Gleichung n-ten Grades statt findet, und ich habe
dort angedeutet, dass die umbhiillte Oberfliche dann eine Oberfliche
n-ter Klasse sei; dies hingt davon ab, dass die Gleichung zwischen
den Zeigern einer verfinderlichen Ebene, welche einen festen Punlkt
umhiillt, dann von erstem Grade ist.

In der That, ist @ dieser Punkt und P die Ebene, so hat man
sogleich fiir den Fall, dass P durch a geht, die Gleichung

P.a=0.
Sind 4, B, C, D die vier Richtmasse dritter Stufe, als deren Viel-
fachensumme P erscheint, und wird einer der Zeiger, zum Beispiel der
von D, gleich Bins gesetzb (was immer, da es aunf den Masswerth*)
von P nicht ankommt, verstattet ist), und ist

| P=gA+4yB+2C+ D,
so erhilt man

0= Pa=uxzAa + yBa + 2Ca + Da,
was eine Gleichung ersten Grades ist; somit erscheint, wie es sein
224 muss, der Punkt als Oberfliche erster Klasse.

*) 8o nenne ich das Quantum der Grisse, wenn ihr System}schon feststelt,
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Will man die Gleichung eines Punktes aufstellen, der durch drei
feste Ebenen bestimmt ist, oder, was dasselbe ist, will man die Be-
dingung aufstellen, unter welcher eine Ebene P mit drei andern 4, B, C
durch denselben Punkt geht, so hat man sogleich

P.A.B.C=0, |

eine Gleichung, welche die hichst verwickelten Gleichungen, zu | denen 223
die gewdhnliche Koordinatenmethode fiihrt, vollkommen ersetst.

§ 145, Allgemeiner Satz iiber algebraische EKurven und Ober-
flichen,

Die Gleichungen fiir die Kurven und krummen Oberflichen, wie
wir sie bisher darstellten, waven, da sie zwischen den Zeigern der ver-
anderlichen Grisse statt fanden, rein arithmetischer Natur, und be-
zogen sich jedesmal auf bestimmte, mit der Natur des durch die
Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammenhang stehende
Richtsysteme; und nur die Gleichungen ersten Grades stellten wir in
rein geometrischer Form dar. In der That konnten auch nur diese,
wemnn wir bei dem reinen Produkte stehen blieben, in geometrischer
Form dargestellt werden, indem die verinderliche Grosse dann nur
einmal als Fakior vorkommen komnte. Dagegen bietet uns das ge-
mischte Produkt ein ausgezeichnetes Mittel dar, nm die Kurven und
Oberflichen hoherer Grade in rein geometrischer Form darzustellen.

Es ist nimlich sogleich klar, dass, wenn wir eine belicbige Glei-
chung zwischen Awsdehmungsgrossen haben, deren Glieder gemischte Pro-
dulite sind, der Grad der Gleichung in Bezug auf eine derselben (P)
stets so hoch ist, als die Anzahl (m) betrigt, wie oft diese Ausdehmungs-
grisse (P) in einem und demselben Gliede von geltendem Werthe hichslens
als Faltor vorkommt, das heisst, dass ste durch Zahlengleichungen er-
setzt wird, von denen wewigstens Tiine in Bezug auf dic Zeiger der ver-
énderlichen Ausdehnungsgrisse einen Grad erreicht, welcher jener Amnzall
gleich 1st.

Dies folgt unmittelbar, da man, um zu den ersetzenden Zahlen-
gleichungen zu gelangen, nur statt jeder Grosse die Summe aus den
Produkten ihrer Zeiger in die zugehorigen Richtmasse zu setzen, dann
die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der gegebenen Glei-
chung anzowenden hat, indem man, statt mit der Summe zu multi-
pliciren, mit den einzelnen Stiicken multiplicirt, und dann die Glieder,
welche demselben Richtgebiete gleichartig | sind, jedesmal zu Hiner 22
(leichung vereinigh. s ist klar, dass dabei die Zeiger der verdnder-
lichen Grosse P in einem Gliede so oft als Faktoren erscheinen, als
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P in dem Gliede, aus welchem das erstere hervorging, als Faktor vor-
kam. Somit kann also der Grad dieser Zeigergleichungen nie hgher
sein, als die oben bezeichnete Anzahl (m) betriigt. Aber es muss auch
wenigstens eine derselben diesen Grad (m) wirklich erreichen; denn

224 wiire dies nicht der IFall, | so miissten die simmtlichen Glieder, welche
aus demjenigen Gliede hervorgehen, was jene Grisse in hochster An-
zahl als Faktor enthiilt, null werden, also auch jemes Glied selbst null
sein, wider die Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben auf-
gestellten Satzes bewiesen.

Hierbei haben wir noch zu bemerken, dass die Gleichung im All-
gemeinen nicht nur das System der veriinderlichen Grosse bestimmt,
sondern auch ithren Masswerth. Bei der gewihnlichen Betrachtung der
Kurven und Oberflichen kommt es aber nur auf die Bestimmung des
Systems an¥*), obgleich auch der Masswerth fiir die Theorie nicht
ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der gewthnlichen Betrach-
tungsweise annihern, so haben wir die allgemeine Gleichung so zu
specialisiren, dass dadurch der Masswerth nicht mit bestimmt ist, das
heisst, dass, wenn irgend eine Ausdehnungsgrisse der (urspriinglichen)
Gleichung geniigt, anch jede ihr gleichartige, das heisst, deren Zeiger
denen der ersteren proportional sind, derselben geniigen wird, Es ist
sogleich einleuchtend, dass dann in allen Gliedern der Gleichung die
Grosse P in gleicher Anzahl (m) als Faktor vorkommen muss, und
dass dann auch die Zeigergleichung eine symmetrische desselben Grades
wird, das heisst, in allen Gliedern ehenso viele (m) Zeiger von P als
Faktoren vorkommen werden. Dividirt man dann die Gleichung durch
die m-te Potenz von einem der Zeiger, so erhiilt man (unter der
Voraussetzung, dass jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der
gewohnlichen Form, in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt.

§ 146—148. Allgemeiner Satz iiber Kurven in der Ebene und
Anwendurig desselben auf die Eegelschnitte.

§ 146.

226 Wir beschrinken uns, um die Bedeutung dieses bisher moch un-
bekannten Satzes, welcher iiber den Zusammenhang der Kurven und
Oberfléichen ein bisher wohl kaum geahntes Licht verbreitet, zur An-

*) Zum Beispiel, wenn eine Kurve als geometrischer Ort eines Punktes be-
stimmt werden soll, so kommt es nur auf die Lage dieses Punkies, nicht anf das
ihm anhaftende Gewicht an; oder soll die Kurve als Umhiille einer veriinderlichen
geraden Linie aufgefasst werden, so kommt es eben nur auf die Lage jener Linie
an, nicht auf deren Lange, also iberall auf das System, nicht auf den Masswerth.
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schauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, indem die analoge
Betrachtung der Kurven im Raume und der krummen Oberflichen
dann kaum noch einer Erliuterung bedarf.

Hs zeigh sich sogleich, dass die geometrische Gleichung nur dann
eine Kurve darstellen wird, wenn sie durch Eine arithmetische ersetzt22s
wird, das heisst, wenn sie, da die Hbene ein Elementarsystem dritter
Stufe ist, gleichfalls von dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sich
dann aus dem allgemeinen Satze des vorigen Paragraphen folgende
Specialsitze:

Wenn die Lage eines Punkies (p) in der Ebene dadwrch beschrinkt
ist, dass drei Punkte, welche durch Konstrultionen vermiitelst des Lineals
aus jenem Punkte (p) und aus ciner gegebenen Reihe fester gerader
Linien oder Punlite hervorgehen, wn Finer geraden Linie liegen (oder dvet
solche Gerade durch Tinen Punkt gehen), so ist der Ort jenes Punltes
(p) eine algebraische Kurve, deren Ordnung man durch blosses Nachzihlen
findet. Néamlich man hat nur nacheuzihlen, wie oft bei den angenonanenen
Konstrultionen auf den beweglichen Punkt (p) zuriickgegangen wird, ohne
dass man auf einen andern beweglichen Punkt zuriickgeht; die so erhaltene
Zahl (m) ist dann die Ordnungszahl der Kurve.

Es ist hierbei klar, dass, wenn man auf einen andern beweglichen
Punkt zuriickgeht, bei dessen Erzeugung p selbst n-mal angewandt
ist, es dasselbe ist, als wiire man auf p selbst n-mal zuriickgegangen.

Der Beweis Desteht nur darin, dass ich zeige, wie daraus eine
geometrische Gleichung hervorgeht, in der p so oft als Faktor eines
(Hliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des Lineals in der
Ebene besteht niimlich darin, dass entweder zwei Punkte durch eine
gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt zweier gerader
Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen den beiden Punkten
ist aber das Produkt derselben, und der Durchschnittspunkt zweier
gerader Linien, wenn es nicht auf das Gewicht ankommt, gleichfalls
ihr Produkt; folglich kann ich jeder linealen Konstruktion, bei welcher
ein Punkt oder eine Linie angewandt wird, eine Multiplikation mait
diesem Punkte oder dieser Limie | substituiren; die drei Punkte oder 227
Geraden, welche somit durch lineale Konstruktionen aus den gegebenen
und der verinderlichen Grisse erfolgen, werden als Produkte derselben
erscheinen; und da jene drei Punkte in einer geraden Linie liegen,
oder jeme drei Linien durch einen Punkt gehen sollen, so heisst das,
ihr Produkt ist mull, also hat man eine geometrische Gleichung aus
einem Gliede, in welchem p so oft als Faktor erscheint, als es bei
jenen Konstruktionen angewandt ist, | also ist die entstehende Kurve 226
von eben so vielter Ordnung.
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Den entsprechenden Satz fiir die durch eine veriinderliche Gerade
umhiillte Kurve erhilt man ans dem obigen, wenn man die Ausdriicke
Punkt und Gerade verwechselt, und statt des Ausdrucks ,Ordoung*
den Ausdruck ,Klagse® einfithrt. Ich will hier noch bemerken, dass
diese BSiitze ohne alle Einschrinkung gelten, wenn man nur festhilt,
dass der Ort eines Pumnktes, dessen Koordinaten durch eine (Hleichung
m-ten Grades von einander abhingen, ohne Ausnahme als Kurve m-ter
Ordnung aufzufassen ist, mag diese Kurve nun eine Gestalt annehmen,
welche sie will, mag sie zum Beigpiel in ein System von m geraden
Linien tibergehen, und mogen selbst beliebig viele dieser Geraden zu-
sammentallen,

§ 147.

Um diesen Satz auf einen noch specielleren Fall zu iibertragen,
will ich die geometrische Gleichung fir die Kurven zweiter Ordnung
aufstellen. _

Ist p der verinderliche Punkt, so hat man als Gleichung des
zweiten Grades, wenn die kleinen Buchstaben Punkte, die grossen

Linien vorstellen,
paBcDep =0,

oder, in Worten ausgedriickt, ,wenn die Seiten eines Dreiecks sich
um drei feste Punkte @, ¢, ¢ schwenken, wihrend zwei Ecken sich in
zwel festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte Ecke
emen Kegelschnitt.*

Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher durch fiinf Punkte
@, b, ¢, d, ¢ geht, ist

(pa . be) (pd . ce) (db . ae) = 0;

dass sie néimlich ein Kegelschnitt sei, folgt aus dem allgemeinen Satuze;
dass die fiinf Punkte a, b, ¢, d, ¢ in thm liegen, ergiebt sich leicht,
indem jeder derselben statt p gesetzt der Gleichung geniigt.

Niimlich zuerst ist klar, dass, wenn man p gleich a oder d setat,
auch ein Faktor, nimlich pa oder pd null wird, also das ganze Pro-
dukt null wird; also sind @ und d Punkte des Kegelschnittes. Ferner,

228wemn p gleich ¢ ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen
Produktes beide den Punkt ¢ dar, also ist ihr Produkt null; ist p
gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produktes die Grosse
b dar, das Produkt der beiden letsten die Grisse bd, und bbd ist null;
st p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grosse ¢ dar, das Pro-
dukt der beiden andern stellt die Grisse ae dar, und cae ist wieder
227 null.  Also liegen alle fiinf Punkte in jenem Kegelschnitt, und | es ist
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also die Aufgabe, die Gleichung eines durch fiinf Punkte bestimmten
Kegelschnittes aufzufinden, dadurch gelost.

Uebrigens stellt jene Gleichung nichts anders als die bekannte
Eigenschaft des mystischen Sechsecks dar.

§ 148.

Ich kann mich hier nicht auf die Entwicklung der neuen Kurven-
theorie einlassen, welche durch den von mir aufgestellten allgemeinen
Satz bedingt ist; ich muss mich hier damit begniigen, den Satz selbst
in seiner Allgemeinheit hingestellt, und durch seine Anwendung auf
die einfachsten I'ille seine Bedeutung anschaulich gemacht zu haben.

Iech bin iiberzeugt, dass schon hierdurch sowohl die Einfachheit
als auch die ausgezeichnete Allgemeinheit jenes Satzes klar geworden
sein wird; indem ja in der That alle Siitze, welche auf die Abhingig-
keit der Kurven von linealen Konstruktionen sich hbeziehen, hieraus
wit der grossten Leichtighkeit hervorstromen, withrend ihre Ableitung
bisher, wenn jene Siitze iiberhaupt bekannt waren, vermittelst weit-
Liuftiger Theorien erfolgte, und jeder dieser Siitze eine eigne Ableitung
erforderte. Hs ist auch klar genug, wie man jetzt diesen allgemeinen
Satz auch ohne Hiilfe der von mir angewandten Analyse ohne Schwierig-
keit beweisen kann; aber erst durch sie tritt der Satz in seiner un-
mittelbaren Klarheit hervor, wie er auch durch sie aunfgefunden ist;
und zugleich bietet diese Avalyse den hochst wichtigen Vortheil dar,
die durch lineale Konstruktionen bestimmten Kurven auf gleich ein-
fache Weise durch Gleichungen darzustellen.

Wie der Satz ebenso auf Kurven im Raume und auf krumme
Oberflichen iibertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung,
da der allgemeine Satz in § 145 dies schon i viel grosserer Allge-
meinheit fiir die abstrakte Wissenschaft leistet.

Viertes Kapitel.

Verwandischaftsheziehungen.
§ 149—151. Allgemeiner Begriff der (dusseren und eingewandten)
Abschattung und Projektion.

§ 149.

Wir kniipfen die Darstellung der Verwandtschaftsheziehungen an 229
den Begniff der Abschatiung.



<

250 A. Abschn, IL Kap. 4. Verwandtschaftsbeziehungen. § 149—151.

Unter der Abschattung einer Grisse 4 auf ein Grundsystem &

nach einem Leitsysteme L verstanden wir (§ 82) diejenige Grosse A’

228 welche dem Grundsysteme | G zugehort, und mit einem Theile des
Leitsystemes (L) gleiches Produkt liefert, wie die abgeschattete Grisse
(4), wobei vorausgesetzt wurde, dass G- von L unabhingig ist, und
das System LG das Hauptsystem darstellt, auf welches sich jenes Pro-
dulct bezieht,

Diese Erklirung stellten wir dort (in § 82) nur fiir den Fall
fest, dass unter den Grissen A4, L, G reine Ausdehnungsgrossen ver-
standen seien, und die Multiplikation eine #ussere, also 4" dem Grund-
systeme (@ untergeordnet sei. Diese Erklirung erweiterten wir in § 108,
indem wir statt der Ausdehnungsgrissen eine allgemeinere Grossen-
cattung, die Elementargrossen einfiihrten, und in § 142 deuteten wir
eine noch weiter reichende Verallgemeinerung an, indem statt der
fiusseren Multiplikation mit den ndthigen Veriinderungen und Be-
schriinkungen die eingewandte eingefiihrt werden konnte.

Halten wir die Bestimmung fest, dass zwei Grossen einander ein-
geordnet genannt werden, wenn eine von ihnen der andern unter-
geordnet ist, so kbnnen wir sagen: Unfer der Abschatiung einer reinen
Grisse A auf ein Grundsystem G nach einem Leitsysteme L wverstehen
wir diejenige Grisse A', welche dem Grundsysteme G eingeordnet ist, und
mit einem Theile von L in Bezug auf das aus Grundsystem und Leit-
system kombinirte System LG mulliplicirt dasselbe Produkt liefert, wie
die abgeschattete Grisse A. Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein
dusseres Produkt darstellt und das Hauptsystem ist, dem auch die
Grisse A angehort, und auf welches sich die Multiplikation bezieht.

Fs ergiebt sich hieraus sogleich im allgemeinsten Sinne die hochst
einfache Gleichung

14.6.
L&
230 In der That, da LA nach der Definition gleich L A" ist, so ist auch
LA.G=1LA4.G;

und da hier gleichfalls nach der Definition A" und G einander ein-
geordnet sind, so kann man 4’ und G nach § 136 vertauschen und
erhiilt somit den Ausdruck der rechten Seite

= LG . 4.
Somit ist nun, indem man durch LG die gewonnene Gleichung
LA.G=LG. A
dividirt, die Richtigkeit der oben aufgestellten Gleichung

4 =
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A = %ﬁ 2929
erwiesen, das heisst,
man erhilt die Abschattung eimer Grosse, wenn man das Leilsysiem
mit ihr und dem Grundsysteme fortschreitend multiplicirt, und das Re-
sultat durch das Prodult des Leitsystems in das Grundsystem dwidirt.

Hierdurch ist die in § 85 gestellte Aufgabe, die Abschattung
analytisch auszudriicken, wenn die abzuschattende Grosse und der Sinn
ibrer Abschattung, das heisst Grundsystem und Leitsystem gegeben
sind, fiir reine Grossen allgemein geldst.

§ 150.

Fiir Beziehungsgrissen haben wir nur festzusetzen, dass ihre Ab-
schattung gefunden wird, wenn man sowohl ihren eigenthiimlichen
Werth in Bezug auf irgend ein Mass, als auch dies Mass abschattet,
und in den Ausdruck der Beziehungsgrisse diese Abschattungen statt

jener Grossen einfiihrt. Ist zum Beispiel H®. A die Beziehungsgrosse,
H ihr Hauptmass und sind H’', A" die Abschattungen von H und 4
nach irgend einem Richtsysteme genommen, so ist H?®. A die Ab-
schattung der Beziehungsgrosse H®. A nach demselben Richtsysteme.

Es liegt ithrigens in der urspriinglichen Definition, dass die Ab-
schattung einer Zahlengrosse sowohl, als einer Grosse, die das Haupt-
system LG darstellt, der abgeschatteten Grosse selbst gleich ist. Daraus
folgt, dass, wenn das Bezichungssystem einer Beziehungsgrosse mit
dem Hauptsysteme LG zusammenfillt, man dann, um die Beziehungs-
grosse abzuschatten, nur ihren eigenthiimlichen Werth abzuschatten
braucht, und dass dann fiir die Abschattung der Beziehungsgrosse
noch die fiir reine Grossen aufgestellte Definition der Abschattung gilt.

Wir wollen die Abschattung | eine fiussere oder [eine] eingewandie 231
nennen, je nachdem das Produkt I, 4 ein fusseres oder [ein] eingewandtes,
das heisst, je nachdem die abzuschattende Grisse von niederer oder
hiherer Stufe ist, als das Grundsystem. Ist sie von gleicher Stufe, so
kamn LA als fiusseres und auch als eingewandtes Produkt aufgefasst,
die Abschattung dann also gleichfalls auf beiderlei Arten benann
werden. ’

§ 151.

Nennt man das System des Produktes zweier Grossen | die Kom-230
bination*) dieser Grossen oder ihrer Systeme, und nennt man das

*) Nach diesem Begriffe ist die Kombination, wenn das entsprechende Pro-
dukt null ist, unbestimmt.
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System der Abschattung die Projektion des Systems der abge-
schatteten Griosse, so kann man sagen, die Projektion cines Systemes
werde gefunden, wenn wman das System fortschreitend wit dem Leit-
systeme und dem Grundsysteme kombiniri. Indem wir dann die Pro-
jektion irgend einer Gesammtheit von Elementen, deren umfassendes
System von gleicher oder miederer Stufe ist als das Grundsystem, als
Gesammtheit der Projektionen dieser Elemente definiren, so haben wir
den gewthnlichen Begriff der Projektion, nur in etwas erweiterter
Form; und es zeigt sich, wie sich die Projektion von der Abschattung
nwr durch den Masswerth unterscheidet, withrend das System das-
selbe ist.
Um dies auf die Geometric anzuwenden, wollen wir zuerst als
Grundsystem eine Linie (7, als Leitsystem eine davon unabhingige Ele-
Pig. 18, mentargrosse erster Stufe 7, das heisst, da es
L nur auf das System ankommt, entweder einen
Punkt oder eine Richtung setzen. Die Pro-
jektion eines Punktes @ ist dann der Durch-
schnitt der Linie el mit @ (Fig. 13), wihrend
die Abschattung o gleich h; GG ist. Ist | eine
Richtung (oder eine mit digser Richtung be-
gabte Strecke), so ist die Projektion der Durch-

schnitt einer von @ aus nach dieser Richtung gezogenen Linie mit der
(Gtrundlinie &,

G

75

Ist das Grundsystem ein Punkt
¢, das Leitsystem eine Linie L, so
wird eine Linie A projicirt, indem
man den Durchschnitt zwischen A
und L mit g verbindet (s. Fig. 14)%).
Die Abschattung eines Theiles jener

Fig. 14,

o

N

232 Linie, | den wir gleichfalls mit 4 be-

zelchnen, wird dann dargestellt durch
die Gleichung
% N o L.A. g
A R A__L?“ .
Nach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden
kénnen von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn das

Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine Richtung

*) Man ist zwar nicht gewohnt, die so entstehende Linie als Projektion zu
betrachten; allein die Analogie fordert diese Betrachtungsweise. Die Projektion
igt hier némlich eine eingewandte, s. oben,
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ist; ferner von der eines Punktes oder einer Ebene, wenn | Leitsystem 231
und Grondsystem Linien sind; endlich von der einer Linie oder Ebene,
wenn das Grundsystem ein Punkt, das Leitsystem eine Ebene ist. Ist
die abzuschattende Grosse von gleicher Stufe mit dem Grundsystem,
so zeigh sich leicht, dass die Projektion ihres Systemes das Grund-
system selbst ist, dass also das Wesen der Abschattung dann nur in
dem Masswerthe derselben beruht.

§ 152. Abschattung der Summe.

Wir haben nun die Geltung der im fiinften Kapitel des I Ab-
schnittes (von § 81 an) fiir die dort bhehandelte Art der Abschattung
erwiesenen Gesetze auch fiir den soeben dargestellten allgemeineren
Begriff derselben zu untersuchen.

Dass diese Sitze noch gelten, wenn man statt der Ausdehnungs-
grossen Hlementargrossen setzt, folgte schon aus der vollkommenen
Uebereinstimmung zwischen den Gesetzen, die fiir beiderlei Grossen
gelten (5. § 108). Hs ist also die Geltung derselben nur noch fiir die
emgewandbe Abschattung darzulegen, und zugleich sind jeme Siitze
noch so zu erweitern, dass man auch statt der iusseren Multiplikation
die eingewandte einfiihrt.

Vergleichen wir den von § 81 an gewiihlten Gang der Ent-
wickelung, so konnen wir zunichst den am Schlusse jenes Paragraphen
aufgestellten Satz fiir das eingewandte Produkt in folgender Form
darstellen:

Wenn die Glieder einer Gleichung simmilich eingewandle Produlie
zu gwei Faktoven sind, und entweder der erste oder der letste Faktor (L)
. allen diesen Gliedern dersclbe ist, die ungleichen Faktoren aber dem-
selben Systeme (G) iibergeordnet sind, und dies System (G) mit dem gleichen
Faktor L multiplicirt das Hauptsystem liefert, so kann man den Fakior
L in allen Gliedern weglassen.

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den
Formen 4G, BG, ... darstellen lassen, wo A, B, ... dem L unter- 233
geordnet und die Produkte #ussere sind; damm wird die Gleichung in
der Form

L.AG+L.BG+4---=0

erscheinen, oder da

L.AG=LG. A4
ist, weil 4 dem L untergeordnet, G aber und I kombinirt das Haupt-
system darstellen, und ebenso

L.BG=LG.B, ..., 232

-l
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so erhilt man
LG. A+ LG.B+}---=0,
das heisst,
LG(A+ B+ --)=0,
welcher Gleichung, da L G das Hauptsystem darstellt, nur geniigt
wird, wenn

also auch
das heisst
AG 4+ BG + ---

gleich Null ist, und somit ist jener Satz bewiesen.

Aus diesem Satze folgen nun ganz auf dieselbe Weise, wie in
§ 82, die Sitze:

Lline Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle thre Glieder
wm demselben Sinne abschattet,

und

Die Abschattung einer Swmme ist gleich der Swwmme aus den Ab-

schattungen der Stiicke.

In der That erhilt man, wenn man die gegebene Gleichung glied-
weise mit dem Leitsystem (Z) multiplicirt, und statt der Glieder der
urgpriinglichen Gleichung nun in diese neue Gleichung ihre Abschat-
tungen auf dasselbe Grundsystem G setzt (was nach der Definition
der Abschattung verstattet ist), die Gleichung in der Form, dass man
nach dem zuletzt bewiesenen Satze den Faktor I weglassen darf; wo-
durch dann der erste jener beiden Sitze erwiesen ist, und somit auch
der zweite, welcher nur eme andere Ausdrucksweise desselben Satzes

darstellt #).

§ 163. Abschattung des Produktes.

2354 Die Sitze in § 84 setzen die Abschattung eines #usseren Pro-
duktes in Beziehung mit den Abschattungen seiner Faktoren, und wir
haben die entsprechenden Sitze aufzustellen, sowohl wemn das Pro-
dukt ein eingewandtes, als auch wenn die Abschattung eine einge-
wandte wird.

Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Beziehungssystem zugleich
das Hauptsystem der Abschattung ist, und ist die Abschattung durch-
weg eine eingewandte, das heisst micht nur die der Faktoren jenes

233 Produktes, sondern auch ins Besondere [die] des | Produktes selbst,

*) Was dem in § 83 dargestellten Satze entspricht, ist seinem wesentlichen
Gehalte nach schon friither da gewesen, und kann daher hier iibergangen werden.
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so gilt der in § 84 dargestellte Satz, dass die Abschattung eines Pro-
dultes das Produkt ist aus den Abschattungen seiner Falktoren, auch
fiir den soeben bezeichneten Fall, indem die Beweisfithrung genau die-
selbe ist, wie in jenem Paragraphen. Nimlich, sind 4, B die Faktoren
des Produktes, I das Leitsystem, @ das Grundsystem, so ist das Pro-
dukt L.(4.B) ein eingewandtes aus drei Faktoren in Besug auf
dasselbe Hauptsystem; da man hier beliebig zusammenfassen und mit
Beobachtung der Vorzeichen vertauschen kann, so wird der Werth
Jenes Produktes nicht gefindert, wenn man statt 4 und B Grossen
setzt, die mit L dieselben Produkte liefern, also zum Beispiel ihre Ab-
schattungen A" und B’ auf das Grondsystem (7 es ist also dann
L.(4.B)=1L.(4.B),

und da A" sowohl, als B’ als eingewandte Abschattungen dem Grund-
systeme tbergeordnet sind, so ist es auch ihr gemeinschaftliches System,
das heisst ihr Produkt, also ist 4". B die Abschattung von 4. B auf
G nach dem Leitsysteme L.

Es ist also die Geltung des Satzes fiir den hezeichneten Fall be-
wiesen; allein es zeigh sich bald, dass derselbe allgemein gilt, sobald
nur die Abschattungen des Produktes und der beiden Faktoren ent-
weder alle drei eingewandte, oder alle drei fiussere sind, mag nun das
Produkt ein fusseres oder eingewandtes sein.

Wir setzen zuerst voraus, dass das Produkt einen geltenden Werth
habe und seine beiden IFakboren reine Grissen seien; und zwar wollen
wir die Geltung des Satzes zuerst fiir den Fall beweisen, dass die Ab-
schattung durchweg eine #ussere, das Produkf ein eingewandtes ist.
Es seien die beiden Faktoren dieses Produktes A/ und N, B stelle ihr
gemeinschaftliches System dar; dann werden sich M und N als iiussere
Produkte in den Formen AL und BC darstellen lassen; und zwar
muss dann A B( als | fusseres Produkt einen geltenden Werth haben, 235
weil C mit AB keinen Faktor von geltender Stufe gemeinschaftlich
haben kann; denn hiitten sie einen solchen gemeinschaftlich, so wiirden
auch M und N, wie leicht zu sehen ist, ein System hoherer Stufe ge-
meinschaftlich haben, als B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist

M.N=AB.BO—= ABC. B,

indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung durchweg 234
eine fussere sei, sowohl fiir die Faktoren M und N, als auch fiir deren
Produkt, das heisst fiir ihr gemeinschaftliches System 5 und ihr niichst-
umfassendes A BC. Sind nun 4, B, ¢/, M', N'. beziehlich die fiusseren



256 A,. Abschn. 1L Kap. 4. Verwandtschaftsheziehungen. § 153.

Abschattungen von 4, B, C, M, N, so sind (nach § 84) A4'B’, B'C,
A B¢ die Abschattungen von AB, BC, ABC. VFerner da M.N
gleich ABC. B ist, so ist nach der in § 150 anfgestellten Definition
die Abschattung von M . N gleich dem Produkt der Abschattungen
von ABC und B, also gleich A'B'C’. B'. Ferner ist

M .N =AB.B'C=AB0.5,
also das Produkt der Abschattungen M'. N’ gleich der Abschattung
des Produktes M. N. Somit ist fiir den in Betracht gezogenen Fall
die Giiltigkeit des obigen Gesetzes nachgewiesen.

Es bleibt also das Fortbestehen dieses Gesetzes nur noch fiir den
Fall zu beweisen, dass die Abschattung durchweg eine eingewandte
ist. Der Beweis fiir diesen Fall ist genan derselbe, wie fiir den soeben
betrachteten Fall, wenn man nur nach dem in § 142 aufgestellten
Princip statt der #usseren Multiplikation die auf das Hauptsystem der
Abschattung besiigliche eingewandte Multiplikation einfithrt, und die
dort entwickelten Umiinderungen, welche durch diese Hinfithrung be-
dingt sind, eintreten liisst. Namentlich ist festzuhalten, dass, wie jede
Grosse, welche einer andern untergeordnet ist, als dusserer Faktor der-
selben dargestellt werden kamn, so auch jede Grosse, welche einer
andern fibergeordnet ist, als eingewandter Faktor derselben in Bezug
auf das Hauptsystem dargestellt werden kiomne. Um jedoch die Art
dieser Umiinderung an einem ziemlich zusammengesetzten Beispiele
Klar an’s Licht treten zu lassen, will ich die Uebertragung des obigen

236 Beweises hier ausfithrlich folgen | lassen,

Es seien die beiden Faktoren des eingewandten Produktes A/ und
N, B stelle ihr nichstumfassendes System dar; dann werden sich M
und N als eingewandte, auf das Hauptsystem der Abschattung beziig-
liche Produkte in den Formen AB und BC darstellen lassen*); und

o35 zwar muss dann A BC als | eingewandtes, anf das Hauptsystem der
Abschattung beziigliches Produkt einen geltenden Werth haben, weil
AB und C von keinem mniederen Systeme als dem Hauptsysteme um-
fasst werden konnen #¥); denn wiirden sie von einem solchen Systeme

# In der That, wenn S ein System darstellt, welches das System von B
gum Hauptsysteme der Abschattung erginzt, so wird man nur

S M NS

zu setzen haben.

*¥) Hier tritt die Analogie in dem Wortausdrucke nicht so klar hervor. Sollte
sie klar hervortreten, so miisste man im ersten Falle sagen: ,weil das System,
welches A B und € gemeinschaftlich haben, von keiner htheren Stufe als der
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umfasst, so wirden auch 3 und N, wie leicht zu sehen ist*), von
einem Systeme niederer Stufe umfasst werden, als B ist, gegen die
Voraussetzung. Nun ist
M.N=AB.BC= ABC.B,
indem B und BC einander eingeordnete Falktoren sind, welche man
daher bei der fortschreitenden Multiplilation nach § 136 vertauschen
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung durchweg
eine eingewandte sei, sowohl fiir die Faktoren M und N, als auch
fiir deren Produkt, das heisst, fiir ihr néichstumfassendes System B
und ihr gemeinschaftliches 4 BC. Sind nun 4 B, ¢, M', N | be-237
ziehlich die eingewandten Abschattungen von 4, B, ¢, M, N, so sind
(nach § 163) 4'B’, B'C’, A'B'C" die Abschattungen vou AB, BC,
ABC. Ferner, da M. N gleich ABC. B ist, so 1st nach der in § 150
aufgestellten Definition die Abschatbung von II. N gleich dem Pro-
dukt der Abschattungen von ABC und B, also gleich A'B'C'.B.
Ferner ist
M.N =AB.BC =ABC(C.B,

also das Produkt der Abschattungen M. N’ gleich der Abschattung
des Produktes I . N. Somit ist auch fiir diesen Fall die Giiltigkeit
des obigen Gesetzes nachgewiesen, 236

Wir setzten in beiden Fillen noch voraus, dass das abzuschattende
Produkt einen geltenden Werth habe, und die Faktoren reine Grossen
seien. Ist das abzuschattende Produkt null, so ist, um die Geltung
jenes Gesetzes auch fiir diesen Fall zu erweisen, nur zu zeigen, dass
das Produkt aus den Abschattungen der heiden Faktoren auch null sei.

Wenn einer der urspriinglichen Faktoren null ist, so ist auch seine
Abschattung null, also aunch das Produkt der Abschattungen mnull.
Wenn aber die beiden Faktoren geltende Werthe haben, und das Pro-
dukt dennoch null ist, so muss, da

nullten sein kann®, und im letzteren Falle: ,weil das System, welches A B und €
umfasst, von keiner niederen Stufe als der f-ten sein kann“, indem n#mlich &
die Stufe des Hauptsystems bezeichnet.

*) Namlich, wenn D jenes System darstellte, was A B, oder M, und ¢ um-
fassen sollte und doch niedriger wiire als das Hauptsystem, so wiirde sich C als
eingewandtes, auf das Hauptsystem beziigliches Produkt in der Form D .FE dar-
stellen lassen, und es wirde N = B .(C = B. (D. L), oder da dies Produkt ein
reines ist, = (B . D). E sein, wo das niichstumfagsende System zuo B und D das
Hauptsystem sein muss; es wird also das den Grossen B und D gemeinschaft-
liche System die Grosse N umfassen, und auch die Grosse M, da diese sowohl
yon B als von I) umfasst wird. Das gemeinschaftliche System von B und D
umfasst also M und N, ist aber von niederer Stufe als B, da I nicht das Haupt-
system isb, und B und D als nichstumfassendes System das Hauptsystem haben.

Gragsmann, Werke., T, 17
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M.N=ABC.B A
ist, und B nicht null ist, A BC.B als Produkt in der Form der Ein-
ordnung aber nicht anders null werden kaun, als wenn einer der Iak-
toren mull wird, nothwendig 4 BC null sein, also auch seine Abschat-
tung, das heisst
. ABC=0;

also muss auch 4’ B’C’. B’, das heisst M". N' oder das Produkt der
Abschattungen null sein. Hs bleibt also auch noch in diesem Falle
die Abschattung des Produldtes gleich dem Produkt aus den Abschat-
tungen der Faktoren.

Fs ist nun, um das Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit dax-
smstellen, nur noeh die Beschriinkung aufzuheben, dass die Faktoren
des abzuschattenden Produktes reine Grossen sind.

Sind dieselben Beziehungsgrossen, deren Beziehungssystem (K)
sdentisch ist mit dem Beziehungssysteme des eingewandten Produktes,
und sind g und v die Gradzahlen jener Beziehungsgrossen, M und N
ihre eigenthiimlichen Werthe in Besug auf dag Mass K, so wird sich
das Produlkt in der Form

K'M.K'N
235 darstellen lassen. Dies Produkt ist nun nach § 138 gleich K*T"M.N

oder, werm M . N gleich K. T ist, gleich K“T” K. I Bezeichnen wir
die Abschattungen mit Accenten und nehmen dieselben entweder durch-
weg als Hussere oder durchweg als eingewandte an, so ist die Ab-
schattung des obigen Produktes

— K"K LT,

— KM N,

= K"MW .K"N',
das heisst, gleich dem Produlte der Abschattungen. Also gilt nun das

937 Gesetz auch noch, werm die Faktoren Beziehungsgrossen sind, deren

Beziehungssystem mit dem Beziehungssysteme des eingewandten Pro-
duktes zusammenfillt. Daraus folgt nun auch, dass es fiir reine ein-
gewandte Produkte aus beliebig vielen Faktoren gilt.

Nachdem wir nun alle iiberfliissigen Beschriinkungen aufgehoben
haben, konnen wir das Gesetz in selner ganzen A]lgeme'mhait hin-
stellen:

Die Abschattung des Produktes st gleich dem Produkte aus den
Abschattungen seiner Faktoren, wenn fiir alle abeuschattenden Grissen
sowohl der Sinm der Abschattung als auch das Bezichungssystem das-
selbe 1st.
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Wir sagen nimlich, dass der Sinn der Abschattung mehrerer
Grossen derselbe sei, wenm nicht nur Grundsystem und Leitsystem
dieselben sind, sondern auch die Abschattungen entweder simmtlich
iiussere oder simmtlich eingewandte sind.

§ 154. Affinitit. Bildung affiner Vereine,

Daraus, dass jede Gleichheib, welche zwischen den Vielfachen-
summen einer Reihe von Grossen stattfindet, auch bestehen bleibt,
werm man statt der Grossen ihre Abschattungen setzt, oder mit an-
dern Worten, dass die Abschattungen in derselben Zahlenrelation stehen
wie die abgeschatteten Grissen, folgt, dass die Verwandtschaft zwischen
den Abschattungen wnd den abgeschatteten Grossen eine besondere
Art einer allgemeineren Verwandtschaft ist, welche darm besteht, dass
die zwischen einer Reihe von Grossen herrschenden Zahlenrelationen
anch fiir die entsprechenden Grossen der zweiten Reihe gelten; und
wir wollen daher diese allgemeinere Verwandtschaft der Betrachtung
unterwerfen.

Bs tritt jedoch diese Verwandtschaft erst in ihrer ganzen Bin-
fachheit hervor, wenn die Bezichung eine gegenseitige ist, das heigst,
wenn jede Zahlenrelation, welche zwischen Grossen der einen . Reihe, 239
welche von beiden es auch sei, stattfindet, auch zwischen den Grossen
der andern Reihe herrscht; und zwei solche Vereine vou entsprechenden
Grossen, welche in dieser gegenseitigen Bezichung zu emander stehen,
nennen wir affin®). |

Diese Gegenseitigkeit der Beziehung fithrt das Gesetz herbei, welches
iiberall jede einfache Beziehung auszeichnet, dass niimlich, weun zwel 238
Vereine von Grossen A und I3 mit einem dritten C affin sind, sie es
auch unter sich sind. In der That, da dann jede Relation in 4 auch
in O stattfindet, und jede Relation, die in C stattfindet, auch in B
herrscht, so muss auch jede Relation in A zugleich in B stattfinden,
und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrscht, zugleich
in A stattfinden, das heisst, 4 und B sind einander affin.

Es fragt sich nun, wie man zu einem beliebigen Vereme von
Grissen iiberhaupt einen andern Verein bilden kaun, welcher mit jenem
in derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen solchen,

) Der Begriff der Affinitit, wie wir ihn hier aufstellten, stimmt mit dem
gewohnlichen Begriff derselben in sofern tiberein, als er, auf dieselben Grissen
angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier mux in sofern
allgemeiner gefasst, als er sich anch auf andere Grossen iibertragen lisst.

17
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bei welchem diese Beziehung eine gegenseitige ist, das heisst, welcher
dem ersteren affin sei.

Hat man in dem gegebenen Vereine n Grissen (derselben Stufe),
swischen denen keine Zahlenvelation stattfindet, als deren Vielfachen-
summen sich aber die iibrigen Grossen jemes Vereins darstellen lassen,
so lisst sich zeigen, dass man, um zu einem zweiten Vereine zu ge-
langen, welcher dieselben Zahlenrelationen darbietet, die in dem ersten
Vereine herrschen, in dem zweiten Vereine n beliebige Grossen, welche
unter sich von gleicher Stufe sind, als jenen n Grossen entsprechende
annehmen kann, dann aber zu jeder andern Grisse des ersten Vereins
die entsprechende im zweiten findet, indem man die erste als Viel-
fachensumme jener n Grossen der ersten Reihe darstellt und dann in
dieser Vielfachensumme statt jener n Grossen die entsprechenden der
zweiten setzt, dass aber diese Beziehung nur dann und immer damn
eine gegenseitige ist, die Vereine also einander affin sind, wenn zu-
gleich die n Grossen des zweiben Vereins keine Zahlenrelation unter
sich zulassen.

240 Die Richtigkeit | dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn 2
Grossen in keiner Zahlenrelation stehen, das heisst, keine derselben
gich als Vielfachensumme der iibrigen darstellen ligst, und dennoch
eine Vielfachensumme dieser Grossen gleich Null sein soll, nothwendig
alle Koefficienten dieser Vielfachensumme einzeln genommen gleich
Null sein miissen; denn hitte einer von ihnen einen geltenden Werth,
so wiirde die Girosse, der er zugehort, sich als Vielfachensumme der
{ibrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist. Aus diesem
Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen:Behauptung sogleich.

Denn sind @, b, ¢, ... irgend welche Grossen des ersten Vereins,
zwischen denen eine Zahlenrelation
239 eca 4 pb 4+ - =0

statt findet, und man driickt @, b, ... als Vielfachensummen jener n
Grossen des ersten Vereins 7y, ...7, aus, so wird sich jene Gleichung
in der Form :

0,7 + @37+ - =0
darstellen lassen, in welcher nach dem soeben erwiesenen Satze alle
Koefficienten null sein miissen; also

0,=0, ¢=0,---.

Diese Grossen o, 0s, - - - sind nur von den Koefficienten «, §, ... und
yon den Koefficienten der Vielfachensummen, in welchen a, b, ... dar-
gestellt sind, abhingig. Sind nun &, ¥, ... und 7%, 75, ... die ent-

sprechenden Grossen des zweiten Vereins, so miissen o, I, ... aus
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@, b, ... dadurch hervorgehen, dass man in den Vielfachensummen,
welche a, b, ... darstellen, statt ,, 7, ... die entsprechenden Grissen
vy, 72, ... setzt. Folglich wird der Ausdruck

ad -+ Bb 4 oo =g, 71 + @372 + -

sein, und also, da g, @3, . . - einzeln genommen null sind, selbst gleich
Null sein miissen, also

ad + gb' 4 --- =10,

das heisst, zwischen den Grossen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen-
velation bestehen, welche zwischen denen des ersten besteht. Sind nun
die Grossen 7y, ... 1, gleichfalls von der Beschaffenheit, dass zwischen
ihnen keine Zahlenrelation stattfindet, so lisst sich ebenso der Riick-
schluss machen, die Beziehung ist also dann eine gegenseitige, und
die Leiden Vereine von Grossen sind einander affin. Hingegen, herrscht
awischen diesen Grossen »y, ..., eine | Zahlenrelation, so ist klar, 241
dass man, da diese Relation zwischen den entsprechenden Grossen des
ersten Vereins nicht stattfindet, auch nicht von dem Herrschen einer
Relation innerhalb des zweiten Vereins einen Schluss auf das Fort-
bestehen derselben im ersten machen darf, dass vielmehr die Beziehung
dann nur eine einseitige ist.

& 155, 156. Entsprechen der Produkte entsprechender Grossen
aus zwei affinen Vereinen.

§ 155.

Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grossen einander affin
sind, so werden auch die Produkte aus den Grissen des einen Vereins
den entsprechend gebildeten Produkten des andern Vereins affin sein,
wenn nur die Multiplikationsweise, durch welche diese entsprechenden
Produkte gebildet sind, in beiden Vereinen in dem Sinne genommen 240
ist, dass das Produkt dann, aber auch nur damn als null erscheint,
wenn die Faktoren in einer Zahlenrelation zu einander stehen.

Ist nimlich die Multiplikation in dieser Weise angemommen, so
kann zuerst zwischen den verschiedenen Produkten, welche sich aus
den n Grossen A,,... A, des einen Vereins, die in keiner Zahlen-
relation zu einander standen, bilden lassen, gleichfalls keine Zahlen-
velation stattfinden; das heisst, es kann keins dieser Produlkte sich als
Vielfachensumme der iibrigen darstellen lassen. Denn gesetzt, es wire
dies der Fall, so kimnte man in der Gleichung, welche jemes Produlkt,
zum. Beispiel 4, 4, 4,, als Vielfachensumme der iibrigen darstellt, jedes
Glied mit den simmtlichen Faktoren A, ... 4, multipliciren, die jenes
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Prodult nicht enthilt; durch diese Multiplikation werden dann alle
iibrigen Produkte mit Ausnahme dessen, was als Vielfachensumme der
iibrigen erscheinen soll, null, weil in ihnen wenigstens einer von den
hinzutretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vor-
kommt, also nun zwischen den Faktoren Gleichheit, also auch eine
Zahlenvelation statt findet; man erhilt daher die Gleichung
A, Ay ... A, =0,

das heisst, zwischen A, ... 4, wiirde eine Zahlenrelation statt finden
miissen, was wider die Voraussetzung ist.

Betrachtet man nun ferner ein Produkt PQR, dessen Paktoren
Grossen jenes Vereins, also als Vielfachensummen von 4,, ... 4, dar-
stellbar sind, so wird auch dies Produkt, wenn man die emnzelnen Fak-
toren als Vielfachensummen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und
die Faktoren der einzelnen Glieder gehdrig ordnet, als Vielfachen-

242 summe | der aus den Faktoren 4, ... 4, gehildeten Produkte er-
scheinen. Sind nun in dem andern Vereine Aj,... 4, als die den
Grossen A, ..., entsprechenden angenommen, und werden als die
ihren Produkten 4, 4, A4,, ... entsprechenden Grissen die Produkte der
entsprechenden Faktoren Aj 4345, ... angenommen (was verstatbet 1st,
da zwischen jenen Produkten des ersten Vereins lkeine Zahlenrelation
stattfindet), so wird dem Produkte PQR das Produkb F'Q'R" der
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erhilt
aus PQLR das Produkt P'Q'R’, wenn man, nachdem P, @, R als
Vielfachensummen von A,, ... 4, dargestellt sind, statt 4, ... 4, die

241 entsprechenden Grossen A, ... A, setst. Das Gesetz des | Durchmulti-
cirens ist nun fiir beide Produkte dasselbe, jedes Produkt ferner
swischen A, ... A,, was gleiche Faktoren enthilt und somit null wird,
hat auch zum entsprechenden Produkte ein solches, was null wird;
und darin liegt, dass auch dasselbe Vertauschungsgesetz herrscht,
indem (4 + B)(4 4 B) oder AB+4 BA in beiden Fillen null ist,
also die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind. Daraus
nun folgt, dass, wenn PQR als Vielfachensumme der aus den Fak-
toren A,, ... A, gebildeten Produkte erscheint, man daraus PQR
erhiilt, indem man statt 4,, ... 4, die entsprechenden Grossen 4, ... Ay
oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die aus den letz-
teren gebildeten setzt.

Hierin liegt mun vermittelst des obigen Gesetzes, dass die Pro-
dukte des zweiten Vereins in derselben Zahlenrelation stehen, wie die
entsprechenden des ersten, und dass also, wemnn die beiden Vereine
einander affin sind, auch die Produkbe des einen Vereins den: ent-
sprechenden des andern affin sind.
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§ 156.

Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikationsweisen nur
zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Bedingung
geniigen, dass nimlich das Produlkt dann und nur dann als null er-
scheinen soll, wenn zwischen den Faktoren eine Zahlenrelation herrscht,
das sind niimlich erstens die fussere Multiplikation von Grossen erster
Stufe und zweitens die eingewandte Multiplikation von Grissen (n—1)-ter
Stufe in einem Hauptsysteme n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe.

Dass die iibrigen Multiplikationsweisen, welche wir bisher kennen
gelernt haben, nicht den Bedingungen des vorigen Paragraphen ge-
niigen, leuchtet sehr | bald ein. Zwar wiirde das in jenem Paragraphen 243
dargestellte Verwandtschaftsgesetz ein vortreffliches Mittel darbieten,
um in die Bedeutung des formalen Produktes, welches wir bisher nicht
der Betrachtung unterworfen hatten, hineinzudringen; doch wollen wir
uns durch solehe Betrachtungen, welche uns jedenfalls in schwierige
und weitlinftige Untersuchungen verwickeln wiirden, nicht den Raum
fiir andere, wichtigere Gegenstinde verkiirzen; und wir bleiben daher
bei den beiden Fillen stehen, auf welche unser Gesetz direkte An-
wendung erleidet.

§ 157. Direkte und reciproke Affinitit. Allgemeiner Satz.

Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dargestellten Ge-
setzes auf die beiden in § 156 aufgefithrten Multiplikationsweisen zun
zwei Hauptgattungen der Affinitiit, nfimlich der direkten und der
reciproken, indem eines Theils den Grissen | erster Stufe des einen 242
Vereins Grossen erster Stufe des andern entsprechen; und andern Theils
den Grossen erster Stufe des einen Vereins Grossen (n— 1)-ter Stufe
des andern entsprechen, wenn jeder Verein ‘ein System zn-ter Stufe als
Hauptsystem darbietet. Wir komnen daher folgenden Hauptsatz der
Affinitiit aussprechen:

Wenn man zu n von einander unabhingigen Grissen erster Stufe n
gleichfalls von eimander wnabhingige Grissen erster Stufe oder n Grissen
(n— 1)-ter Stufe, welche eimem System n-ter Stufe angehvren, deren ein-
gewandtes Produkt aber einen geltenden Werth hat, als entsprechende
wimmt, so bilden die aus den entsprechenden Grissen duwrch dieselben
Grundverkniipfungen gebildeten Grissen ewei emander affine Verewne von
Grissen, und jede Grumdgleichung, welche zwischen den Grissen des einen
Vereins besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt dieser Grissen dic
entsprechenden des andern setet. Im ersten Falle heissen bewde Vereine
direkt affin, im zweiten reciprok affin.
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Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung, dass er, wie wir
spiterhin zeigen werden, die allgemeinsten linefiren Verwandtschaften,
wie die Kollineation und Reciprocitiit, unter sich begreift und den voll-
stindigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der gewthnlichen
Auffassungsweise nur in unvollkommener Gestalt hervortreten, dar-
stellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn m Griossen des
einen Vereins irgend einemi System angehbren, dann auch die ent-

244 sprechenden Grossen des andern Vereins bei der direkten | Affinitiit
einem System derselben Stufe angehiéren, bei der reciproken einem
System von erginzender Stufe, weil niimlich das Produkt derselben
gleichzeitig null wird.

§ 158. Zusammenhang zwischen Abschattung und Affinitit.

Wir haben nun die Abschattung als besondere Art der konspanten
Yahlenrelation und der Affinitit darzustellen, und anzugeben, in welchem
Falle die allgemeine Verwandtschaft in diese besondere iibergeht.

Wenn zuerst zwischen den Grossen erster Stufe eines Vereins A
dieselben Zahlenrelationen statt finden, welche zwischen den entsprechen-
den Grossen erster Stufe eines andern Vereines I herrschen, so fragt
sich, welcher Bedingung beide Vereine unterworfen sein miissen, wenn

243 der erste Verein A zugleich die Abschattung des | zweiten I sein soll.

Nennen wir das System, welches einen Verein von Grossen erster
Stufe zuniichst umfasst, das System diescs Vereins, so leuchtet ein,
dass A nur dann die Abschattung von B sein konne, wenn in dem-
jenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine gemeinschaft-
lich ist, die entsprechenden Grossen beider Vereine zusammenfallen,
das heisst, einander gleich sind, wie dies unmittelbar aus der Idee der
Abschattung hervorgeht. Wir kiomnen aber auch zeigen, dass, wenn
diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A als Abschattung
des Vereines B3 aufgefasst werden kinne, und der Sinn der Abschattung
dann bestimmt sei.

Um dies zu beweisen, kinnen wir zuerst das System von I als
Kombination des gemeinschaftlichen Systemes C mit einem  davon un-
abhiingigen Systeme darstellen. Dies System, welches darm zugleich
von dem Systeme des Vereines 4 unabhiingig sein wird, sei von m-ter
Stufe, das heisst, es sel durch das Hussere Produkt von m Grossen
erster Stufe b, ... D, dargestellt, welche alle von einander unabhingig
sind. Wird nun vorliufig L als das Leitsystem angenommen, und sind
a,,...ay, die den Grossen b,,...D, entsprechenden Grossen des ersten
Vereins A, so erhilt man, wenn zugleich «,,...a, die Abschattungen
von by, ... b, nach dem Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen:

-

L]
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Lioto— Lol oovy Eo = L lin,

oder

L.(gg—b)=0, ..., L.(@w— by)=10,
das heisst, die Grossen’ (@, — b,), ..., (@m — by,) sind dem Leitsysteme
untergeordnet. Hs sind aber diese Grissen sowohl von einander, als 245
von dem Systeme des Vereins 4 unabhiingig. Denn fiinde eine solche
Abhiingigkeit statt, so wiirde anch eine Vielfachensumme von ay, ... a,
und den andern Grossen erster Stufe, die dem Vereine A4 angehoren,
als gleich erscheinen einer Vielfachensumme der Grossen 0, ... b,, das
heisst, es wiirde in dem Systeme b, .0, ... b, eine Grosse geben, welche
den Systemen beider Vereine gemeinschaftlich wire, das heisst, dem
Systeme C' angehorte, was wider die Voraussetzung ist, indem jenes
Produkt von € unabhiingig angenommen ist. Da nun die Grossen
(@,—1), ..., (@,—b,) von einander unabhiingig und dem Systeme I
untergeordnet sind, so ist aneh ihr finsseres Produkt diesem Systeme
untergeordnet; und wenn wir annehmen, dass das Leitsystem nicht
von hiherer als m-ter Stufe ist, so folgt, dass es durch jemes | Pro- 244
dukt dargestellt, also vollkommen bestimmt ist, oder mit andern Worten,
es ist dann der Sinn der Abschattung bestimmt. Setzen wir daher I
jenem Produkte gleich, so folgt auch umgekehrt die Giiltigkeit der
Gleichungen

L oy = Fi. Byy o505

und da L von dem Systeme von A unabhiingig ist, so folgt, dass
ay, ... a, in der That die Abschattungen von b,,... b, auf das System
von A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem Systeme
von B irgend eine andere Grosse erster Stufe b an, so wird sich die-
selbe als Vielfachensumme von den Grossen b, ...5, und von Grossen,
die dem Systeme C angehbren, darstellen lassen. Dann wird die ent-
sprechende Grisse a des ersten Vereins sich als entsprechende Viel-
fachensumme von den entsprechenden Grossen ihres Vereins darstellen
lassen, das heisst, als entsprechende Vielfachensumme von den Ab-
schattungen jener Grissen erscheinen, oder, sie selbst ist die Abschat-
tung jener ersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen:

Wenn zwischen den Grissen erster Stufe cines Vereins (A) dieselben
Zahlenrelationen stattfinden, welche zwischen den entsprechenden Grissen
ersler Stufe eines andern Vercins (B) herrschen: so ist der erste Vercin
(A) dann und nur dann als Abschattung des zweiten () aufzufassen,
wenn i dem gemeinschaftlichen Systeme beider Vercine die entsprechenden
Grissen zusammenfallen; und zwar ist dann der Sinn der Abschaltung
volllkommen bestimmd, ,

Als unmittelbare Folgerung aus diesem Satze geht hervor, ,dass?246
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von zwei affinen Vereinen dann und nur damn der eine als Abschatbung
des andern erscheint, wenn in dem gemeinschaftlichen Systeme heider
Vereine je zwei entsprechende Grossen zusammegnfallen, und dass dann
jeder von beiden Vereimen als Abschatbung des andern aufgefasst
werden lkann.

§ 159. Affinitit in der Geometrie.

Um die gewonnenen Resultate durch geometrische Anschauungen
su verdeutlichen, wird es geniigen, affine Vereine beiderlei Arb in der
Ebene zu betrachten.

Ts ist klar, wie man dann zu drei nicht in gerader Linie liegen-
den Punktgrossen (die aber auch in Strecken iitbergehen kiinnen) drei
beliebige ebenfalls nicht in gerader Linie liegende Punktgrossen als
entsprechende annehmen, und daraus zwel einander direkt affine Ver-

245 eine ableiten kann, indem man die | aus jenen entsprechenden Grossen
aul gleiche Weise gebildeten Vielfachensummen, oder deren auf gleiche
Weise gebildete Produlkte als entsprechende Grossen setzt. Hhenso
erhiilt man zwei reciprok affine Vereine, wenn man zu drei lilementar-
grissen erster Stufe, die nicht in gerader Linie liegen, drei Linien-
grossen, deren Linien ein Dreieck begrdnzen, als enftsprechende an-
nimmt, und ausserdem je zwei durch dieselben Grundverkniipfungen
aus ihnen erzeugte Grossen als entsprechende sebzt.

Es ist aus dem Fritheren klar, wie im ersten Falle dreien Punkt-
grossen des einen Vereins, die in gerader Linie liegen, auch drei des
andern entsprechen, die gleichfalls in gerader Linie liegen, und ebenso
dreien Liniengrossen des einen, die durch Hinen Punkt gehen, drei
des andern entsprechen, welche gleichfalls durch HKinen Punkt gehen;
wie ferner im zweiten Falle dreien Punktgrossen des einen Vereins,
die in Einer geraden Linie liegen, drei Liniengrossen des andern ent-
sprechen, die durch Hinen Punkt gehen, und umgekehrt. Dabei 1st
jedoch festzuhalten, dass die Punktgrossen auch in Btrecken, die Linien-
grossen in Flichenrfiume umschlagen kdnnen.

§ 160. Linedire Verwandtschaft, Kollineation und Reciprocitit
nach dem Princip der gleichen Zeiger.

Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich von der
gewohnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass wir die
Punkte nicht fiir sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlenkoefficienten,
die wir Gewichte nannten, auffassten; und dies war nothwendig, damib
sie eben als Grossen erscheinen komnten. Der Punkt selbst erschien
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entweder als solche Grosse mit dem | Geewichte Eins, oder als System,247
dem die Grosse angehirte. Fbenso mussten die Linie, die Ebene, der
Raum, wemnn sie als Grossen erscheinen sollten, einen bestimmten
Masswerth darbieten, und so als Liniengrosse, Plangrosse und begrinzter
Korperraum aufgefasst werden. '

Ts ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als
Grossen), welche von der gewdhnlichen giinzlich abweicht. Ts bleibt
uns daher jetzt noch besonders iibrig, fiir die in diesem Kapitel dar-
gestellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. ]

Wir kniipfen diese Betrachbung an die allgemeine Verwandtschaft
der Affinitit, und nennen zuniichst die entsprechenden Systeme zweier
affiner Vereine lineir verwandt, und zwar, wemnn jene Vereine direkt
affin sind, so nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt,
und wenn sie reciprok affin sind, reciprol verwandt; oder um diese
Begriffe | sogleich auf die Geometrie zu tibertragen: wenn zwel Ver- 246
eine von Grossen (Blementargrossen, Liniengrossen, Plangrossen) n
direkter oder reciproker Affinitiit stehen, so nennen wir die Vereine
der ihnen zugehbrigen Systeme (Punkte, Linien, Fbenen) kollinear oder
reciprok verwandt. Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Begriffe
mit den sonst unter den aufgefilhrten Namen verstandenen Begriffen
zusammen fallen.

Mobins, der Begriinder dieser allgemeimen Verwandtschafts-
theorie, stellt als den Begriff der Kollineation auf¥), dass bei zwei
ebenen oder korperlichen Riiumen, welche in dieser Verwandtschaft
stehen, jedem Punkte des einen Raumes ein Punkt in dem andern
Raume dergestalt entspricht, dass, wenn man in dem einen Raume eine
beliebige Gerade zieht, von allen Punkien, welche von dieser Geraden
getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern Raumes gleich-
falls durch eine Gerade verbunden werden komnen. Hieraus folgh ver-
mbge der in den vorigen Paragraphen dargelegten Gesetze, dass in der
That die Systeme, welche den entsprechenden (irossen zweier direlt
affiner Vereine zugehoren, zwei kollineare Vereine in dem von Mobius
dargestellten Sinne bilden; aber auch umgekehrt liisst sich zeigen, dass,
wemn zwei Réume in diesem Sinne als kollinear verwandt erscheinen,
die entsprechenden Punkte auch mib solchen Gewichten behaftet werden
konnen, dass die Vereine | der so gebildeten Grossen einander affin 245
sind; oder mit andern Worten, dass zwel Riiume, welehe nach dem
Princip der gleichen Konstruktionen einander kollmear sind, es auch
nach dem Prineip der gleichen Zeiger sind.

*) in seinem barycenirischen Kalkil, § 217 [ges. Werke, Bd. I, S. 266].
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§ 161, 162. Kollineation nach dem Princip der gleichen Zeiger und
nach dem Princip der gleichen Konstruktion. Identitdt beider Begriffe.

§ 161.

Um dies zuerst fiir die Ebene zu beweisen, nehme man irgend
vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine drei in gerader
Linie liegen, und ebenso in der andern auch vier golche Punkte, nnd
setze sie einander entsprechend, was nach dem Princip der gleichen
Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte Punlkt von den drei ersten
durch keine lineiire Konstruktion abhiingt: Nun kann man in jeder
Ehene dreien von den Punkten solche Gewichte hinzufiigen, dass der
vierte Punkt als Summe der so gebildeten drei Elementargrossen er-
scheint; denn wenn man nur jene drei Punkte als Richtelemente an-
nimmt, so sind die drei Richtstiicke des vierten Punktes die verlangten

247 Elementargrossen; nimmt man nun diese drei Paare von Elementar-
grossen als einander entsprechende Grossen zweier affiner Vereine an,
so sind auch die beiden vierten Punkte entsprechende Grossen der-
selben Vercine, Nun erhilt man nach dem Princip der gleichen linefiren

Fig. 15. Fig, 16.
y

4

Konstruktion aus vier entsprechenden Punktenpaaren A B ¢ Dund ABCD
sweier kollinearer ebenen Riume (Fig. 15 u. 16) ein neues Paar durch
das Kreuzen der entsprechenden Linien AB und CD einerseits, und
A'B’ und ¢’ D’ andererseits, indem der eine Kreuzpunkt, da er zweien
Geraden des einen Vereines angehort, auch als entsprechenden Punkt
denjenigen Punkt haben muss, welcher den entsprechenden Geraden
des andern Vereines angehort, also den Kreunzpunkt beider Geraden.
Sind nun die zu jenen Elementen gehorigen Elementargrossen a,b, ¢, d
und @, ¥, ¢, d' einander affin, so sind es auch die Produkte ab . cd
und @'V . ¢d’ (§ 157), und die Elemente dieser Produkte, das heisst, die
oben bezeichneten Kreuzpunkte, sind also dann auch nach dem Prineip der
gleichen Zeiger einander kollinear. Also je zwei Elemente, welche in der
Ebene sich als entsprechende nach dem Princip der gleichen Konstruktion
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger.
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§ 162.

Entsprechend lisst sich der Satz fiir Korperriume nachweisen,
indem man dann nur statt jemer vier Punktenpaare | fiinf solehe nimmt, 249
von denen keine vier in Kiner Ebene liegen. Dann zeigh sich, wie
nach dem Princip der gleichen Konstruktion jeden vier Punkten des
einen Vereins, welche in Biner Ebene liegen, auch vier Punkte des
andern entsprechen miissen, welche gleichfalls in Hiner Hbene liegen.

Denn vier Punkte, welche in derselben Kbene liegen, miissen sich
so verbinden lassen, dass ihre Verbindungslinien sich kreuzen; diesem
Kreuzpunkte muss dann auch ein Krenzpunkt der entsprechenden Ver-
bindungslinien des andern Raumes entsprechen, also miissen auch diese
Verbindungslinien, also auch die Punkte, welche durch sie verbunden
werden, in Biner Ebene liegen. Sind nun 4, B, €, D, I uwnd 4
B, ¢, D, E' die finf entsprechenden Punkienpaare, so wird nach
dem Princip'der gleichen Konstruktion dem Durchschnitte der Kbene
ABC mit der geraden Linie DE der Durchsehnitt von A'B'C’ mit
D' E" entsprechen.

Nun konnen wir ganz auf dieselbe Weise, wie vorher, den fiinf
Punktenpaaren solche Gewichte geben, dass die so entstehenden Kle-
mentargrossen a, b, ¢, d, e | und o, ¥, ¢, d’, ¢ einander affin werden, 248
indem man nur in jedem Vereine einen jener Punkte als Vielfachen-
summe der iibrigen desselben Vereins darzustellen, und diese Vielfachen
als die entsprechenden Elementargrossen zu setzen braucht. Dann sind
nach § 157 auch die Produkte abe.de und a't'¢ . d'¢ einander ent-
sprechende Grossen jemer affinen Vereine; die Elemente dieser Pro-
dukte, das heisst, die oben bezeichneten Durchsehnittspunkte, sind also
dann auch nach dem Princip der gleichen Zeiger einander kollinear
entsprechend.

Somit wieder, wenn irgend fiinf Elemente des einen Vereines nach
beiden Principien fiinf Elementen des andern entsprechen, so wird auch
jedes sechste Elementenpaar, was nach dem Princip der gleichen Kon-
struktion sich als entsprechendes nachweisen lasst, sich auch nach dem
Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen.

Es ist also in der That die Identitit beider Principien fiir ebene
sowohl als korperliche Réiume nachgewiesen. Bei Punkten einer geraden
Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktionen nur dann aus,
wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie herausgeht,
und also ein entsprechendes Punktenpaar ausserhalb derselben an-
nimmt; das Princip der gleichen Zeiger | hat hingegen anch dann noch, 250
wie iiberhuupt immer, seine direkte Anwendung.

Al
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§ 163. Identitdt der Reciprocitit nach beiden Principien.

Nach dem Princip der gleichen Konstruktion neunen wir zwel
Vereine einander reciprok, wenn jedem Punkte des ersten Vereins eine
Gerade des andern dergestalt entspricht, dass, wenn man in der HEbene
des ersben Vereines eine Gerade zieht, von allen Punkten, welche in
dieser Geraden liegen, die entsprechenden Geraden des andern Ver-
eines durch einen Punkt gehen, und umgekehrt zu allen Geraden des
zweiten Vereines, welche durch denselben Punkt gezogen werden kinnen,
die entsprechenden Punkte des ersten in einer geraden Linie liegen.

Tbenso werden zwei riumliche Vereine einander nach dem Princip
der gleichen Konstruktion reciprok sein, wenn die Ebenen des zweiten
Vereins, welche den simmtlichen Punkten einer Geraden im ersten
entsprechen, sich in einer und derselben Geraden schuneiden, und um-
gekehrt. die Punkte des ersten Vereins, welche den simmtlichen lbenen
[entsprechen], die durch dieselbe gerade Linie gehen und dem zweiten
Vereine angehtrig gedacht werden, gich durch eine gerade Linie ver-
binden lassen.

Bs bedarf kaum noch eimer Auseinandersetzung, dass die auf

949 diese Weise | reciproken Gebilde es auch nach dem Prineip der gleichen
Zeiger sind, indem'sich dies genau auf dieselbe Weise ergiebt, wie es
sich oben fiir die Kollineation ergab.

§ 164. Identitit des Affinititsbegriffes nach beiden Principien
fiir Punktvereine.

Yetzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden Linie liegen,
entsprechend mit drei Punkten, die auch nicht in gerader Linie liegen,
and bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei Vereine entsprechender
Grissen: so wird das Gewicht einer jeden Grosse die Summe ihrer
drei Zeiger, also das Gewicht zweier entsprechender Grossen dasselbe
sein; es erscheinen also auch die Punkte selbst iiberall als entsprechende
Grossen, und es herrscht also zwischen den Vereinen der entsprechenden
Punkte selbst Affinitit. Daraus folgt, dass, wemn a, b, ¢ drei in gerader
Linie liegende Punkte, o, b, ¢ drei ihmen entsprechende Punkte eines
affinen Punktgebildes sind, dann nicht nur auch a, V, ¢ m gerader
Linie liegen, sondern auch die zwischen ihnen befindlichen Abschnitte
proportional sein miissen, denn wenn

ab = mbe,

957ist, wo m eine Zahl vorstellt, so wird auch nach dem allgemeinen

Gesetz der Affimitit
adb = mb'c
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sein, und nach der Annahme sollten auch & b, ¢ Punkte sein, wenn
a,b, ¢ es waren. s fillt somit unser Begriff der Affimitit mit dem sonst
iihlichen Begriff derselben zusammen, sobald er auf dieselben Grossen,
niimlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) angewandt wird.

Die Frzeugung affiner Punktvereine tritt noch klarer hervor, wenn
wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen, oder nach unserer Benennungs-
weise, wenn wir zu einem Punkt und zwei Strecken des einen Vereins
in dem andern Vereine einen Punkt und zwei Strecken als entsprechende
setzen, und dann die entsprechenden Grossen durch gleiche Zeiger er-
zeugen: dann wird das Gewicht dieser Grossen gleich dem zu jenem
Punkte gehorigen Zeiger sein, und also gleich Fins erscheinen, wenn
jener Zeiger der Winheit gleich wird. Zieht man somit in dem einen
Gebilde von emem Punkte aus zwei Strecken, und in dem andern von
dem entsprechenden Punkte aus zwei entsprechende Strecken, und setzt
diese Strecken als Richtmasse fiir die Richtstiicke der demselben Ge-
bilde zugehtrigen Punkte, so haben die entsprechenden Punkte beider
Vereine stets gleiche Gewichte; und zugleich sind dadurch aus drei
Paaren entsprechender | Punkte alle iibrigen entsprechenden Punkten- 250
paare zweier affiner Punktgebilde bestimmd.

§ 165. Die metrischen Relationen zweier kollinearer Punktgebilde.

Was die metrischen Relationen zweier kollinearer Punktgebilde
betrifft, so sind diese auf eine hochst einfache Weise dadurch ausge-
driickt, dass

jede Grundgleichung, welche unabhingig ist von den Masswerthen der
darin vorkommenden Grissen, bestehen bleibt, wenn man statt der Grissen
die entsprechenden eines kollinearen Vereines setet.

Niimlich, da man diese Masswerthe auch so setzen kann, dass
beide Vereine von Grossen affin werden, und fiir affine Grossenvereine
die Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener
Voraussetzung auch fiir kollineare Vereine.

Eine specielle Folgerung dieses allgemeinen Satzes, welcher die
metrischen Relationen, welche zwischen kollinearen Gebilden herrschen,
in ihrer ganzen Vollstindigkeit umfasst, ist zum Beispiel die, dass
jeder Doppelquotient | zwischen vier Grossen 4, B, C, D, welcher 252
einen Zahlenwerth darstellt, auch denselben Zahlenwerth behilt, wenn
man statt 4, B, C, D die entsprechenden Grossen 4, B, C’, IV eines
kollinear verwandten Gebildes setzt; nimlich ein solcher Doppelquotient,
da er sich in der Form

AB CD

Bo DA "
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darstellen liisst, ist unabhiingig von dem Masswerthe der vier Grossen
A, B, C, D, weil jede im Zihler und Nenner einmal vorkommt, folg-
hch w1rd wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese Gleichung
auch fortbestehen, wenn man statt der Grossen 4, B, C, D die ihnen
kollinear entsprechenden Grossen A, B’, €', D’ setzt, und man hat

somit
AB CD __AB CD
BC DA BC DA

Namentlich hat man, wemn a, b, ¢, d Punkte einer geraden Linie sind,
und ', U, ¢, d die entsprechenden,
#h ed a0 el
be da v'e da
Ebenso ist, wenn A eine Linie, b, ¢, d aber Punkte sind, welche
mit A in derselben Ebene liegen und selbst unter einander i der-
selben geraden Linie liegen,
251 b4 ed VA cd
Ae db A'¢ a'v
Ferner, wenn A und O gerade Linien, b und d Punkte sind, und A4,
C, b, d in derselben Ebene liegen, so 1st
4b Cd _ 4V O
bC d4d o dA
Ferner, wenn A und C Ebenen, b und d Punkte sind, so ist
Ab Cd _ AV C'd
bC dA- V0O T d A
Endlich, wenn 4, B, €, D Linien im Raume sind, so ist
AB 0D _4F C'D
BC DA BC D4
Die hinzugefiigten Bedingungen entsprechen namlich der in dem all-
gemeineren Satze hinzugefiigten Bedingung, dass der Doppelquotient
eine Zahl darstellen soll.

' § 166. Zusammenhang zwischen Kollineation und Projektion.
(Perspektivitit).

253 Wie sich nun die Kollineation zur Affinitiit verhilt, so verhilt
sich die Projektion zur Abschattung, indem, wie wir oben zeighen, bei
Elementargrossen das System der Abschattung die Projektion dar-
stellte. HEs werden also auch alle Grundgleichungen, welche von dem
Masswerthe ihrer Grossen unabhiingig sind, bestehen bletben, wenn
man statt der Grossen ihre Projektionen setzt; namentlich werden auch
jene Doppelquotienten bei der Projektion denselben Werth beibehalten.
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Wie ferner die durch Abschattung aus einander erzengharen Ver-
eine eine besondere Art der Affinitit darstellten, so werden nun auch
die durch Projektion aus einander erzeugbaren Vereine eme hesondere
Art der Kollineation darstellen, und zwar konnen wir, wenn wir die
durch Projektion aus einander erzeugbarven Vereine perspeltivische
nennen, den Satz aufstellen:

Zwei Lollineare Vereme sind dann und nur dann perspeltivisch,
wenn m dem Durchschnitte der beiden Systeme, dem jene Vereine ange-
hiiren, je zwei entsprechende Punlide zusammenfallen, wnd der Sinn der
Projeltion ist dann bestimmd.

Dieser Satz ist eben nur eine Uebertragung des in § 158 fiir die
Abschatting aufgestellten Satzes. Namentlich folgt daraus auch, dass
zwei kollineare Linien, welche nicht in Kiner Ebene liegen, stets per-
spektiviseh sind, weil sie sich niecht schneiden. Endlich wird in dem-
selben Falle, in welchem die kollinearen Vereine zugleich | affin werden, 252
die Projektion mit der Ahbschattung identisch werden; nimlich, wenn
die Abschattung und die abgeschattete Grosse Punkte oder tiberhaupt
Flementargrossen erster Stufe mit gleichen Gewichten darstellen. Dies
wird der Ifall sein, wenn das Leitsystem ein Ausdehnungssystem ist
(oder anders ausgedriickt, als Elementarsystem ins Unendliche fillt).
Dieser Fall trat im ersten Abschnitte (§ 82) ein, weshalb dort Pro-
jektion und Abschattung zusammenfielen.

§ 167. Harmonische Gleichungen, Konstruktion der harmonischen
Mitte. Harmonische Summe, harmonische Koefficienten. Polsystem.

Fragen wir iiberhaupt danach, welche Gleichungen unabhiingig
sind von dem Masswerthe der Grossen geltender Stufe, die darin vor-
kkommen, und welche also in der Projektion und iiberhaupt in der
Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei welchen jede
Grosse von geltender Stufe in demselben Gliede eben so oft als Faltor
des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zihlers, und nur diejenigen
Faktoren, welche simmtlichen Zihlern | oder Nemnern gemeinschaft- 254
lich sind, kénnen in den Gliedern beliebig oft vorkommen, wenn nur
in allen gleich oft.

Die einfachste Form einer solchen Gleichung ist daher

«@Qd | pYB _—
PA T 75 + =0,
wo «, 3, ... Zahlengrissen vorstellen, und wobei wir, damit die Glei-

chung einen bestimmten Sinn gewinne, annehmen miissen, dass die
Nemner PA, PB, ... eimander gleichartig sind, ohne null zu werden.

Grassmann, Werke. L 15
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Setzen wir dies voraus, und nehmen wir ¢ gleich der Hinheit, wodurch
die Gleichung iibergeht in

ad p B
ratrst =9
so nmennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, «, 8, ... die

harmonischen Koefficienten (harmonischen Gewichte), die Systeme von
A, B, ... die harmonischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen wir
unter 4, B, ... blosse Systeme, so schreiben wir die Gleichung auch so:
P

und sagen, der Ausdruck « A -+ B+ sei in Bezug anf P gleich Null.
Die Bedingung, dass die Grossen PA, PB, ... alle einander
gleichartig sein miissen, ohne mull zu werden, kinnen wir auch so
ansdriicken, dass fiir alle diese Produlte das niichstumfassende System
953 und das gemeinschaftliche System der Faktoren dieselben sein miissen.
Wenn das niichstumfassende System in allen dasselbe sein soll, so
heisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit demjenigen Systeme,
was die simmtlichen Grossen P, 4, B, ... zunichst umfasst, das heisst,
mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn das gemeinschaftliche
System in einem jener Produkte, also auch in allen von nullter Stufe
ist, so sind die Produkte iussere, und dann, aber auch nur dann sind

die Werthe der Quotienten ;—%, ... bestimmte Grossen (§ 141). In

diesem Falle nemnen wir die harmonische Gleichung eine harmonische
von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die Quotienten
ad
PA
255 nische Gleichung | dennoch auch dann ihre bestimmte Bedeutung, welche
wir mun aufsuchen wollen.
Da PA, PB, ... einander gleichartig sind, ohne null zu werden,
so miissen sich soleche Masswerthe von 4, B, ... annehmen lassen, dass

PA=PB=:--
ist; dann wird die Gleichung in der Form

cA+pBH--- —0
PA

erscheinen, woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute
Gleichung

nur partiell bestimmte Werthe darstellen, so behiilt die harmo-

«Ad -+ BB+ =0
erhilt. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erhiilt man

(@a+p+4-)AP =0,

das heisst
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. «t+p4---=0,

oder:

in einer harmonischen Gleichung ist die Swmme der harmonischen
Koefficienten auf beiden Seiten gleich.

Zugleich erhiilt man hierdurch ein Mittel, um den Werth 4.5,

welcher der Gleichung
P

«d~+ BB+ -~ =68
geniigt, zu konstruiren, das heisst, den harmonischen Koefficienten und
das harmonische System dieses Gliedes zu finden; nimlich, erstens ist
s=ctp+ -,
zweitens ist, wenn A, B, ... so gross gemacht sind, dass die Pro-254
dukte mit P einander gleich sind, und auch & in solecher Grosse an-
genommen wird, nach dem Vorigen

wd 4 BB+ .- =68
g “ATEBE

oder

H

wodurch S selbst, wenn nicht etwa 6 null ist*), bestimmt, also | auch 256
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung
somit nachgewiesen ist.

Wir nennen das System von S die harmonische Mitte zwischen
den Systemen A4, B, ... in Bezug auf die zugehorigen Koefficienten
¢, B, ... und das Polsystem P, und dies System, verbunden mit dem
harmonischen Koefficienten (¢ + - --+), nennen wir die auf P be-
ziigliche harmonische Summe von e« A, BB, .. ..

§ 168. Umgestaltung reiner harmonischer Gleichungen.

Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigh, dass eine harmonische
Gleichung auch als absolute besteht, wenn man den Systemen solche
Masswerthe beilegt, dass ihre Produkte mit dem Polsysteme einander
gleich werden. Wir konnen nun aunch umgekehrt schliessen und sagen,
eine Gleichung zwischen Vielfachensummen von Grissen, deren Produkie
mit einer und derselben Grisse P gleichen Werth liefern, sei eine har-

% Ist ¢ null, und auch ¢4 4 BB+ .- =0, so ist S ginzlich unbestimms,
wie dies auch in der Idee der harmonischen Gleichung liegt. Ist ¢ null, und
@A+ BB 4 --- stellt einen geltenden Werth dar, so giebh es keinen (endlichen)
Werth von §, welcher der Gleichung geniigt; da damnn auch (wd 4 fB—+--) P
gleich Null ist, so ist klar, dass das System, was jener Summe entspricht, anch
ni¢ht der Bedingung, mit P ein Produkt von geltendem Werthe zu liefern, geniigt.

18*
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momische, wenn man die Koefficienten jener Grossen als harmonische
Koefficienten der dwrch sie dargestellten Systeme, das System von P aber
als Polsystem setzt.
In der That, ist

ad + BB+ .- =aS
die gegebene Gleichung, und ist

PA=PB=..-= P§,
so erhiilt man, indem man mit P S dividirt, und links, statt die Summe
zu dividiren, die Stiicke dividirt, indem man dann statt PS die ihm
gleichen Ausdriicke setzt, die harmonische Gleichung

3 Fat s b
oder
P
6A 4 B4 .. =0,
wo A, B, ... nur noch blosse Systeme vorstellen.

Durch diese Siitze ergeben sich nun leicht die Umwandlungen,
welcher eine harmonische Gleichung, welehe in reiner Form erscheint,
fihig 1st.

Zuerst leuchtet unmittelbar ein, dass man einestheils die simmt-
lichen harmonischen Systeme, anderntheils das Polsystem mit einem

257 Systeme I, fusserlich kombiniren dart, welches von dem | Hauptsysteme
der urspriinglichen Gtleichung unabhiingig ist, ohne dass die Gleichung
aufhort, eine harmonische zu sein, Demn, wenn

A+ BB+ :r=0

PA=PB=..-
ist, so ist klar, dass, wenn L von PA unabhiingig ist und P4, wie
wir voraussetzten, ein Husseres Produkt ist, auch
LPA=LPB=--.

sei, also anch LP als Polsystem angenommen werden konne, dass ferner

¢AL + BBL +--- =0

und

und

PAL = PBL = --.

sei, also diese mit I kombinirte Gleichung noch in Bezug auf das-
selbe Polsystem P eine harmonische sei

Ohne Vergleich wichtiger als diese Umwandlungen sind diejenigen,
bei welchen man nicht aus dem Hauptsysteme der urspriinglichen
Gleichung herausgeht. Setzt man niimlich P gleich . L, sei es nun,
dass (). IR ein HAusseres, oder dass es ein, auf das Hauptsystem der
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Gleichung beziigliches, eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da
P. A als iusseres oder auch als eingewandtes Produkt nullter Stufe
betrachtet werden kann, das Produkt @.IR.A ein reines, also (nach
§ 139) gleich @.(R.4) sein. Multiplicirt man daher die urspriingliche
Gleichung

0«A -+ BB +--=0,
s welcher die Bedingungsgleichungen

PA=P.B=:--, 256
oder

Q. (R.AHA=@Q.(R.B)="--
gehren, mit I, so erhiilt man
a«RA -+ BRB+ - =0,

welche vermbge der Bedingungsgleichungen in Bezug aut ¢ harmonisch
ist. Also:

Stellt man das Polsystem ciner reinen harmonischen Gleichung als
Kombination dar, sci es als dussere, oder als eingewandte auf das Hawpt-
system der Gleichung beziigliche: so bleibt die Gleichung eine remne harmo-
wische, wenn man das | cine Glied jener Kombination mit den harmoni- 238
schen Systemen lombinirt, das andere als Polsystem sctzt, alles dibrige
aber wnwverdndert [asst.

Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Reichthum der De-
zichungen zu fibersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch die-
jenigen harmonischen Gleichungen in Betracht zn ziehen, welche nicht
in reiner Form erscheinen.

§ 169. Umwandlung des Polsystems einer harmonischen Gleichung,.

Ist die Gleichung

wd -+ B4 --- =0

mit den Bedingungsgleichungen
PA= PB=:-.
gegeben, und sind die Produkte PA, ... eingewandte, so liisst sich
die harmonische Gleichung, welche daraus hervorgeht, in reiner Form
darstellen, In der That, wenn I das System darstellt, welches den
Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich ist, so wird
P sich als fusseres Produkt in der Form QF darstellen lassen, und
man hat
Pli=@QE.A= QA.E;

also gehen die Bedingungsgleichungen iiber in

0A.E—=QB.E= .,
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oder, da K dem @A, ... untergeordnet ist, in
QA =08 ==,

wo @A, ... iussere Produkte sind; und die Gleichung ist also auch
harmonisch in Bezug auf ¢, das heisst
@
wd + BB+ =0,
257 und sie ist nun in reiner Form dargestellt.
Also ,eine unreine harmonische Gleichung bietet stets ein System
() dar, welches den simmtlichen harmonischen Systemen und dem
Polsysteme derselben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die
Gleichung in reiner Form darstellen, indem man als Polsystem irgend
ein System () setzt, dessen Hussere Kombination mit jenem gemein-
schaftlichen Systeme (E) das wurspriingliche Polsystem (P) liefert.”
Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsgleichungen

Q4= QB=—--.

fir den Fall, dass 4, B, ... das gemeinschaftliche System /' haben,
gs9und F, dem 17 untergeordnet ist, die neuen Bedingungsgleichungen

QA.E1=QB.E1=---,

oder, da FE, auch dem A, B, ... untergeordnet ist, die Bedingungs-
gleichungen

QE,.A—=QFE,.B—---

ableiten kann, so folgt, dass dieselbe Gleichung auch noch harmonisch
ist in Bezug auf QE,. Daraus folgt, dass man in einer reinen har-
monischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme, welches allen
harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren und diese Kom-
bination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner:

Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System wvon
geltender Stufe gemeinschaftlich haben, so kanm man das Polsystem be-
licbig dndern, wenn nur dasjenige System, welches jenes gemeinschaftliche
System wnd dieses Polsystem zundichst wmfasst, dasselbe bleibt.

Nehmen wir ferner an, dass in einer reinen harmonischen Glei-
chung das Polsystem demjenigen Systeme R, was die simmtlichen
harmonischen Systeme zunéchst umfasst, nicht untergeordnet sei, son-
dern mit thm nur ein System F gemeinschaftlich habe und sich also
in der Form QF darstellen lasse, wo ¢ von jenem nichstumfassenden
Systeme unabhiingig ist, so kann man statt der Bedingungsgleichungen

QWEA=QED =---
auch, da ¢ von dem Systeme, welches die Faktoren KA, EB, ...
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suniichst umfasst, unabhingig ist, nach § 81 mit Weglassung des
Faktors @ die Gleichungen

EA=EB =
setzen, das heisst, die Gleichung ist auch harmonisch in Bezng auf I
da man nun nach § 168 auch E wieder mit Jedem von R un%bhcmg1gen
Systeme #usserlich kombiniren darf, so haben wir den Satz:

b2
&n
o

Man Tann in einer reinen harmowischen Crleichung das Polsystem
belichig in der Avt dndern, dass dasjenge System, welches es mat dem, alle
larmonischen Systeme zunéichst wmfassenden Systeme gemeinschaftlich hat,
dasselbe bleilt.

Dieser Satz entspricht dem vorhergehenden und lisst sich, wenn 260
man will, in die ganz entsprechende Form Kkleiden. Auch uhelsleht
man 1elcht, wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein all-
gemeineres Gesetz ableiten konnte, welches jedoch wegen seiner ver-
wickelten Form von geringerer Bedeutunfr ist ).

§ 170. Umwandlung harmonischer Gleichungen bei nnverindertem
Polsysteme. Allgemeiner Satz tber harmonische Mitten.

Vermittelst dieser Sitze nun konnen wir den Satz aus § 168
noch in einer ebtwas einfacheren und fiir die Anwendung bequemeren
Form darstellen. |

Nimlich, wenn wir die dort gewiihlte Bezeichnung wieder aut-
nehmen, so konnen wir in der harmonischen Gleichung

Q
«RA -+ BRDB + -

nach den beiden Sitzen des vorigen Paragraphen statt @ auch @R,
das heisst P setzen, und haben somit den Satz:

In einer reinen, harmonischen Gleichung kann man okne Aenderung
des Polsystems dic harmonischen Glieder mit jedem, dem Polsystem ein-
geordneten. Systeme kombinaren.

In diesem Satze liegen die siimmtlichen Sitze iiber die harmo-
nischen Mitten (centres de moyennes harmoniques), welche Poncelet
aufgestellt hat *¥),

# Es wiirde dies Gesetz etwa so ausgedrickt werden komnen: Wenn man
ein verinderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme zunfichst um-
fassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjemige System, welches diese Kom-
bination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche System zuniichst
umfasst, konstant bleibt, so bleibt die harmonische Gleichung als solche in Bezug
auf jenes verinderliche Polsystem bestehen.

= In seinem Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques, welches im
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In der That, hat man zum Beispiel in einer Ebene die harmonische
259 Mitte mehrerer Linien in Bezug auf gewisse harmonische Koefficienten
und einen Punkt der Ebene als Pol, und man zieht durch diesen
Punkt eine gerade Linie, so wird zwischen den Durchschnittspunkten
dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletzt angefithrten Satze in
Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonische Gleichung herr-
261schen; oder, anders ausgedriickt, wenn | man durch einen festen Punkt
eine verinderliche Gerade zieht, welche eine Reihe von n festen Ge-
raden derselben Ebene schneidet, und man bestimmt in Bezug auf jenen
Punkt als Pol die harmonische Mitte zwischen den mit konstanten
harmonischen Koefficienten behafteten Durchschnittspunkten, so liegt
dieselbe in einer festen Geraden, und zwar ist diese Gerade die har-
monische Mitte jener n Geraden in Bezug auf denselben Pol und die-
selbenn harmonischen Koefficienten. Hat man auf der andern Seite in
Bezug auf eme Axe die harmonische Mitte zwischen einer Reihe von
n Punkten derselben Kbene, und man legt durch irgend einen Punkt
der Axe und jene n Punkte gerade Linien, so findet zwischen ihnen
nach dem angefithrten Satze in Bezug auf die Axe dieselbe harmonische
Gleichung statt, wie zwischen jenen » Punlten. Oder, verbindet man
einen, in einer festen Geraden liegenden, veriinderlichen Punkt mit »
festen Punkten derselben Ebene, so geht die harmonische Mitte dieser
Verbindungslinien in Bezug auf jene Gerade als Axe und in Bezug
auf eme Reihe konstanter Koefficienten, welche jenen Punkten zu-
gehdren, durch einen festen Punkt, und zwar ist dieser Punkt die har-
monische Mitte der gegebenen n Punkte in Bezug auf dieselbe Axe.
Wollen wir die zweite Ausdrucksform in ihrer ganzen Allgemein-
heit darstellen, so gelangen wir zu folgender neuen Form des oben
aufgestellten Satzes:

Kombumirt man em verdnderliches System R, avelches einem festen
Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit n festen Systemen A, B, ...,
deren jedes, mit dem Polsysteme kombinirt, das Hauptsystem liefert: so ist
die harmonische Mitte jener n Kombinationen in Bezug auf n zugehirige
feste Koefficienten o, B, ..., deren Summe wnicht wull ist, und auf jenes

260 Polsystem P | einem festen Systeme @ eingeordnet, und zwar st dies feste

dritten Bande des Crelle’schen Joumals [S. 213—272] abgedruckt ist, — Hine
Erweiterung dieser Poncelet’schen Theorie habe ich in einer Abhandlung
»Theorie der Centralen“, welche im 24-ten Bande desselben Journals [auf 8. 262
— 282 und 372—380] abgedruckt ist, versucht. [Die Poncelet'sche Arbeit ist in
dem ,,Traité des propriétés projectives des figures” wieder abgedruckt und zwar in
Bd. 2 auf 8. 1—56 ]
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System Q die harmonische Ditte der n festen Systeme A, B, ... wm Bezug
auf diesclben Koefficienten «, 8, ... und auf dasselbe Polsystem P.

Diese Ausdrucksform ergiebt sich aus der ersteren (im vorigen
Paragraphen aufgestellten) mit vollkommener Schirfe, wenn man von
dem Satze Gebrauch macht, dass wenn das Polsystem, die harmonischen
Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das Hauptsystem.
liefert, und die zugehorigen harmonischen Koefficienten, | deren Summe 262
aber nicht null sein darf, gegeben sind, die harmonische Mitte jedesmal
bestimmt ist.

Die letzte Bestimmung in diesen Sitzen, dass nimlich das feste
System (), dem jene harmonischen Mitten eingeordnet sind, selbst als
harmonische Mitte erscheint, fehlt in der Poncelet’schen Darstellung,
und es bieten daher die hier gefundenen Ausdrucksformen, da die har-
monische Mitte nach § 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich
neue und einfache geometrische Beziehungen dar.

§ 171. Anwendung auf die Krystallgestalten.

Ich will diese Darstellung mit einer der schonsten Anwendungen
schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft machen lisst,
nimlich mit der Anwendung auf die Krystallgestalten. Doch will ich
mich hier auf die Mittheilong der Resultate heschriinken, indem ich
die Ableitung derselben dem Leser iiberlasse.

Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein System von
Ebenen dar, welche ihrer Lage mach verfinderlich, ihren Richtungen
nach aber konstant sind; das heisst, statt jeder Ebene, die an einer
Krystallgestalt hervortritt, kann aunch die ihr parallele hervortreten,
ohne dass dadurch die Krystallgestalt als solehe gelindert wird. Die
Abhiingiglkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander
stehen, kiomnen wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest-
gestellten Begriffe so ausdriicken:

Wenn man vier Ilichen eines Krystalles ohne Aenderung ihrer Rich-
tungen so legt, dass sie einen Rawm einschliessen ®), und die Stiicke, welche
dadurch von dreien derselben abgeschnitten werden, zu Richimassen macht,
so lisst sich jede andere Fliche | des Krystalles als Vielfachensumme 261
dieser Richtmasse vational ausdriicken.

Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegh, dass die Zeiger
sich als rationale Briiche, und also, da es nur auf ihr Verhiiltuiss an-
kommt, sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei hemerken

*) Hierin liegt schon, dass die Flichen keine parallelen Kanten haben diixfen.



282 A,. Abschn. II. Kap. 4. Verwandtschaftsbeziehungen. § 171.

wir noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am hiufigsten am
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die kleinsten
ganzen Zahlen ausdriicken lassen, und dass es schon ifusserst selten

263 1st, wenn die Zeiger einer Krystallﬂache sich nur | durch ganze Zahlen
ausdriicken lassen, unter denen grissere als sieben vorkommen. Nament-
lich lisst sich die abschneidende Ebene, da ihre drei Projektionen im
Sinne des Richtsystemes die drei Richtmasse geben, als Summe der-
selben darstellen, das heisst, ihre Zeiger sind 1, 1, 1.

Aufgabe. Es sind in Bezug auf vier Ebenen 4, B, C, D, von
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen
Ebenen ¢, @, @5, ¢ und die Zeiger einer Ebene P gegeben, man
soll die Zeiger x, y, 2 von P suchen, wemn @, @,, ¢, und @ als
die urspriinglichen Ebenen, und zwar @ als die abschneidende hetrachtet
werden sollen. _

Auflii-sung E‘s 1st, wenn z, y, & sich auf Q,, @,, ¢, beziehen,

P.Qs &y P Q.0.P

= Q%@«.’ Y=o 0.0’ =0 0.0

Diese Auflosung, welche sich durch die Gesetze unserer Analyse
6 2 auf’s Leichteste ergiebt *), erscheint in hochst einfacher Gestalt, || wiih-
rend bei der gewohnlichen analytischen Methode sowoll die Endformel
als auch die Mittelglieder in sehr verwickelten Formen erscheinen. Aus

dieser Auflosung fliesst sogleich der Satz:

*) Sind némlich P, , 7,, P, die durch @ von @, , Q,, @, abgeschnittenen Stiicke,
so hat man die Zeiger z, ¥, z zu suchen, welche der Gleichung
P—=uP,+yP,+ 2P,

PL=“@|1P3=”Q.~.:P3=WQ3:.
1) @Q=u@+v@+wg,,
2) P=a'Q+yQ+70,,

gentigen. Ist nun
also
und ist ferner

so ist auch
w ! /) 4 w e

’

% .
also & = w° und so weiter.

Nun ist aus 1)

L €00
G-Q-Q’

und aus 2)
a — . P Q?. g:s
a5 Q0.0
_ *'5’ P Qs . Q

IR
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Wenn %ich cine Reihe von Ebenen aus vier Ibenen, dic cinen Raum
einschliessen, auf die angegebene Weise rational ableiten ldsst, so ldsst
sich auch dieselbe Reihe von Ebenen aus jeden wier andern Ebenen dieser
Reihe, welche einen Rawm cinschliessen, gleichfalls rational ableiten.

Jede Kante der Krystallgestalt erscheint als Produkt der Flichen,
welche sie bilden, und dadurch ergiebt sich die Losung der Aufgabe:
,Wenn die Zeiger zweier Flichen P, P, in Bezug auf vier Ebenen
A, B, C, D, von denen die letzte die abschneidende ist, gegeben sind,
dann, ihre Kante als Vielfachensumme der von den Ebenen 4, B, C
gebildeten und durch D begriinzten Kanten zu finden Man erhilt,
wenn A, B, O die durch D begrinzten Flichenriiume darstellen, als
die Zeiger dieser Kante die Ausdriicke

P.P,.C A.P.P, P .B.P
A.B.C?” A.B.C? A4A.B.0?

welche sich auf die durch die Produkte 4B, BC, CA dargestellten
Kanten beziehen *). Hierans fliesst, da man beliebige vier ranm-
begriinzende Krystallfiichen als Fundamentalfliichen annehmen kanm, 263
der Satz:

Wenn man drei Kanten eines Krystalles, welche wicht in derselben
Ebene liegen, ohme Aenderung ihrer Richtung an einen gemeinschaftlichen
Anfangspunlt legt, und als ihre Endpunlte | e Duwrchschmitie mit265
irgend einer Krystallfliche setat, so lisst sich jede amdere Kanmte des
Krystalles als Vielfachenswumme dieser Strecken ratiofftl ausdriicken.

Da die hindurchgelegte Ebene D, mit den drei Kanten a, b, ¢
gleiche Produkte liefert, so wird man auch jede Grosse p, welche als
Vielfachensumme von a, b, ¢ dargestellt ist, als harmonische Viel-

* Namlich, es ist

P.P,.C
A. B .UA'B
die Projektion von P.P, auf A.B nach C, und so weiter, und daraus folgt
P.P.U A.P.P P.B.P
3 - 1 1 (! 1
P.R="rg 4B+ T g o0t a 5.0

Nun stellen AB, BC, CA jene drei Kanten dar, welche zwischen 4, B, C liegen
und durch die Ebene 1) begrinzt werden; denn es seien ¢, a, b diese drei Kanten,
so werden die Flichenrdume be, ca, al den drei Flichenriiumen 4, B, C pro-
portional sein (da diese die Hilften von jenen sind), und also AR, BC,CA den

Produkten be . ca, ca.ab, ab.be, das heisst den Produkten abe . ¢, abe. a,
" abe.b oder den Groesen ¢, @, b proportional sein, und diese Grossen konnen
also statt jener Produkte gesetzt werden.
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fachensumme von a, b, ¢ in Bezug auf D darstellen konmten. Somit
hat man den Sabz:

Nimmt man drei Kanten einer Krystallgestalt und eine Fliche der-
selben (ohme dass die Kombination der drei Kanten, oder der Fliche mit
einer derselben Null giebt), so liisst sich jede andere Kante des Krystalles
als harmonische Vielfachenswmme jener Kanten in Bezug auf jene Ebene
rational ausdriicken.

Dies Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der
Richtungen (ohne Riicksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus-
driickt. Ebenso ergiebt sich leicht, da die Flichen ab, be, ca mit der
Kante a + b + ¢ gleiches Produkt liefern, der Satz:

Nimmt man drei Ilichen einer Krystallgestalt und eme Kante der-
selben (ohme dass die Kombination der drei I'ldchen oder der Kante mit
einer derselben Null gicht), so lisst sich jede andere Fliche des Kiystalles
als harmonische Vielfachensumme jener Flichen in Begug auf jene Kante
rational darstellen.

Da die siimmtlichen Ausdehnungsgrossen im Raume als Elementar-
orossen, die der wnendlich entfernten Ebene angehoren, aufgefasst
werden konnen, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund-
ebene nach irgend einem Leitpunkte ein dem ersteren affines System
darstellen, und also zwischen ihnen genau dieselben Gleichungen statt-
finden, wie zwischen den abgeschatteten Grossen; und umgekehrt jede
Gleichung, welche zwischen den Abschattungen stattfindet, wird auch
zwischen den abgedhatteten Grissen stattfinden, und der Verein dieser
Abschattungen wird daher alle in der Krystallgestalt herrschenden Be-

264 ziehungen vollkommen treu darstellen; die Krystallflichen | werden
durch Liniengriissen, die Krystallkanten durch Pumktgrossen, oder so-
fern beide bloss ihren Richtungen nach gegeben waren, durch Linien
und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, da sie
alles, was bei den Krystallgestalten als wesentliches vorkommt, rein

266und treu | abbildet, ohne das zufillige mit aufzunehmen, eignet sich
besonders schin, um die Krystallgestalten in der Ebene zn entwerfen.

Diese Andeutungen mogen geniigen, um die Fruchtbarkeit der
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen.

§ 172. Anmerkung iiber offne Produkte.

Tch habe mich in der obigen Darstellung hauptsichlich auf’ solche
Produkte beschrinkt, in denen sich die Faktoren ohne Werthiinderung
des ganzen Produktes beliebig zu besonderen Produkten zusammen-
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fassen lassen (§ 143); und es schien mir diese Beschriinkung noth-
wendig, damit der schon iiberdies so mannigfaltige Stoff mehr zusammen-
gehalten werde, und der Leser nicht durch die immer wieder neu her-
vortretenden Begriffe ermiide. Ueberdies erfordern die Produkte, fiir
welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz differenter Behand-
lung, neue und verwickeltere Grissen treten in ihnen hervor, und wenn
gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf die Mechanik
und Optik gestatten, so kann doch diese Anwendbarkeit hier nicht
ganz zur Anschauung gebracht werden, indem dazu erst die in dem
folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforderlich sein wiirden.
Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier wenigstens an einem Bei-
spiele erliutern, und zugleich auf die imteressanten Grissenbeziehungen
hindeuten, welche sich dadurch aufschliessen.

Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 139), welches jenem
Zusammenfassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die allgemeine multi-
plikative Beziehung zur Addition, vermége welcher man statt eines
zerstiickten Faktors die einzelnen Stiicke setzen und die so entstehenden
einzelnen Produkte addiren kann, fiir dasselbe ihre Geltung behielf,
Aber auch diese Bezichung erscheint hier | noch als eine einseitige, in-265
sofern zwar gemischte Produkte, in welchen Ein Faktor verschieden
ist, withrend die iibrigen gleichartig sind, damach zu Einem Produkte
vereinigt werden kounen, aber nicht solche, in welchen mehr als Ein
Faktor verschiedenartig 1st, es miisste denn sein, dass diese ver-
schiedenartigen | Faktoren schon zu einem Produkte zusammengefasst 267
seien, In der Aufhebung dieser Einseitigkeit nun liegt das Princip der
Behandlung jener Produlkte.

Es sei A, P. B, + A, P. B, eine solche Summe zweier gemischten
Produkte, in welchen P der gemeinschattliche Faktor ist, und die beiden
letzten Faktoren micht zu Einem Produkt vereinigt werden diirfen; so
kann man statt dessen auch nicht - (4, B, 4 4,B,). P setzen; son-
dern, wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multi-
plikation fordert, einfithren wollen, so miissen wir die Stelle des Pro-
duktes, in welche P einriicken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle
durch eine leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass

[A().B]P=AP.B
und ,
[4,0).B,+ 4,().B;+ -1 P=A4,P.B, + A,P. By } ---

sei, und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein
offnes genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen mur Kiner
m die Liicke eintreten soll, so kann dieser durch dieselbe Klammer
ausgezeichnet werden, durch welche die Liicke hezeichnet ist. Sind
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zwel oder mehr Liicken in dem Produkte, so miissen die Klammer-
bezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren in die-
selben eintreten sollen.

Wir betrachten hier indessen nur die Produkte mit Finer Liicke,
deren Summe formell dadurch bestimmt ist, dass die multiplikative
Beziehung bestehen bleibt. Wir werden daher zwei Summen von offnen
Produkten, da sie nur durch ihre Multiplikation mit andern Grossen
ihrem Begriffe nach bestimmt sind, dann und nur dann als gleich zu
setzen haben, wenn sie mit jeder beliebigen, aber beide mit derselben
Grosse multiplicirt, gleiches Produkt liefern.*) Es kommt also davauf
an, die konstanten Bezichungen zwischen den in jenem Summenaus-
drucke vorkommenden Grossen, die wir als veréinderlich setzen lomnen,
angzumitteln, wenn eben der Summenwerth konstant bleiben soll. Je

266 einfacher und | anschaulicher diese konstanten Beziehungen aufgefasst
sem werden, desto einfacher und anschaulicher wird der Begriff jener

268 Summe sein, welcher eben als die | Gesammtheit jener konstanten Be-
ziehungen selbst aufgefasst werden kann.

Es lassen sich sehr leicht diese konstanten Beziehungen als Zahlen-
beziehungen in Bezug auf irgend ein zu Grunde gelegtes Richtsystem
darstellen. Nimlich man hat dann nur die simmtlichen Grossen in
Jenem Summenausdruck S, so wie auch die Grosse P, mit welcher
multiplicirt werden soll, als Vielfachensummen der Richtmasse von
gleicher Stufe darzustellen, dann das Produkt S P gleichfalls als Viel-
fachensumme von Richtmassen zu gestalten, so wird in diesem Pro-
dukte der Koefficient eines jeden Richtmasses (nach § 89) konstant
sein, wie sich auch die Grossen in S #ndern mbgen, wenn eben jenes
Produkt oder jene Vielfachensumme, auf welche dasselbe zuriickgefiihrt
ist, konstant bleiben soll. Ein jeder solcher Koefficient kann wiederum
als Vielfachensumme von den Zeigern der Grosse P dargestellt werden;
und da fiir jeden bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachen-
summe konstant bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines
Jeden Zeigers von P konstant sein.

Hs ist nun sogleich einleuchtend, dass hierdurch die konstanten
Beziehungen zwischen den Gréssen in S vollstindig dargestellt sind,
indem aus ihnen die Bestéindigkeit des Summenausdruckes mit Noth-
wendigkeit hervorgeht. Wir erliutern dies an einem Beispiele.

Hs sei die Summe

S=e (). +e().q+--=Z[e().€]

*) Wenn auch nur mit jeder Grosse von gegebener Stufe, wobei dann jener
Summenwerth zugleich von der Stufenzahl abhiingig bleibt.
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zu behandeln, in welcher ¢, ¢,, ¢,, ... Strecken 1im Ranme vorstellen,
und wo bel der letzteren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf
die verschiedenen Anzeiger 1, 2, ... bezieht. Es ist klar, dass, wenn

die Strecken e nicht etwa Einer Ebene angehtren, die Grisse P, welche
mit jener Summe multiplicirt werden soll, von zweiter Stufe, das heisst
ein Flichenranm sein muss, sobald die Produkte der einzelnen Glieder
summirhar bleiben sollen, ohne null zu werden. Es seien nun a, b, ¢ |
die Richtmasse erster Stufe des zu Grunde gelegten Richtsystems, be,
ca, ab also die Richtmasse zweiter Stufe, und

e = aa-+ ﬁb +?c:
P = zbc 4 yea + zab,

so hat man

SP=Z(eP.¢)=Z(eP.(aa+ b+ yo).
Hier miissen die zu den Richtmassen a, b, ¢ gehorigen Zeiger des 267
ganzen Ausdrucks konstant sein; das Heisst, es miissen
Z(eP.a), Z(EP.p), Z(P.y) 269

konstant sein fiir jeden Werth von =, y, #, wobei

eP = abe (ex + By + y2)
ist.  Daraus ergeben sich folgende sechs konstante Grossen:
" (26, 269, 207

Z(py), Z(@paw), Z(«f).
Bezeichnen wir diese sechs Grossen beziehlich mit

4, B, C
4, B, ¢,
so 1ist
SP=abec(da 4 C'y + B'2)a 4 = —
(2) + abe (C'z + By + A'2)b 4+
+ abe (Bx + A’y + C2)ec.

Es hat demnach jene Summe S dann und nur dann einen kon-
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem diese
sechs Zahlengrissen konstant simd. So haben wir nun zwar die kon-
stanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorkommen-
den Grossen herrschen miissen, wenn die Summe konstant bleiben soll,
bestimmt; allein der einfache Begriff jemer Summe ist dadurch noch
nicht gefunden, weil in diese Bestimmungen ein ganz fremdartiges,
mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Beziehung stehendes Ele-
ment, namlich das zu Grunde gelegte Richisystem, eingefithrt ist.
Es dienen daher jene sechs Grossen nur zur Uebertragung auf ge-
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gebene Richtsysteme, wilhrend der einfache Begriff der Summe noch
zu realisiren 1st.

Wir konnen, um uns der Losung dieser Aufgabe zu nihern, zu-
erst versuchen, jene Summe auf eine moglichst geringe Anzahl von
Gliedern zuriickzufithren.

Da jede Strecke drei Zeiger darbietet, so scheinf fiir den ersten
Anblick jene Summe auf zwei Glieder reducirbar, m sofern zur Be-
stimmung der sechs Zeiger jener Strecken sechs Gleichungen erscheinen;
allein es erhellt leicht, dass, wenn mnicht etwa simmtliche Grossen in
S derselben Hbene angehmen, jene sechs Zeiger mnicht so qewahlt
werden kimnen, dass diesen sechs Gleichungen geniigh wird. Denn, da
das Richtsystem willlkithrlich ist, so kann es auch so genommen werden,
dass jene zwei Strecken mit zweien der Richbmasse, etwa mib @ und b
zusammenfallen; dann ist klar, wie

268 SP=aP.a+bP.0b

270stets eine Strecke der Ebene ab darstellt; es miisste also das Glied
von SP, was der dritten Axe ¢ angeh®rt, stets null sein, das heisst,
I, A, C miissten null sein. C aber, was die Summe der Qu&drahe von p
vorstellt kann nicht [anders] null Werden, als wenn simmtliche Werthe
von y null sind, das heisst, simmtliche Werthe ¢ der Ebene ab an-
gehoren. Hs lasst sich daher die Summe S auf keine geringere An-
zahl reeller Glieder zuriickfithren als auf drei. Da aber drei Strecken
neun Zeiger darbieten, so werden dieselben dureh jeme sechs Glei-
chungen nicht bestimmt sein, sondern noch fiir drei Zahlenbestim-
mungen Raum lassen.

Um nun eine gegebene Summe S von der Form Xfe (). ],
welcher die verschiedenen Grossen e nicht derselben Kbene ano*ehoren
sollen, das heisst, A, B, C stets geltende (positive) Werthe darstellen,
anf drei Glieder zu 1educ1ren gehen wir auf die Gleichung (2) zuriick.
Setzen wir hier

P — ab,
das heisst
z=y=0, z2=1,
so 1st
SP = 8§ (ab) = abc (B'a + A'b + Co).
Da hier C nicht null werden kamn, so ist S (ab) nie der Ebene ab
parallel. Also kiomnen wir, da die Annahme des Richtsystems will-
kithrlich 1st, wenn nur éhe drei Richtaxen von einander unabhingig
sind, die dutte Richtaxe ¢ parallel S (ab) annehmen. Dann wird

A=DB =0
und S (ab) gleich abe.Ce. Da auch der Masswerth ¢ willkithrlich ist,
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und C' positiv ist, so kann man ¢ so annehmen, dass C gleich Kins
ist ¥); dann ist

S (ab) = abe. c.
Nimmt man nun ferner
_ P=¢a, 2—=5=0; y=1,
so 1st

S (ea) = abe (C'a + Bb)™),
was nothwendig in der Ebene ab liegen muss, aber da B nicht null
werden kann, von @ unabhiingig ist. Da nun & innerhalb der Ebene 269
aly willkiihirlich angenommen werden kann, wenn es nur von e unab-271
hiingig bleibt, so kann man b selbst diesem Ansdrncke S (ea) parallel
setzen. Man hat danm noch €’ = 0, also
=8 =0=0,

und S(ca) wird gleich abeB.b, oder, wenn man wieder den Mass-
werth von & so anmimmt, dass B gleich Eins wird,

S(ca) = abe . b.
Endlich wird S (be) gleich abeA . a, oder bei einer solchen Annahme
von a, dass A gleich Eins wird,

S (be) = abe . a.
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realisirt haben,
sind also

(3)
woraus folgt
(4) S=a().a+b().b4+c().c
Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That

auf drei reale Glieder zuriickgefithrt; und fiir die Grissen ¢, b, @ haben
wir die Gleichungen

Ar= Br= Cr= 0
A=B=C=1,

(5) S (ca) = abe . b

S (be) = abe . a.
Zu diesen Gleichungen (5) wiirde man direkt gelangen, wenn man

einmal voraussetzt, dass sich jene Summe auf drei Glieder zuriick-
fithren liisst. Denn, sind a, b, ¢ die diesen Gliedern zugehorigen Strecken,

‘S(ab)==abc.c

¢
*) Man hat zu dem Ende nur statt ¢ zu setzen 1/_— , dann verwandelt sich
¢
2 2
v in L wnd 2¢9 in @ das hoisst, in 1.
#*) Da A’ gleich Null ist.
Grassmann, Werke. L 19
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so hat man aus (4) sogleich durch Multiplikation mit ab, ca, be die
Gleichungen (5). Betrachtet man eine dieser Gleichungen, zum Beispiel
die erste, so ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ad), mit wel-
chem S multiplicirt ist, unabhiingig: setzt man daher irgend eine mit
ab parallele Grisse gleich ¢, so hat man

(6) SQ=Wc.c=(c().c)Q,
und da ¢ urspriinglich willkiihrlich angenommen werden konnte, so
wird jede Grosse ¢, welche dieser Gleichung fiir irgend ein ¢ geniigt,
als eine der drei Strecken betrachtet werden kionmnen, auf welche sich
S zuriickfithren lisst; dann ist ¢ selbst die Ebene der beiden andern,
2701111(1 in ithr kann dann noch die eine der beiden andern Strecken von
gygwillkiihrlicher Richtung angemommen werden, | wodurch dann alles
bestimmt ist. Jene willkithrliche Ammahme der Richtung der Ebene
¢ und der Richtung der einen Strecke in ihr vertritt die Stelle der
drei willkithrlich anzunehmenden Zahlenbestimmungen, von denen oben
die Rede war.

Um nun den Begriff zu vollenden, haben wir die Bezichung zwi-
schen je drei solchen Strecken aufzustellen; dies wird geschehen, in-
dem wir die Gleichung der Oberfliiche, deren Punkttriiger jene Strecken
sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind, aufstellen, und
zwar in Bezug auf je drei beliebige Strecken, auf die S zuriickgefiihrt
werden kann.

Man hat, wenn p dieser Triiger ist, und in die Gleichung (6) p
statt ¢ gesetzt wird,

(T) SQ = Qp.p.
Ist nun
p= =zxa —+ yb -+ zec
S=a().a+b().b4+c().c
Q= a'be + yeca + Fab,
SQ =abe. (¥'a+ y'b + Z¢c).
Aug (T) folgt also, dass «'a + y'b + #¢ parallel p ist, das heisst,

dass a’:y': 4 =2z :y:z ist. Da nun in der Gleichung (7) statt ¢ jede
mit ¢ parallele Grosse gesetzt werden kann, so kénnen wir nun

@ = wbe 4 yeca + zab
setzen, dann erhalten wir aus (7)

abe = Qp = (2% + y* + %) abe,

so 1st

das heisst

(8) a? 4o 2= 1.
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Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides, in welchem die
Grundmasse @, b, ¢ konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir'einen
Ausdrack wie a().a ein offnes Quadrat von a, so komnen wir die ge-
wonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen:

271

Bine Summe von offnen Quadraten im Raume ist gleichz,,.,
d

der Summe aus den offnen Quadraten von je drei beliebigen
konjugirten Halbmessern, welche einem konstanten K-
lipsoid angehdren

Da dies Ellipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck jener
Summe ist, so konnen wir auch sagen, diese Summe sei eine solche
Grosse, die ein Ellipsoid davstellt und selbst als Ellipsoid gedacht
werden komne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jemer Summe,
welcher Anfangs bloss formell auftrat, anf seine reale Bedeutung zuriick-
gefiihrt.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des Ellipsoids, welches
zu einem gegebenen Summenausdruck

S=2(0.9
gehort, zu finden, Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (7)
S¢) =p@Q.»
nur entweder p oder ¢ zu eliminiren, indem p der Triiger eines Punktes
der Oberfliiche ist, Q aber, da es die Ebene der zu p gehdrigen kon-
jugirten Halbmesser darstellf, der Tangentialebene parallel ist. Um im
ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid als Umbhiillte dar-
zustellen, konmen wir uns der in § 144 erwillnten Methode bedienen,
wonach der Masswerth von @ so angenommen wurde, dass, wenn )
sin die Lage der Tangentialebene versetzt wird, seine Abweichung vom
Ursprung der Triiger eine konstante Grosse ist, die wir der Einheif
gleich setzen komnen. Ks ist aber jene Abweichung gleich p¢/, also
p@Q gleich der Einheit. Mulfiplicirt man daher obige Gleichung mit
), so hat man
8Q.Q=p@.re=1,

was die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids als umhiillter Fliche
ist. Es ist aber

* Wemn man unter &/, y', z die Koordinaten selbst versteht, welche zu den

- . - » .
Zeigern a, y, # gehoren, so hat man z =&da, ..., oder B=2=ry s und die
. 3 @
Gleichung (8) wird dann

/s

as Y %
FrEte=b

was die gewdhnliche Form der Gleichung eines Ellipsoids ist.
19%
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S8Q.Q=XZ(Q.0).Q= 2 (@),
und die Gleichung des Ellipsoids ist also

© 2 (e — 1.
Will man diese Gleichung auf ein gegebenes Richtsystem a, b, ¢ zu-
riickfithren, so nehme man

@ = zbc + yea + zab
¢ = aa+ b+ ye,

2?23,150

274 eQ) = (az 4 By + y2),

wemn abe (das Hauptmass) der Binheit gleich gesetzt ist, und man
hat also

an, und

3 (ez 4 By + y2) — 1,
oder, mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung
Az® 4 By* + C&* + 24z + 2B's2 + 2C'zy = 1.

Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be-
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung auf,
so konnen die Ellipsoide auch iibergehen in Hyperboloide, und wir
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grosse, die im Raume
durch eine Oberfliiche, in der Ebene durch eine Kurve zweiter Ord-
nung dargestellt wird, und die wir, da sie urspriinglich als Bllipsoid
oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grosse nennen kénnten. Doch
scheint es kaum nothig, dies noch weiter auszufithren, indem der Gang
der weitern Entwickelung keine Schwierigkeiten mehr darbietet. Auch
iibersiecht man leicht, wie die ganze Entwickelung so hiitte gefithrt
werden konnen, dass gar nicht auf willkithrliche Koordinatensysteme
zuriickgegangen [worden] wiire; und ich habe den eingeschlagenen®
Weg nur darum gewihlt, um zugleich die Behandlungsweise fiir die
offenen Produkte iiherhaupt hindurchblicken zu lassen.



Anhang [, (1877)

Ueber das Verhiiliniss der nichteuklidischen Geometrie
zur Ausdehnungslehre,
(Vgl. § 15—23)

Es ist die ganze Darstellung in § 15—23 zum Schaden der Wissen-273
schaft bisher fast ganz wnheachtet geblieben. Weder Riemann in
seiner Habilitationsschrift *) vom Jahre 1854, die zuerst 1867 vertffent-
licht wurde, noch Helmholtz™) in seiner Abhandlung ,Ueber die That-
sachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 186G8% mnoch auch in
seinem vortrefflichen Vortrage ,Ueber den Ursprung und die Bedeu-
tung der geometrischen Axiome. 1876 thut derselben Erwihuung,
obgleich darin die Grundlagen der Geometrie in viel einfacherer Weise
zar Anschanung kommen als in jenen spiiteren Schriften.

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen-
satz gegen Huklid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Raum als Ge-
sammtheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und weiter
kann die Geometrie nicht fortschreiten, withrend die abstrakte Wissen-
schaft keine Grinzen kennt. Da alle Punkte einer geraden Linie sich
aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so erscheint die
gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter Stufe und ent-
sprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet dritter, der Raum
als emn solches vierter Stufe*#¥),

*) [Gemeint ist seine Habilitationsrede: Ueber die Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegen. Ges. Werke, 1. Ausg. S, 254 ff., 2. Ausg. 8. 272 if]

**) [Die Abhandlung steht in den Gottinger Nachrichten von 1868, S. 193
—221, 5. auch seine ges. wiss. Abh. Bd. II, 5. 618—639. Den Vortrag findet man
in seinen ,Vortriigen und Reden®, Bd. II, 8. 1 ff., Braunschweig 1884.]

**#) Um Verwechselungen vorzubeugen, bemerke ich, dass die Strecken
ciner Ebene ein einfaches Ausdehnungsgebiet zweiter Stufe, die des Raumes
ein einfaches Ausdehnungsgebiet dritter Stufe und idberhaupt die Strecken eines
einfachen Elementargebietes (n - 1)-ter Stufe ein einfaches Ausdelnungs-
gebiet n-ter Stufe bilden.
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274 Es sind also zum Deispiel | die Punkte emer Ebene aus drei
nicht in gerader Linie liegenden Punkten numeriseh ableitbar, etwa
durch die Zahlen z,, #,, ;. Wird nun zwischen diesen drei Zahlen
eine homogene Gleichung festgesetzt, so reduecirt sich die Gesammt-
heit der Punkte, welche der Gleichung geniigen, auf ein Gebiet zweiter
Stufe. Tst diese homogene Gleichung vom ersten Grade, so wird das
so bestimmte Gebiet zweiter Stufe ein einfaches, das heisst, eine gerade
Linie; ist aber jene Gleichung von hoherem Grade, so entstehen krumme
Linien, fiir welche nur ein Theil der fiir die gevade Linie giiltigen
longimetrischen Gesetze gelten wird.

Gieht man zum Raum iiber, so ist jeder Punkt desselben aus vier
Punkten, welche ein Tetraeder bilden, durch vier Zahlen =z, ... 2
numerisch ableithar. Herrschen zwischen diesen vier Grossen zwel von
einander unabhiingige homogene Gleichungen, von denen keine vom
ersten Grade ist, so erhalten wir Linien doppelter Kriimmung, fiir
welche wieder nur ein Theil jener longimetrischen Gesetze gilt.

Schreiten wir nun vom Raume, als einem Gebiet vierter Stufe, zu
einem Gebiet fiinfter Stufe vor (welches nicht mehr geometrisch
existirt), so hat man fiir dasselbe fiinf Ableitungszahlen o, ... z;, und
besteht zwischen diesen eine homogene Gleichung ersten Grades, so
kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter Stufe, das heisst,
anf den Euklidischen Raum zuriick. Herrscht dagegen zwischen ihnen
eine homogene Gleichung hioheren Grades, so kommt man zwar auch
zu Hlementargebieten vierter Stofe, indessen zu solchen, fiir welche
die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewissermassen zu
nichteuklidischen Riumen #*); ja man kann zu einem Elementargebiete
sechster Stufe tibergehen und zwischen den sechs Ableitungszahlen
zwel hohere homogene Gleichungen annehmen, und erhilt so abermals

a75neue Hlementargebiete vierter Stufe**) und kann | somit eine unendliche
Menge nichteuklidischer Riume bilden, aus deren Gleichungen sofort
hervorleuchtet, in wie weit die Euklidischen Axiome noch gelten.

So bietet also die Ausdehnungslehre die vollkommen ausreichende
und ganz allgemeine Grundlage auch fiir diese und ihnliche Betrach-
tungen.

#) So zum Beispiel entsteht der Helmholtz’sche sphirische Raum, wenn
man zwischen den genannten fiinf Ableitungszahlen eine gewisse homogene Glei-
chung zweiten Grades annimmt (oder allgemeiner ein gekriimmter Raum bei An-
nahme einer Gleichung beliebigen Grades).

**) Man konnte einen solchen Raum im Gegensatz zu dem eben genannten
(einfach) gekriimmten Raum etwa einen doppelt gekriimmien Raum nennen.
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Anhang II, (1877.)

Ueber das eingewandte Produkt.
(Vgl. das dritte Kapitel des zweiten Abschnitts.)

Da in dem ganzen Kapitel nur der Begriff des auf ein Hauiﬂ:-
gebiet beziiglichen Produktes zur Evidenz entwickelt ist, und alle
iibrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassen sind, so wiire
es zweckmiissig gewesen, die ganze Entwickelung auf jenen Begriff zu
beschriinken. Doch hiitte sich auch in dieser Beschriinkung die Dar-
stellung einfacher fassen lassen, was ich hier versuchen will. Teh gehe
dabei auf den Satz am Schlusse von § 1206 zuriick, wonach, wenn
a und b die Stufenzahlen zweier Griissen, u die des sie zuniichst
umfassenden Gebietes und ¢ die des gemeinschaftlichen Gebietes ist,
¢=a-+b— u ist.

Der Begrifit des eingewandten (regressiven), anf ein Hauptgebiet
‘beziiglichen Produkies ist dahin festgestellt, dass dasselbe damn und
nur dann null ist, wenn das die Faktoren zuniichst umfassende Gebiet
von geringerer Stufe ist als das Hauptgebiet. Hierauf und aunf den
allgemeinen Begriff' der Multiplikation, das heisst, auf die bekannte Be-
ziehung derselben zur Addition, ist der formale Begriff des betrach-
teten Produktes gegriindet. Um zun dem realen Begriff desselben zu
gelangen, kommt es zunfichst daranf an, dasjenige, was bei einer Form-
inderung des Produktes, die den Werth desselben nicht #indert, kon-
stant bleibt, in moglichst anschaulicher Form darzustellen.

Es sei A. B das eingewandte Produkt, dessen Werth nicht null
ist, und seien @ und b die Stufenzahlen von 4 und B, u die des
Hauptgebietes, so zeige ich zuerst, dass bei jeder Forminderung des27s
Produktes 4. BB, welche dessen Werth unveriindert lisst, das den beiden
Faktoren gemeinschaftliche Gebiet unverindert bleibt.

Unmittelbar leuchtet dies ein, wenn die beiden Faktoren denselben
Werth behalten oder sich in umgekehrtem Zahlenverhiiltnisse indern,
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer der
beiden Faktoren, zum Beispiel der zweite B seinen Werth in B - B,,
ohne dass sich der Werth des Produktes idndert, so folgt daraus, dass
A . By =0 sein, das heisst, das die Faktoren 4 wnd P, zunichst um-
fassende Gebiet von niederer als w-ter Stufe, oder, was dasselbe ist,
das ihnen gemeinschaftliche Gebiet [von] hitherer als c-ter Stufe sein
muss. Da nun die Summe zweier Grossen hiherer Stufe nach § 51 sich
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stets auf den Fall zuriickfiihren lisst, wo die beiden Grossen in einem
Gebiete nichsthoherer Stufe, also in unserm Falle in cinem Gebiete
(0 + 1)-ter Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall
zu beriicksichtigen. Aber dann haben B und B, ein Gebiet (h— 1)-ter
Stufe gemeinsam, und man kann also B, in b einfache Faktoren zer-
legen, von demen 4 —1 in B liegen und einer ausserhalb B; nun soll
B, mit A aber ¢ - 1 einfache Faktoren gemeinsam haben, was nur
moglich ist, wenn ¢ von jenen & — 1 einfachen Falkboren zugleich in
A liegen, das heisst, dem gemeinsamen Gebiete angehbren, und der
eine ausserhalb B liegende Faktor von B, gleichfalls in 4 liegt. Es
liegt somit das ganze Gebiet €' in B,, das heisst, C' ist das gemein-
same Gebiet von 4 und B,, also auch von 4 und B -+ B,; das den
beiden Faktoren gemeinsame Gebiet bleibt [mithin] unveriindert, wenn
das Produkt denselben Werth behilt. Denn fiir die Aenderung des
ersten Faktors gilt dieselbe Schlussreihe.

Um nun den metrischen Werth des Produktes zu finden, setzen
wir B=CD, also A.B = A4.CD, dann stellt AD das nmfassende,
hier also das Hauptgebiet dar. Nun kinnen wir einen Theil des Haupt-
gebietes gleich Fins setzen (zum Beispiel das fiussere Produkt der
in ihrer Reihenfolge genommenen urspriinglichen Einheiten). Dann
stellt 4.D eine Zahl dar. Wenn dieselbe — % ist, 80 kann man statt

C wnd D die Grissen ¢, —1C wd D, =2 einfifhren, ohne den

Werth des Produktes C'. D zu #ndern; dann wird aber A . D, =1,
ud 4.CD=A4.C,D,.
Ich behaupte nun, dass €, bei der oben besprochenen Form-
277 inderung des Produktes ungeiindert bleibt. Es | kann nach dem Obigen
B, = C,. E,~gesetzt werden, wo E, einen einfachen Faktor mit A ge-
mein hat, das heisst, 4. %, — 0 ist; dann wird also in 4. C, (D, + E)
das Produkt 4.(D, 4+ E)=4.D, =1 , ind es bleibt das so he-
stimmte C'; ungeéindert. Wir komnen daher C, als dem wahren Werth
des Produktes betrachten und konnen dann allgemein, auch wenn 4 . D
nicht gleich Eins ist, stets 4.CD = AD.(C setzen, wo A D [ein] Theil
des Hauptgebietes und also eine Zahl ist, und kiommen dies als die
reale Definition des eingewandten Produktes auffassen.
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Anhang III. (1877)).

Kurze Uebersicht iiber das Wesen der Ausdehnungslehre,

(In Folge einer Aufforderung Grunerts in dessen Archiv Bd. VI (1845)
' verffentlicht vom Verfasser.)

I. Tendenz der Ausdehnungslehre als solcher. [837]

1. Meine Ausdehnungslehre bildet die abstrakte Grund-
lage der Raumlehre (Geometrie), das heisst, sie ist die von
allen riiumlichen Anschaunungen gelbtste, rein mathematische
Wissenschaft, deren specielle Anwendung auf den Raum die
Raumlehre 1st.

Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, nimlich
den Raum, zuriickgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik, | sondern [838]
eine Anwendung derselben auf die Nabur; aber micht eine blosse An-
wendung der Algebra, auch damm nicht, wenn die algebraische Grosse,
wie in der Funktionenlehre, als stetig veriinderlich betrachtet wird;
denn es fehlt der Algebra der der Rawmlehre eigenthiimliche Begriff
der verschiedenen Dimensionen. Daher ist ein Zwelg der Mathematik
nothwendig, welcher in den Begriff der stetig verinderlichen Grosse
zugleich den Begriff von Verschiedenheiten aufnimmt, welche den
Dimensionen des Raumes entsprechen, und dieser Zwelg ist meine Aus-
dehnungslehre.

2. Doch sind die Sitze der Ausdehnungslehre nicht etwa 278
blosse Uebertragungen geometrischer Sitze in die abstrakte
Sprache, sondern haben eine viel allgemeinere Bedeutung;
denn, wihrend die Raumlehre gebunden bleibt an die drei
Dimensionen des Raumes, so bleibt die abstrakte Wissen-
schaft von diesen Schranken frei.

In der Raumlehre komnen durch die Bewegung von Punkten
Linien, durch die der Linien Flichen, durch die der Flichen Korper-
riiume erzeugt werden, aber weiter kann die Raumlehre nicht fort-
schreiten. Hingegen, stellt man sich vor, dass an die Stelle des Punlktes
und der Bewegung abstrakte, vom Raume unabhingige Begriffe ein-
gefithrt werden (s. unten, Nr. 4—6), so verschwinden diese Schranken.

3. Dadurch geschieht es nun, dass die Sétze der Raum-
lehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, die in ihr ver-
moge ihrer Beschrinkung auf drei Dimensionen keine Be-

friedigung findet, sondern erst in der Ausdehnungslehre zur
Ruhe kommt,.
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Zwei Beispiele mogen dies erliiutern,

1) Zwei gerade Linien derselben Ebene schneiden sich i Hinem
Punkte, ebenso eine Bbene und eine Gerade, zwei Ebenen in’ Einer
geraden Linie, vorausgesetzt, dass die Geraden, oder die Ebene und
die Gerade, oder die- Ebenen nicht zusammenfallen, und die Dureh-
schnitte im Unendlichen mitgerechnet werden. Werden der Punlkt, die
Gerade, die Ebene, der Korperraum beziehlich als Gebiete erster,
zweiter, drifter, vierter Stufe aufgefasst, so liegt darin der allgemeine
Satz angedeutet, dass ein Gebiet von a-ter und eins von b-ter Stufe,
wenn sie in einem Gebiete von c-ter Stufe, aber auch in keinem Ge-
biete von niederer Stufe vereinigh sind, ein Gebiet (¢ + b — ¢)-ter
Stufe gemeinschaftlich haben; aber die Raumlehre kann diesen Satz
nur fiir ¢ gleich oder kleiner als vier zur Anschauung bringen.

2) Der Flichenraum eines Dreiecks ist die Hilfte von dem eines
Parallelogramwms, dessen Seiten mit zwei Seiten des Dreiecks gleich
lang und parallel sind, der Korperraum des Tetraeders ein Sechstel
von dem des Spathes (Parallelepipedums), dessen Kanten mit drer in
einem Punkte zusammentreffenden Kanten des Tetraeders gleich lang

979 und parallel sind. Darin scheint der Satz | angedentet: der Raum,
welcher zwischen 7 Punkten liegh, die in einem Gebiete n-ter Stufe
(und in keinem Gebiete von niederer Stufe) vereinigh sind, ist

1
1.2.8...(n—1)
(339] Korpers), dessen Begrinzungslinien | (Seiten, Kanten) den, von einem
der n Punkte zu den iibrigen gezogenen geraden Linien gleich und
parallel sind. Aber auch dieser Satz kommt hier nicht in seiner All-
gemeinheit heraus.

Hingegen in der Ausdehnungslehre treten in diesen bheiden und
in allen andern Fillen die ganz allgemeinen Sitze vollkommen hervor.
So nimmt also iiberall die Raumlehre einen Anlauf znr Allgemeinheit,
stosst sich aber, ohne diese Allgemeinheit erreichen zu kinnen, an den
ihr durch den Raum gesteckien Schranken, welche nur die abstrakte
Wissenschaft der Ausdehmungslehre zu durchbrechen vermag.

von dem Raume eines Gebildes (einer Figur, eines

4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Ausdehnungs-
lehre ist die Gesammtheit der Elemente, in die ein seinen
Zustand stetig dnderndes HElement iibergeht.

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet werden,
in die ein seinen Ort stetig #ndernder Punkt iibergeht. Substituiren
wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, welches einer
stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es hat, fihig ist, und
abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und aller
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Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem ander-
weitigen Inhalte abstrahirte Ding das Ilement, so gelangen wir zu
dem aufgestellten Begriffe.

5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand stets auf
gleiche Weise iindert, so dass, wenn aus einem Elemente a
des Gebildes durch Eine solche Aenderung ein anderes Ele-
ment b desselben hervorgeht, dann durch eine gleiche Aen:
derung aus b ein nenes Element ¢ desselben Gebildes hex-
vorgeht, so entsteht das der geraden Linie entsprechende
Gebilde, das Gehiet zweiter Stufe,

Die gerade Linie wird von dem Punkie konstruirt, wenn dieser
seinen Ort stets nach derselben Richtung hin findert; ! substituiren wir 280
daher der Richtung die Art und Weise der Aenderung, so geht der
aufeestellte Begriff hervor®).

6. Wenn man alle Elemente eines Gebietes n-ter Stufe
einer und derselben Aenderungsweise unterwirft, welche zu
neuen (in jenem Gebiete nicht enthaltenen) Elementen fiihrt,
30 heisst die Gesammtheit der durch diese Aenderungsweise
und die entgegengesetzte erzeugbaren Elemente ein Gebiet
(n 4 1)-ter Stufe; das Gebiet dritter Stufe entspricht der
Bbene, das vierter dem ganzen Raume. '

Wenn die Punkte einer geraden Linie sich alle nach emer und
derselben Richtung bewegen, die zu neuen (in jener Geraden nicht ent-
haltenen) Punkten fithrt, so ist die Gesammtheit der durch diese Be-
wegung und die entgegengesetzte erzenghbaren Punkte die Ebene; und
wenn man ebenso mit den Punkten der | Ebene verfihrt, so erhilt man [340)
den ganzen Raum. Substituirt man hier den riiumlichen Begriffen die
vorher angegebenen abstrakten und hiilt den Fortgang von einer Stufe
zar niichst hoheren allgemein fest, so ergiebt sich der obige Begriff.

II. Tendenz der in meiner Ausdehnungslehre angewandten
Rechnungsmethode, an der Geometrie erldutert.

7. In meiner Ausdehnungslehre ftritt eine eigenthiim-
liche Rechnungsmethode hervor, welche, auf die Raumlehre
iibertragen, von unerschopflicher Fruchtbarkeit ist, und hier
(in der Raumlehre) darin besteht, dass rdumliche Gebilde

* Soll die gerade Linie und das ihr entsprechende Gebilde nach beiden
Seiten unendlich sein, so muss der F'unkt (dag Element) aunch nach der entgegen-
gesetzten Richtung (Aenderungsweice) fortschreiten, was wir hier der Einfachheit
wegen tibergangen haben.
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(Punkte, Linien und so weiter) unmittelbar der Rechnung
unterworfen werden.

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte ‘gefiihrte Gerade ihrer
Grosse und Lage nach als Verkniipfung jener Punkte und zwar als
eine eigenthiimliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. unten, Nr. 15),
ebenso das zwischen drei Punkten liegende Dreieck seinem Flichen-

281 raum und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, | so
dass dies Produkt null ist, wenn der Flichenraum jenes Dreiecks es
ist, das heisst, die drei Punkte in gerader Linie liegen; ferner der
Durchschnittspunkt zweier gerader Linien in einem unten (Nr. 22 und
Aufgabe 19) niher zu bezeichnenden Sinne als Produkt dieser Linien.

8. Die Tendenz dieser Rechnungsmethode fiir die Geo-
metrie ist, die synthetische und analytische Methode zun ver-
einigen, das heisst, die Vorziige einer jeden auf den Boden
der andern zu verpflanzen, indem jeder Konstruktion eine
einfache analytische Operation zur Seite gestellt wird, und
umgekehrt.

Zur Brliuterung diene folgendes Beispiel. Belkanntlich beschreibt
eine Kcke y eines veriinderlichen Dreiecks, dessen beide andere Ecken
«, # sich in festen geraden Linien 4 und B bewegen, und dessen
Seiten durch drei feste Punkte a, b, ¢ gehen, einen Kegelschnitt. Sind
a, b, ¢ die festen Punkte, durch welche beziehlich dic den Beken
o, #, 7 gegeniiberliegenden Seiten gehen, so sieht man, dass (s. Nt. 7)
yaB die ¥eke 3, yaBcd die Ecke o darstellt, und da die Punlkte «,
b, y in Kiner geraden Linie liegen, also ihr Produkt null ist (Nr. 7),
so hat man die Gleichung

yaBecAby =0
als Gleichung eines von p heschricbenen Kegelschnittes. Man sieht,
dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gehendes wich-
tiges Gesetz ahnen,

III, Einfachste Rechnungsregeln fiir die neue Analyse.

Die Verkniipfungen, die in diesem Theile der Aunsdehnungslehre
vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatorische Multiplikation,
kombinatorische Division.

[341] 9. Fir alle Arten der Addition und Subtraktion gilt das
gewOhnliche Rechnungsverfahren.

10. Fiir alle Multiplikations- und Divisionsweisen gilt das
Gesetz: Statt ein Aggregat von Gliedern mit einem zeichen-



