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losen Ausdrucke auf irgend eine Weise zu multipliciren oder
zu dividiren, kann man ohne Aenderung des letzten Hrgeb-
nisses die | einzelnen Glieder mit diesem Ausdrucke auf die-282
gselbe Weise®) multipliciren oder dividiren, und die einzelnen
Produkte oder Quotienten so zu einem Aggregate verkniipfen,
dass man einem jeden das Zeichen desjenigen Gliedes vor-
setzt, durch dessen Multiplikation oder Division es entstan-
den ist; ein Zahlfaktor kann iiberdies, wenn er irgend einem
Faktor des Produktes zugeordnet ist, anch jedem andern

oder auch dem Produkte zugeordnet werden; endlich él 18t
allemal Bins, wenn A4 nicht null 1sf.

11. Ein Produkt a.b.c... nenne ich ein kombinatorisches,
wenn ausser dem Gesetze Nr. 10 fiir dasselbe noch das Ge-
setz gilt, dass, wenn von den einzelnen Faktoren a, b, ¢, .
zweli aufeinanderfolgende vertauscht werden, das Produkt
entgegengesetzten Werth annimmt; und zwar nenne ich
a, b, ¢,... und deren Summen oder Differenzen dann Fak-
toren erster Ordnung.

Hiernach ist also zum Beispiel a.b.c.d. = —a.c.b.d.

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte zwei Fak-
toren erster Ordnung einander gleich sind, so ist das Pro-
duokt null

Zum Beispiel a.b.b.d = 0 (wie sich auch sogleich ergiebt, wemn
man in dem Beispiel zu Nr. 11 b und ¢ gleich setzt).

Folgende Aufgaben mogen zur Erliuterung dieser Multiplikations-
weise dienen:

Aufgabe 1. Das kombinatorische Prodult

(ot 0, 4 gy ages) - (Bye, + Baey + Bsey) . (7100 + 20 + 7"3‘"'3)

o entwickeln, wenn @, @,, @53 B, Bsy By Vi Ve ¥s Zahlgrissen,
€, €, ¢y aber kombinatorische Faktoren erster Ordnung begeichnen.

Man erhiilt durch Anwendung der Rechnungsregeln (9—12) schliess-
lich den Ausdruck
(e, B3 — &, Byws + By — asBoyy + fsyy — wafivs) €6, 5.
Aufgabe 2. Drei Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten 283
durch die Regeln der Fombinatorischen Multiplikation zu lisen (§ 45).
Die drei Gleichungen seien

*) Dieser Ausdruck bezieht sich nicht nur auf die Verkniipfungsweise im
Allgemeinen, sondern auch auf die Stellung des Fakfors in dem Produlkte.
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% <= By 4718 =0,
(1) @, % = Boy + o8 = 0y,
5% 1 By + 58 = 0y,

Man multiplicire die drei Gleichungen beziehlich mit drei kom-
binatorischen Faktoren erster Ordnung ¢,, ¢,, ¢,, deren Produkt nicht
null ist, addire sie, und setze
iy ¢ - wgy ‘l’ Cgls = @,

Bres + Boey + Byes =0,
Yier + 726+ va0 =c,
0.6, + 0y 6 + 0yey = d,
so erhilt man die Gleichung

(3) - za+yb+ze=d.

Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch mit b.¢, so erhiilt
man, weil b.b.¢ und ¢.b.¢ nach Nr. 12 null sind, die Gleichung

x.a.b.c=d.b.c, also x=d'lc,
a.b.c
und auf dhnliche Weise findet man y und 2z, und erhilt
_ d.b.c 6.4, " __a.b.d_
4) T=abvec’ Y=ab.o’ A

Diese Ausdriicke (in welchen die Gresetze der kombinatorischen Multi-
plikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren ge-
statten) sind Husserst bequem fiir die Analyse. Will man die Unbe-
kannten in der gewdhnlichen Form ausgedriickt erhalten, so hat man
nur aus Gleichung (2) zu substituiren, nach Aufgabe 1 zu entwickeln
und ¢ ¢,e; nach Nr. 10 im Zihler und Nenner zu heben; zum Beispiel
findet man
(5) P — M@?a — 0y By v+ 956y — S Byyy + 8. By v, — 0, 0,7 .
oy Py vy — @y By b o Brys — e Byyy + iy, — o Brva

Man sieht, wie dies Verfahren- nicht nur iiberhaupt fir » Glei-
chungen ersten Grades mit % Unbekannten anwendbar ist, sondern wie
man auch bei einiger Geldufiglkeit hiernach sogleich das Endresultat
hinschreiben kann, sobald die » Gleichungen gegeben sind.

984 IV. Anschauliche Begriffe der verschiedenen Grﬁssen und

Verkniipfungsweisen in der Geometrie.

13. Die riumlichen Grdssen erster Stufe sind einfache
oder vielfache Punkte, und gerade Linien von bestimmter
Linge und Richtung. (§ 13—§ 19)

]
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Sind 4 und B Punkte, so bezeichne ich die gerade Linie von
A nach B, so fern an ihr zugleich Linge und Richtung, aber auch
nichts weiter, festgehalten wird, mit B — 4; 1ch sage also, dass B— 4
dann und nur dann gleich B, — A, sei, wenn die geraden Linien | von [843]
A nach B und von 4, nach B, gleiche Linge und Richtung haben.

14. Die riumlichen Grossen n-ter Stufe entstehen durch
kombinatorische Multiplikation von n Grossen erster Stufe,
welche als Faktoren erster Ordunung angenommen werden.

In diesem Falle, wenn niimlich die Faktoren erster Orduoung
zugleich Griossen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine
aussere,

15. Sind 4, B, C, D Punkte, so bedeutet (§ 106—115)

1) A. B die Linie, welche 4 und B zu Grinzpunkten hat,
aufgefasst als bestimmter Theil der durch A4 und B be-
stimmten unendlichen geraden Linie.

2) A.B.C das Dreieck, dessen HEcken A4, B, C sind, auf-
gefasst als bestimmter Theil der durch 4, B, C bestimmten
unendlichen Ebene.

3) A.B.C.D das Tetraeder, dessen Ficken 4, B, C, D sind,
aufgefasst als bestimmter Theil des unendlichen Kérper-
raumes.

Das heisst, wir setzen 4.B5 = A,. B,, wenn beide Produkte
gleiche und gleichbezeichnete ) Theile derselben geraden Linie vor-
stellen; ferner

A.B.C=4,. 1, .C,,

wenn beide Dreiecke gleiche und gleichbezeichnete Theile derselben
Ebene sind; endlich

A.B.C.D=A4,.B,.C,.D,

wenn beide Tetraeder gleichen und gleichbezeichneten Inhalt haben.

16. Sind a, b, ¢ Linien von bestimmter Linge und Rich- 2ss
tung, so bedeutet (§ 28—356)

1) a.b das Parallelogramm, dessen Seiten gleich und
parallel @ und 6 sind, und zwar aufgefasst als Flichenraum
von bestimmter Grosse und Ebenen-Richtung *¥),

2) a.b.c das Spath (Parallelepipedum), dessen Kanten

*) Gleichbezeichnet nenne ich zwei Grossen, welche entweder beide posi-
tiven, oder beide negativen Werth haben.

**) Von zwei parallelen Ebenen sage ich, dass sie gleiche Ebenen-Richtung
haben.
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gleich und parallel a, b, ¢ sind, und zwar aufgefasst als
Korperraum von bestimmter Grosse.

Das heisst, wir setzen
o.b=a.b,

wenn die Parallelogramme, welche durch diese Produkte dargestellt
sind, in parallelen Ebenen liegen und gleichen und gleichbezeichneten
Ilichenraum habes;

@&.0.c=ay.b

[s44] wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gleichen und
gleichbezeichneten Inhalt haben.

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher die Kon-
struktion einer riumlichen Grosse erfolgt, bestimmt ihren
positiven oder negativen Werth, niimlich

1) Zwei Theile derselben Linie, A.B und 4,.D;, setzen wir
als gleichbezeichnet, wenn B von A aus nach derselben Seite liegt,
wie B, von A4, aus.

2) Zwei Theile derselben Ebene, 4. 5. C und 4,.B,.C,, setzen
wir als gleichbezeichnet, wenn C von 4.B aus nach derselben Seite
hin liegt, wie C, von 4,.B, aus, oder deutlicher, wenn dem, der in
A stehend nach B sieht, C' nach derselben Seite hin liegh, wie ; dem
liegt, der in A; stehend nach B, sieht.

3) Zwei Korpertheile 4.B.C.D und 4,.B,.C,.D, setzen wir
als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach derselben Seite
hin liegh, wie D, von 4,.B,.C, aus; oder deutlicher, wenn einer
menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die Fiisse nach B, das Auge

986 nach C hin gerichtet hat, der Punkt D nach derselben | Seite liegt,
wie D), einer Figur, die den Kopf nach 4, die Fiisse nach B,, das
Auge nach €, hin gerichtet hat.

4) Zwei parallele Flichenriume @.b und a,.b, setzen wir als
gleichbezeichnet, wenn die Richtung & von der Richtung.a aus nach
derselben Seite liegt, wie b, von a, aus.

5) Zwei Korperriume a.b.c und a,.b,.¢, setzen wir als gleich-
bezeichnet, wenn die Richtung ¢ von @.b aus nach derselben Seite hin
liegt, wie ¢, von a,.b, aus, das heisst, wenn einer menschlichen Figur,
welcher die Richtung @ von den Fiissen zum Kopfe geht, und deren
Augen in der Richtung b, vorwdrts sehen, die Richtung ¢ nach der-
selben Seite liegt, wie die Richtung ¢, einer Figur, und so weiter.

18. Es giebt sieben Gattungen rdumlicher Grdssen, in
vier Stufen vertheilt:
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1) Rinfache oder vielfache Punkte.
I. Stufe | 2) Gerade Linien von bestimmter Liinge und Rich-
tung.

3) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher ge-
rader Linien.

4) Ebene Flichenriume von bestimmter Grosqe
| und Ebenen-Richtung.

5) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher
TII. Stufe Ebenen.

6) Bestimmte Korperriume.

II. Stufe

IV. Stufe 7) Bestimmte Korperriume.

Hier kommen die Korperriume zweimal vor, theils als Grossen
dritter Stufe, theils als Grossen vierter Stufe, je nachdem sie als Pro-
dukte dreier gerader Linien von bestimmter Richtung und Liinge, oder
als Produkte von vier Punkten aufgefasst werden.

19. Gleichbezeichnete Theile eines und desselben Ganzen
geben als Summe einen ebenso bezeichneten | Theil desselben [345]
Gtanzen, welcher so gross ist, als jene beiden zusammenge-
nommen. (§ 8.)

Zum Beispiel 4.B und 4,.B; geben, wenn sie gleichgerichtete
Theile derselben unendlichen geraden Linie sind, zur Summe einen
ehen so gerichteten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als
jene heiden Theile zusammengenommen.

L |

90. Je zwei Grossen derselben Stufe, aber auch | nur s
solche, konnen addirt werden; der Begriff fiir die Addition
solcher Grossen lisst sieh allemal bestimmen, wenn man die
vorher gegebene Bezeichnung dieser Grdssen festhilt, und
die Rechnungsregeln aus III anwendet.

Aufgabe 3. Zwei Punkte A und B zu addiren.

Setzt man 4 4 B— 28, so erhilt man B— 4 =2 (S — ),
das heisst, S ist die Mitte zwischen 4 und B. Also die Summe zweler
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden.

Aufgabe 4. Zwei vielfache Punkte A und BB zu addiren, wenn
die Koefficienten o und B positiv sind, das heisst, den Punkt S zu finden,
weleher der Gleichung

ad + BB =(« + f)S

geniigt. (§ 94—98.)
Soll dieser Gleichung gentigt werden, so muss
Grassmann, Werke. L 20
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| B(B— 4) = (a+ f) (S— A)

sein, und umgekehrt erhdlt man aus der letzten die erstere. Aus der
letzten folgt aber die Konstruktion: Man mjmmt von der Linie 4B
@ .

af__ﬁ tz_]l_ﬁ),fsomt
der Endpunkt dieses Theiles der Punkt S. — Also ,die Summe zweier
vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten ist ein mit der Summe
der Koefficienten multiplicirter Punlt, welcher in der geraden Linie
zwisehen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernungen von diesen
beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen Punkten
gehirigen Koefficienten #).%

Aufgabe b. Einen Punkt A und eine gerade Linie von bestimmier
Liinge und Richtung C — B zu addiren.

Man konstruire eine gerade Linie von A aus, welche mit ¢'— B
gleich lang und gleich gerichtet ist; diese sei D — 4, so ist D die
gesuchte Summe; denn da (' — B =D — A4 ist, so ist

A+ (C—B)y=A4+ (D—A4)=D.
Also ,die Summe eines Punkfes A und einer geraden Linie von be-
288 stimmter Linge und Richtung ist der Endpunkt dieser Linie, wenn
A ihr Anfangspunkt ist.”
[346] Aufgabe 6. Finen vielfachen Punkt o A und eine gerade Linie von
bestimmiter Linge und Richtung C — B zu addiren.

von A aus den Theil

(oder von B ans den Theil

Man lonstruire eine gerade Linie von A aus, welche mit ¢ — B
gleiche Richtung hat, aber nur —;4 so lang ist; diese sei D — A4, so
ist « D die gesuchte Summe. Denn da

C—B=ua(D— 4)
ist, so ist
¢d 4 (C—DB)=u0d+ «(D— 4A)=«D.

Aufgabe 7. Zwei gerade Linien von bestimmier Liinge und Rich-
tung B — A und D — C zu addiren.

Man mache B — B = D — (!, so ist

(B—4)+ (D —C)=(B— 4)+ (E— B)=E— 4.
Also ,zwel Linien von bestimmter Linge und Richtung addirt man,
indem man, ohne die Linge und Richtung zu veriindern, auf den End-
punkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die gerade

*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koefficienten
Gewichte vorstellen.
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Linie vom Anfangspunkte der ersten zum End‘?unkl:e der letzten die
gesuchte Summe.“

Aufgabe 8. n gerade Linien von bestimmier Liinge und Richlung
gu addiren.

Die wiederholte Anwendung der Auflésung von Aufgabe T fithrt
sogleich zu der Losung dieser Aufgabe, nimlich ,n gerade Linien von
bestimmter Liinge und Richtung addirt man, indem man die einzelnen
Linien, ohne ihre Richtung und Linge zu findern, nach der Reihe
stetig, das heisst, so an einander legt, dass, wo die eine aufhort, die
niichstfolgende anfingt; dann ist die gerade Linie vom Anfangspunkte
der ersten zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summie

Aufgabe 9. Die Summe von n Punkten A, A, ... A, zu finden,
das heisst, den Punkt S zu finden, welcher der Gleichung

A+ 43+ -4+ 4, =nS
geniigt.

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung 2It, wo R
ein beliehiger Punkt ist, so erhilt man

(4, — B) 4+ (4, — B) 4 --- 4 (4. — BE) = n(S — R),

und, da aus dieser (ileichung wieder die erstere sich ableiten ldsst, so
folgt: ,Um » Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen
Punkte R die geraden Linien nach den n Punkten, legt sie, ohne ihre 259
Richtung und Linge zu #indern, stetig an ecinander und zwar so, dass
der Anfangspunkt der ersten anf R fallt, verbindet @ mit dem End-
punkte der letzten durch eine gerade Linie und theilt diese Verbin-
dungslinie in » gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von I aus
der Punkt S, dessen n-faches die gesuchte Summe ist.

Aufgabe 10. Deliebig viele vielfache Punkie « A, BB, ... z2u ad-
diren, wenn die Summe der Koefficienten « - B - -+ wicht null st

Setzt man

¢ed+pfB+ - =(e+p+ )5,
und subtrahirt auf beiden Seiten (« 4 4+ ---) R, wo R ein beliebiger [347]
Punkt 1st, so. erhiilt man

«(d—B) + pB—B)+ - =+ f+--) (S— ).
Also, da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten lisst, so
folgt ,die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten ¢4, g5, ...,
deren Koefficienten-Summe nicht null ist, findet man, indem man von
irgend einem Punkte B aus die Linien nach 4, B, ... legt, diese dann
beziehlich mit e, f, ... multiplicirt *), die so gewonnenen Linien, ohne

*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrisse « #ndert sich, wie man
20*
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ihre Richtung und Linge zu indern, stetig an einander legt, so dass
der Anfangspunkt der ersten in R fillt, dann R mit dem Endpunkte
der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von R aus den

: 1
Theil Py
Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe.”

Aufgabe 11. Die Summe von vielfachen Punlien a A, BI3, . .. 2u
finden, wenn o 4+ B 4 --- =0 st

Man subtrahire von der Summe ¢4 - B -4 --- den Ausdruck
(¢4 p+--) R, so wird, da diese subtrahirte Grosse null ist, der
Werth der Summe nicht geiindert, also ist

wd + B4 —=a(d— )+ (B — B)+ .
Also ,die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficientensumme
null ist, ist eine gerade Limie von bestimmter Linge und Richtung,
990 die | man dadurch findet, dass man von einem beliebigen Punkte It

die geraden Linien nach den gegebenen Punkten zieht, diese mit den
diesen Punkten zugehorigen Koefficienten multiplicirt, und die Pro-
dukte addirt.“

Aufgabe 12. Zwei Theile A.B und C.D von Linien, dic sich in
I schneiden, zu addiren.

Man mache J2.F gleich 4.B und E.G gleich C.D, so ist

A.B4+C.D=E.F+E.G=FE.(F+ G)=2E.S,

wenn S die Mitte von 77 und G ist (vgl. Aufgabe 3). Also ,zwei Theile
von Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen
Theilen den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt; dann ist die
doppelte gerade Linie vom Durchschnittspunkte zu der Mitte der beiden
Endpunkte die gesuchte Summe ¥).“

Aufgabe 13. Zwei parallele Linientheile A.B wnd C.D zu ad-
diren, wenn beide micht gleichlang wnd zugleich enlgegengesetzt  ge-
richtet sind. L

Wenn A.B und C.D parallel sind, so muss D — C gleich

(348] & (B — A) sein, wo « irgend eine positive oder negative Zahl ist. | Da
nun A.B gleich 4.(B — 4) ist, weil 4.4 nach Nr. 12 null 1st, so
hat man

nimmt, so ist der mit (e 4 f -+ ---) multiplicirte

leicht sieht, wenn « positiv ist, die Richtung nicht, withrend die Linge im Ver-
hiiltniss 1 :e sich dndert; und ist e negativ, so wird die Richtung die entgegen-
gesetzie.

#) Diese ist zugleich die Diagonale des Parallelogramms, welches jene
Tinientheile zu Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der Linientheile
die znsammengesetzte Kraft ist, wenn die Linientheile Kuiifte vorstellen.
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A. B4+ C.D=A4A.(B—A4)+C.(D—0)
' =A.(B— A) + «lC.(B— A)
= (4 + «C) (B — A).
Ist die Summe A 4 «C gleich (1 4 «)S (vgl. Anfgabe 4), so wird der
letzte Ausdruck
=8.(14+a)B—4A)=8.(B—4+D—0C),
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. ‘
Aufgabe 14. Zwei gleich lange wnd entgegengesetzt gerichtete Linien-
theile A.B und C.D zu addiren.
Liegen beide in derselben geraden Linie, so ist die Summe null.
Ist dies nicht der Fall, so ist, weil D — C= — (Il — 4) ist,
A.B4+C.D=4.(B—A4)+0C.(D—C)
=A.(B— 4)—C.(B— 4)
=(4—C).(B— 4)
Dann ist die Summe also ein Flichenraum von bestimmter Grosse291
und Ebenen-Richtang *).
Aufgabe 15. Zwei Ilichenriume von bestimmier Grisse und Ibenen-
richtung a.b und c¢.d 2u addiren.

Sind die Ebenen parallel, so kinnen sie schon nach Nr. 19 addirt
werden; sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Richtung ge-
meinschaftlich haben. s sei ¢ eine gerade Linie, welche diese Rich-
tung hat, und a.b gleich e.f, ¢.d gleich ¢.g, so ist

a.b—}-c.d=c.f'—]—e.g=_e.(f—{—g).

Aufgabe 16. Zwei Theile A. DB .C und D . L. I" bestimmter Iibenen,
die wicht parallel sind, 2w addiren.

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sich schneiden. Es
sei G, H ein Theil der Durchschmtislinie, und es set A.B.( gleich
G.H.J, D.E.F gleich ¢.H.K, so ist

A.B.C+D.E.F=G.H.J+G.H.K
=G.H.(J+K)=2G.H.8S,
~ wenn S die Mitte zwischen J und K ist. Also ,Zwei Theile nicht

paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt,
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt beider Ebenen

*) Wie die Summe zweier Linientheile, die nicht in derselben Ebene liegen,
zu behandeln sei, kann ich hier mnicht ausfilhren (vgl. Ausdehnungslehre § 51
u. § 122).
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[849] liegt; dann ist das Doppelte des Dreiecks, | was dieselbe Grundseite hat,

und dessen Spitze die Mitte ist zwischen den Spitzen jener Dreiccke,
die gesuchte Summe.*

Aufgabe 17. Zwei Theile A.B.C und D.E.F paralleler Elenen
2u addiren.

Sind die Hbenen parallel, so muss (£ — D).(F — D) gleich
(B —A).(U— A) gesetzt werden konuen, wo « eine Zahlengrosse
ist. Dann ish
A.B.C+D.E.F=4.(B—A4).(C—A)+ D.(E—D).(F— D)*)

= (A +aD).(B— 4).(C— 4A)
=S8.(l4+a.(B—4).(C—4),
wenn (14 «)S die Summe von 44 el ist. Der letzte Ausdruck ist
=8[(B—4).(C—4)+ (- D).(¥ — D),

292 worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch « — — I,

das heisst, sind beide Flichenriume gleich gross, aber entgegengesetut
bezeichnet, so ist 4 4 « D) eine gerade Linie von bestimmter Richtung
und Linge (Aufgabe 11); ist diese gleich H — G, so ist

A.B.C+ D.E.F=(H—G).(B— 4).(C— 4),
also die Summe dann ein Korperranm.

Aufgabe 18. FHinen Theil A.B.C e¢iner bestimmien Ebene und

cinen Korperrawm (D — A) . (B — A) . (C— A) eu addiren.
4A.B.C+(D—A4).(B—4).(C— A=
=4.(B—4).(C—4)4+ (D—4).(B— 4).(C— 4A)
=D.(B—4).(0— 4),
woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht.

21. Binkombinatorisches Produkt, dessen Faktoren erster
Ordnung Grossen (nz — 1)-ter Stufe sind, welehe aber alle in
einem und deniselben Gebiete n-ter Stufe liegen, nenne ich
ein eingewandtes Produkt, und zwar ein auf jemes Gebhiet
beziigliches;

zam Beispiel ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in
der Ebene, oder von Ebenentheilen im Raume.

22. Wird von jetzt an die Hussere Multiplikation durch blosses

Aneinanderschreiben, die eingewandte Multiplikation durch einen zwi-
schen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so verstehen wir

* vgl. Nr. 12,
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unter dem eingewandten Produkte AB.AC, wo 4, B, ¢ be-
liebige Grossen sind, das Produkt A4BC.4, in welchem ABC
wie ein zu A gehoriger Koefficient behandelt wird, voraus-
gesebzt, dass das Produkt auf das Gebiel von nledrmstel
Stufe, in welchem 4, B und € zugleich liegen, bezogen wird.

Aufgabe 19. Das auf dic Ebene ABC beziigliche Produkt #weier
Linientheile AB . AC zu finden.

Nach Nr. 22 ist dasselbe gleich A BC. A; das heisst »das Pro- [350]
dukt zweier Linientheile, deren Linien sich sehneiden, ist der Durch-
schnittspunkt, verbunden mit einem Theil der Ebene als Koefficienten.
Denlkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so
werden die Hbenentheile, mit denen die Punkte behaftet sind, wirk-
liche Zahlgréssen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte;
doch miissen dann alle zu vergleichenden Grissen in derselben Ebene,
auf die sich die Produkte beziehen, liegen (wie dies in der Plani- 293
metrie immer der Fall ist).

Aufgabe 20. Das Prodult dreier Linientheile AB, AC, BC in
Dezug awf die Ebene ABC zu finden.

Auflésung. AB.AC.BC= ABC.ABC = (ABC)".

Aufgabe 21. Das eingewandte Produkt zweicr Tbenentheile A B (!
und ABD (in Bezug auf den Korperraum) zu finden.

Auflosung. ABC.ABD = ABCD.AB.

Aufgabe 22. Das eingewandle Produlit dreier Ebenentheile ABC,
ABD, ACD zu finden.

Auflosung. ABC.ABD.ACD = ABCD.ABCD . 4

= (ABCD)*. 4

Aufgabe 23. Das ecingewandiec Produkt won wvier Ebenentheilen
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden.

Auflésung. ABC.ABD.ACD.BCOD = (ABCD)y.

Anmerkung. Das Produki zweier Ebenentheile giebt also einen
Linientheil, das dreier einen Puukt, aber jener Linientheil und dieser
Punlt haben dann noch einen Raumtheil oder ein Produkt von Raum-
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumtheil als Binheit
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrissen iiber.

Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem ersten
Theile meiner Ausdehnungslehre vorkommen. Aber es ist unmoglich,
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser newen Methode fiir die Be-
handlung nicht nur der Raumlehre, sondern iiberhaupt aller Wissen-
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schaften, welche auf riwmliche Verhiltnisse zuriickgehen, hier auch
nur einen oberflichlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig komnte ich
hier die Beweise liefern, dass in der That die in III gegebenen Rech-
nungsregeln fiir die einzelnen hier dargelegten Verkniipfungsweisen
gelten, sondern auch hier muss ich auf meine ausfithrliche Schrift
verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge gefithrt sind, und
wo zugleich die FEntwickelung iiberall in der Art fortschreitet, dass
alles Willkiihrliche, was noch in der Aufstellung der verschiedenen
Begriffe zu liegen scheint, verschwindet,
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Die Kunstausdriicke, welche ich spiter ganz aufgegeben habe, sind eingeklammert.

Zu denjenigen, welche ich in der Ausdehnungslehre von 1862 durch andere er-

setzt habe, sind die letzteren hinzugefiigt und durch ein Gleichheitszeichen mif
jenen verbunden.

Abschattung = Zuriickleitung § 82.

(Abweichung) § 95.

Addition einfacher Ausdehnungen erster
Stufe § 16,

— hpherer Ausdehmungen § 48.

Affinitit § 154,

— direkie, reciproke § 157.

Allgemeine Formenlehre § 1.

Analytische Form § 7.

— Verkniipfung § 5.

Aenderung, stetige § 13.

Ausdehnung erster Stufe § 14.

— héherer Stufe § 31.

— von ergiinzender Stufe § 80.

— der Elementargrisse § 111.

Ausdehnungsgrésse = extensive Grisse
§ 13.

(Ausweichung der Elementargrisse)
§ 109.

(Aeussere Division) § 60.

— Multiplikation der Strecken § 28 ff.

— — der htheren Ausdehnungen § 54

— — der Elementargrossen § 106 fi.

(Beziehungsgrisse) § 137,

(Beziehungssystem) § 127.

(Bezichungszahl) § 127,

(Doppelsystem) § 143.

(Eckgebilde) § 110,

Eindeutige analytische Verkniipfung § 6.

Eingeordnet = incident § 136.

Bingewandtes = regressives Produkt
§ 125.

Element § 13.

Elementargrosse § 94 ff.

Elementarsystem § 107.

Erginzzahl einer Grosse § 133,

Ersetzender Verein von Gleichungen
§ 86.

Formelle Summe § 51.

(Formales Produkt) § 125,

Gemeinschaftliches System § 126.

Gemischtes Produkt § 137.

(Gesammtabweichung) § 95.

Gewicht des Elementarvereins § 95.

(Grad der Abhiingigkeit) § 125.

Grundmasse = Rinheiten § 87.

(Grundsystem) § 82, 149,

(Harmonische Gleichungen) § 167. |

(Harmonische Koefficienten) § 167. 295

Hauptsystem = Hauptgebiet § 80, 127.

Indifferente Form § 7.

Kollineation § 160.

(Kombination der Grossen) § 151.

(Leitsystem) § 82, 149,

Multiplikation, siehe Produkt.

Nachstumfassendes System = verbinden-
des Gebiet § 126.

Offenes Produkt § 172.
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(Polsystem) § 167.

Produkt.

— Ausseres § 28 ff,, § 106 ff.

— eingewandbes = regressives § 125,
— (formales) § 125.

— gemischtes § 137,

— reales § 125,

— reines § 137.

I'rojektion § 82, 151.

Proportion in der Geometrie § 75 ff.
Reeiprocitiat § 160.

Reines Produkt § 137.

(Richtaxen) § 87,

(Richtmasse) § 87.

(Richtstiicke) § 88.

(Richtsystem) § 87.

Spath = Spat § 30, 87.

Spatheck = Spateck § 28, 37.

Starre Elementargrosse § 109.
Strecke § 14

Synthetische Verkniipfung § 5.
System — Gebiet n-ter Stufe § 16, 20
Unterorduung, Form derselben § 120.
Verwandtschaft § 154 ff.
Zahlengrossen § 68,

Zeiger = Ableitungszahlen § 88.
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