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losen Au,gilrucke auf irgentl eine Weise zu mnltipliciren oiler
zu dividire'n, kauu man ohne Aenderung des Ietzten Ergeb-
rrisses die I eiuzelnen Glieder mit diesem Ausalrucke auf die-aBZ
selbe Weise*) multiplieiren oder dividiren, untl clie einzeLren
Produkte oder Quotienten so zu einem Aggregate verkntipfen,
dass man einem jedeu daa Zeichen desjenigen Gliecles vor-
setzt, dureh dessen Multiplikation otler Division es entsta4-
ilen ist; eiu Zahl{aktor kann iiberdies, wenD er irgend einom
Fakbor tles Plocluktes zugeorilnet ist, auch jedem anileru

ocler auch tlen Proilukte zugeorilnet werilen; end.lieh { itt
allemal Eins, wenn -,1 nicht null iet.

11. Ein Produkt a.b.c ... renre ich eiu kombiuatorisches,
wenr augser clem Gesetze Nr. 10 ftir dasselbe noeh das Ge-
setz gi1t, c1ass, wenn ron tlen einzelnen Faktoreu a', b, c, ...
zwei aufeinauilorfolgende vertauscht werilen, ilas Proilukt
entgegengesetzl,el Werth annimmt; unil zwat nerne ich
q., b, cr. ., und dereu Surumen oder Differenzen dann Fali-
toren erster Ord.nung.

Iliernach ist also zum Beispiel a .b . c. d. : - n. c.b . d.

12. IMenn in eir.rem hombinatorischen Produkte zwei Fali-
toren erster Orcluung einancler gleich sind, so ist das Pro-
dukt uull.

Zunl Beiepiel &.b .b. ri : 0 (wie sich auc]: sogleich ergiebt, wem
man in dem Beispiel zu Nr. 11 b uad c gleich setzt).

Iolgende Aufgaben miiger zur Erliiuteruag dieser Multiplikahions-
weise clienen :

Aufgabe l. Das lcombitmtorischc Produld

(o,., * daee * as%) .(Ffi, * Fre, * Fueu) .(y,q- * her * I#*)
au entwi,clael,n, wenn drt dtt a*i Fr, Fr, Fsi ltt !t, le Zahl,grdssen,

ert az, 0s aber lcon'tb,htatwische Eahtorem erster Ordnang beaeichnen.

Man erhii,lt durch Anwendung der Rechnnngsregeln (9-12) schliess-

lich clen Ausdruok

(orlryu - %Fs?z * aufrr?z - aa\zlt * ar\oy, - az!.7,) et. er. es.

Aufgabe 2. Drei, Gkickungem crsten Gt'ades rni,t dret Unbelffirutltonzaz

clwrck d,ie Rcgeln der lwtnbinatori;sclien Mul,titri,ikation Btr, liisen (S 45).

Die drei Gleiehungen aeien

+) Dieser Ausalruck bezieht sich nicht uur auf die Yerhrtipfiugsweise iu
Allgemeiae4 sondern auch auf ttie Stellurog dos Faktors il tler.r Plodt'L*e.
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(r)

[342] Man :lultiplicire r1i

binatorischeu Ifaktoren er:ster Ordnnrrg cr, h, aj, dereD Irrodrikt nicht
null ist, aildire sie, und setze

dLn*F$*yf:6,,
dr,ff * {Jzy * yaa: d",

u$ * frsA * yss: 6*
e ilrei Gleichungen bezielrlich mit drei korn-

(2)

so erhiiJt man die Gleichung
(3) n& + yb I ac: d.

Multiplioirt mau iliese Gleichung kombinatorisch mit D . c, so erh'rilt
6an, weil b.b.c lund, c.b.c na,cls, Nr. 12 rull sind, fie Gleichung

n. a.l). c : d.b.c, also 
" - ?L., .r",

und auf ?ihaliche lfeise fi:rdet man g u.nd a, n_uil erhiilt

(4) . il,.b.c u.d.c.*: o.t*t '!:il.c, a.b.tl
o 

- a.b.c'
Diese Ausdriicke (in welche' fie Gesetze der liombi,atorischeu Multi-
pliJration kein Heben der einz.ehen kombinator-ischen Ifaktoren ge-
statten) sind ii,usserst becluem ftir fie Analyse. \{iI1 man fie Unb+
ka.nnten in iler gewb}nlichen Form aungedriickt erhalteu, so hrr,t man
rur aus Gleichung (2) m s,bstituiren, naoh Aufgabe 1 zu eutwickeln
u-nd d,e,c, uacil Nr. 10 irn Zi}ler unil Nenuer zu he[eu, zlm Beispiel
finilet man

(b) r:tf-r-Yr-ir4,Y,*4P'r,-d'0,Y .\"/ " atftlt- erFrI*.| arp,yr-a"pry; uup--,, -,, rt ^, 
'

Man sieht, wie dies Yerfahren.nicht nur iiberhaupt fiir m Glei-
ehungen ersten Grades mit m uubekauten anwendbar ist, sondern wie
man auch bei efuiger Gelii,ufigkeit hiernach sogleich das Endresultat
hinschreiben kanr:, sobald die za Gleichungeu gegebeu sind-

284 IV. Ansohauliohe Begritre der versohiedenon Grbssen und.
Verkniipfu.ngsweiaen in d.er Geometrio.

13. Die r[,umlichen Gr6ssen erEter Stufe sinil einfac]re
ocler vielfache Punkte, uud gerade Linien vo, bestimmter
Liinge uud Bichtung. (S 13--:S 19.)

arc, *
Ff, *
Itet -l
dre, *

a{a!
fre" *
?*z *
dr% f

daes : &,

F{z - b,

?tcs: €t

d"eu: d,
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$ind /. unil B Purnkte, so bezeiehne ich flie goraile Irirrie von
:{ naoh 3, so fert an ihr rugleich Ird,nge untl Eichtuag, aber auch
niclrts weiter, festgehaltel wird, mit B - A; ic)r sa.ge also, dass B - A
tlann uuil nur clann gleich B, - /, sei, wenn die goraden Lirrien I vor [443]
,4 nach B und vou r{, nach B, gleiche Lfinge ulrd Rioirtung habeu.

14. Die rH,nmliehen Grbsseu z-ter Stufe entstehen durch
komlriaatorische Multipliliatiou rolr ,)x. Grijssen erster S[ufe,
welche als X-aktoreu etster Orduuug arrgetrommen wertlen.

Iu tlieselr Falle, wern liimlich clie laktoren erster Ordlurg
zugleich Grbssen erster Stufe siud, ueme ich ilie Multiplikatiou eiue
?iussere.

15. Sind A, 8., C, n Punkte, so bedeutet (g 106-115)
1) A. B die Linie, welche /. und B zr&ri,nzpunkten hat,

aufge{asst als bestimmter Theil tler d.ureh I untl 7i be-
stimmten uuencllichen goraalen Linie.

2) A.B.C clae Droieck, tlessen Ecken A, B, C sind, auf-
gefasst als bestimmter TheiI iler durch A, B, C bestimmten
uuenilliclren Ebeno.

3) A.Il .C.D dae Tetraeilcr, desseu Ecken A,B,CrD siud,
aufgefasst a1s hesrtimmter Theil iles une.ndlichen Kiirper-
rauDles.

Da,s heisst, wir setzen A . B : A* Br, wenn beicle Proclulite
gleiche uad gleiohbezeiclurete *1 Theile dersolbeu geraelen Lirrie vor-
stellenl forner

A.rJ.C:4.X,.(',r,
wenn beiile Dreieche gleiche und gleiehbezeicluete Theile derselhen
Ebene sind; endtich

A.B,C.D:At.BL.CtDb
wenn beiale Tetraeder gleichen und gleichbezeichreten Tnhalt haben.

16. Siuil a, b, c Linien von bestimmter Lii,nge und Bich- zsr
tung, so bedeutet ($ 28-36)

1) a,.b clas Parallelogtaum, dessen Seiter gleich und
parallel a und D sinil, uud zwar aufgefaset als FI?i,ehenrautrr
von bestimmter Grbsse untl Ebenen-Bichtung**).

2) a.b.c das Spath (Paralielepipetlum), dessen Kanten

{) Gleichbezeichnet nenne ich zwei Griissen, welche ontwetler beitlo poai-
tiven, oder beiile negativen Werth lrabe!-

s) Yon zwei pa,rallelen Ebenea sage ioh, dars sie gleiclo Eb enen -Eichtung
habeu.
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gleich unil parallel a., b, c siud, uud zwar s,ufgefasst als

Kiirperraum von bestimmter Gt'dsse.

Das heisst, wir setzen
a.b: h.bu

werx die Parallologramme, welehe duroh fiese Proilukte d'argestellt

sind, in parallelen Ebenen liegen ur]d gleicheu urrd gleicJrbezeiclueteu

Fl'chenraum haben; 
a.b. c: ar,b1 .c'

[344] weDr die durch diese Produkte dargestellte[ spathe gleichel und

gleichbezeichaeten Inha,lt habe.n

1?. Die Seite (rechte otler linke), nach welcher die Kou-
struktion einer riiumliohen Grbsse erfolgt, bestimmt ibren
positiven otler negativen Werth, nii,mlich

1) Zwei Theile tierselben Linio, -4..B uncl Ar.B' setzen wir
als gleichbezeieblet, wonn B von -L aus nach ilerselben Seite liegt,

wie B. von 1, aus.

2) Zwei Theile derselbeu Ebeue, A. B . C und .4, . Br. Q, setzeu

wir als gleichbezeichnet, wenn C vo]d- A' B aus raeh derselben Seite

hin liegt, wie C, von:4..3, aus, oder deutlieher,lsenn dem, der in
,4 stehend nach B sieht, C nach tlerselben Seite hin liegi, wie Q dem

1iegt, der in /, stehend nach B, sieht.

3) Zwei Kbrpertheile A'B.C-D und Ar.B,.Cr.D, setzou wit
a1s gleichbezeichnet, wenn D aor. A. B. C aus nach tlerselben Seite

hiu liegt, wie D, von 1, . B, . C, aus I odler tleutlicher, wenn einer

nenschlichen Figur, ilie den Kopf nach -d, die Ftiese uach B, das Auge

zso naoh C hiu gerichtet, hat, det Purkt D nach ilereelben I Seite liegt,

wie J?, einer tr\gur, die den Kopf uaoh ,4,, fie Fiisse nach B, das

Auge uach Q hin gericlrtet hat.

4) Zwei parallele IliicheDriiume a.b umLd' a,b, setzen wit als

gleichbozeichnet, wenn die Riahtnng b von der lticlrtu:ag'a aus naeh

tlerselbon Seite liegt, wie b, von q aus.

5) Zwei Kiirperrilume a.b.c unil ar.br.c, setzen wir als gleich
bezeichnet, wenn ilie Richtung c vor d,.D aus nach dereelbeu Seite hin

Iiegt, wie q yon or . b, aus, das heisst, wenn ei:rer mensehlichen tr'igur,

welaher die Richtung a YoD alen Fiisser zum Kopfe geht, und ileren

Augen in der Eichtug D, torwii,rts sehen, ilie ltichtung' c naoh der-

selbeu Seite liogt, wie die B,ichtung c, eiler tr'igur, uud so weiter.

18. Es giebt sieben Gattungeu rii,umlieher Grbssen, in
vier Stufeu vertheilt:
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I. Stufe
1) Einfache oder vielfaehe Punkte.
?) Geraile Linien von bestimmter l-riinge uucl Rich-

tunE.U'

3) Bestimmte Theile bestimmter uuendlicher ge-
rader Lir:ien.

4) Ibene Fll,chenriiume von bestiurmter Grijsge
unil Ebenen-Riehtung. I

5) Beetimmte Theile bestimmter unendlicher
Ebenen.

6) Bestimmte KbtperrEume.
?) Bestimrnte KbrPerrii,ume.

tr. $hrfc

IY. Stu{'e

Ilier kommen die Kbrperriiurne rwej mal vot, theils a'ls flrbsseu

ilribter stul'e, theils als Grbsseu rierter stufe, je naehtlem sie als Pto-

dukte ilreier gerader Linien von bos immter Eichtrrug ulrd Lr5nge, oiler

als Produkte von vier Purl<ten aufgefasst wettlen'

19. Gleichbezeichuete Theile eines uuil desselben Ganzeu

geberr als Snmme eiueu ebenso bezeiehneten l Theil desselbeu 1e,tr1

Ganzeu, weleher so gross ist, als jeue beiden zrsarnue[ge-
uonrmelr (S 8.)

Zum Beispiel z1 .-B nnd Ar-8, geben, wenn sie gleichgeriohLeie

Theile derselben unentllichen geraden Linie sind, zur summe eiDell

eheu so geriehteten Theil derselbe[ Lixie, welcher so gxoss ist, als

jene beiden Theile zusammeDgenommen-

20. Je zwei Griisseu tlerselben Stufe, aber auch i nur tst '

solehe, ktiunen adclirt werilenl iler Begriff ftlr tlie additio:t
soleher Gtiissen liisst gieh allemal bestimmen, wenn man die

vorher gegebeIIe Bezeiehnuug dieset Grtisson festhd'lt, uud

die Reehnungsregeln aus IfI anweuilet'

Aufgabe 3. Zwei Pu.nktn A und B au add;ircn'

Setzt man A + B: 2S, so erhiilt qen B - A:2 (s- - '1),
rlas heisst, B ist rlie Mitto zwischeu 1 und B' Also tlie Summe zweier

Punlte ist tlie doppelt genommene Mitte zwischen beiilen'

Aufgabe 4. Zwei, aial,fache Pwnlde aA unil' pB au' add'iren, wmtz

d,ie Koeffiiiaxe*, a il,nd 0 posi,tia sinrl, das lwisst, den Punkt S att' finderz'

wel'clw d'er Gleichung 
aa I pB: (o * f) s

ssniisL ($ 94-98)
SolI dieser Gleichung geniigt .werden, so nruss

GrnBamanrl, Werke. L 20

Uebersicht iiber ilae Wesen iler Austlehnungslehro.

Itr. Stufe

I

I

I

I
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seiq mral uugakehrb erhH,lt nran au8 der letzten fie erstere. Aus iler
letzteu lolgt abor die Konstruktion: Mau nimurt yoa der Linie .dlB
yon A ans ilen Th"il ,+ (oder vou B aus alen *"U ;{7), so ist

der EndpunJrt ilieses T[eiles der Pun]rt S. - AIso ,,tlie Summo rweier
vielfaclreu Pulkte urit positiven Koefficienten ist ein mit cler Summe
der Koefflcienten urultiplicirter Punlrt, lyql6lrer in der geraden tiuic"
zwischeu 5u14sa prntter so liegb, tlass sei,re Eutfernungeu von diesel
beiden Punkten sich umgekehrt verhalteu, wie die zu dic;sen Punkteu
geh0rigen Eoefficienten *).",

Aufgabo b. frdnen Punlct A und, eiya gcradt Linio uoru besti,ntmter
Ltiwe tutcl Richtwng O - B du adclb.en.

1\[an koustruire eine gerade L.,inie von -d aus, welche mit C-B
gleich la,ng uud gleich gerichtet ist; diese sei D - "d, so ist D. die
gesuchte Summel cleun da G - B : D - -d ist, so ist

a+(c-B):a+(D-a):D.
AJso ,rfie Suurue eines PunLtes i. uld einer gerarlen Linie von be-

zaa stiouter tfi,nge uud Eichtung ist iler Endpunkt dieser Liuie, wenn
,{ ihr AlfangspunJrt ist."

[846] Aufgabe 6. Einw, ui,elfachm, Punht aA ufld cine geradc L,inie aon
bestimnfier Iiinge wd fr,inlttwng C - B irt addiyffi,

Marr konstruire 'eiue gerade Linie vou r{ aus, welche mit C - .B

gleiche Richtung hat, aber oor f so laug ist; diese sei D - :{, so

ist aD die gesuchte $nnrms. Deun ila

ist, ao ist 
c - B: a(D - a)

aA { (C - 3) : aA I a(D - A) : uD.

Aufgabe 7. Zwei, gerad,e Li,nien aon b#,ttwmtff kinga und Ri,ch-
tung B - A und, D - C zw add,ir.en.

Mau mache E-B:D-Ot, so ist
(B - a)+ (, - c) : (B - A) + (E - B) - E _ a.

Also ,,zwei Liuien voa bestimmter f1fi.nge nnil Richtung atltlirt man,
iudem maq oh:re die l6nge und Riclrtung zu verlinilonl auf deu End-
puukt der einen den.A,nfangspunkt cler andem legt, ilann ist fie geracle

r) Man eioht, class dJeeer Punkt iler ScLrerpunH iet, rrenn itie Koetfrcienteu
Gewichte vorttellon-
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T,inie vom Anfaargsp'uukte tler ersten ,o- foaluokte iler letzten ilie
gesuchto Summe.t'

Anfgabe 8, n guade Linien oon besthntnter Lii.nge u,nd Richtcurg
EM add,b'at.

Die ryiederholte Auwendung tler Aufl0suug vou Aufgabe 7 fiihrt
eogleich zu iler L'dsu:og ilioser Au{gabe, niimlieh ,m gerarle liuicn von
bestiormter Lhnge urrcl Eiehtuug adilirt man, irdeur luan die einzelneu
Linieu, ohr:e ihre Richtung und Liiuge ru 5.nderu, nach der Rethe
stetig, das heisst, so an einauder legt, cla$s, rvo die ei::e aufhbrt, iiie
niichstfolgenele au{iiugt; dann ist die gerade Linie vom Anfangspun.lite
dct ersten zunr Inclpuukte der letzteu die gesuchte Sumrue.t'

Aufgalre lr- Di,a Su,mm.e rson n Pwthtett, Ar, Ar, ... Ao zu fhtdm,
das hcisst, detu Puunht S au ftnden, welc'h,cr der Gleiihang

Arl- A, +...+ An:nS
gaeu,gt.

Subtraldrt uran a;uf beiden Seiten fieser Gleichung nll, wo -Z?

eiu beliebiger Irunlt ist, so elluilt ma,n

(A,.- fr) * (Ar - fi) + .-' + (/, - I0: rr(S - -7?),

urd, rIa aos dioser Gleichmg wieder die erstere sicLr ableiten lii,sst, so

folgt: ,Um m Punlrte zu ailtliren, zieht mau yon eirem beliebigen
Punltte J? die goraden Linien nach den m Pu:drteu, legt sie, oJ'rre ilrre usc

Eichtung uncl Lrii,nge zu ii,ncle4, stetig au cinaniler: u1ril zwar so, daus

der Aufaugspu:rkt der ersteu auf -A fillt, verbindet It mit dem Entl-
punl*e der Ietztpn clurctr eiue geratle Liuie und theili tliese Verbin-
dnugslinie ia n gleiehe Theile, so ist der erste Theilpurl-t von Il aus
der Puntt B, tlessen lt-faohes ilie gesuel,te Sunme iet."

Aufgabe L0. Beli,ebig uiele aicl,fachc Pwnkte uA, pB, .,. au aL
{l'ira4 utew dto Swmrne der Koefficimten a } P + .-. tr,icht nwll ist.

Setzt uran ualfiB+-..:@*Ft...)s,
und subtrahirt auf boidea Seiten (a + P + ".)R, wo ll ein beliebiger [34?]
Prnr'lrf igt, so. erhii,lt man

"(a - ft) + p(B-n) + ... : (a + p +...) (s-r).
Also, ttra aush hieraw wieiler ilie ersto Gleichung sich ableiten lliest, so

folgt ,rdie Summe von beliebig vielen vielfaohen Punkten uA, pBr...,
deren Koefficiernten-Summe nieht null ist, findet ma,nr inilom mrn von
irgeniL eirem Pur .rlkte .B aus ilie Linieu naoh ,/ r E, . . . Ieg! dieee ilarnx

beziehlich mit o, p,... uultipticirt*), tlie so gewonueueu Linien, ohnc

+) Durch solche Multiplikatiou mit eiuer ZahJgtdrso a indert sicll wie mao
20*
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ihre Itichtung uud Liinge zu iiuder[, stetig au einander legt, so dnss

tler Arfangspuukt der erston in -Il iiillt, ilann -z? mit dem Entlpunkte

tler letzteu verbiudet und von der Yerli:rclungslinie vou R aus den

Tl pl ;qfu; uiurmt, so ist aler mit (a + p + "') muliiplicirbe

Endpukt dieses Theiles tlie gesrrchte Summe-"

Au{gabe 11. Die Swntne aon aielfac'h,en ?unlitev uA, f Rr.-. zrt'

ftndsn,'taenn a+ P + "' : 0 i,st.

Man eubtrahire von der Surn,re aA * FI] f "' den Ausihucli
("+ p +...)8, so wirtl, da diese subtrahirte Clrbsse null itt, der

Werth der Summe nich;L geiindert, also ist

aa! PB+ "' : "(a- $ + P(B - a) + ".'
Also ,die Sururne von vieUacheu Puukten, clereu Koefficientensumrue

null ist, ist eine geracle Linie vor bestilrmter Liiuge und Bichtung,

soo alie I uran dailurch findet, ilass ma,u von eiuem beliebigen Punlite Ii
ilio geradeu Linien nach den gegebeueu Pulkten zielrt, diese mit ilen

iliesen Punhten zugehbrigen Koefficienten multiplicilt, uuil riie Pro.

tlu.kte addirt.'(

Aufgabe 12. Zaei, Ihei,ite tL.B uncl C.D tton lttnia4 d,ic sich' in
E sclmeidm, mt, add'irm.

Mau mache J9.J? gleich.zl ..B und Z-G gleich C.D, so ist

a.B + C.D: E.T + E.G: D.llt+ G):28'5,
weure ,S ilie Mitte von -F qnd G ist (vgl. Aufgabe 3). A-lso ,,zwei Theilo

von Liuien, welche sich schueiilen, adtlirt ma,u, i:rdem man diesen

Theilen tlen Durehschuittspultt als A.nfangspunlrt giebt; da.r:l ist ilie
doppelte gerade Linie vom DurchschnittspunJrte zu der Mitte tler beitlel
Enclpunkte die gesuchte Summe'r)i'

Aufgabe 13. Zwei, ynrallcle Linientheil,e A.B und, C.D au ad'

clirat, taenfl beid,e nwkt gleidhlang wnd' zugleiih entgegmgxetat ge-

ri,chtet sind.
Weun .,4 . -B und C. D parallel sind, so muss D - C gieich

Jsoel e (3 - /.) sein, wo a irgontl eiue positive oder negative Zahl ist- | Da

Dnn /..3 gleieh A.(B--4) ist, weil L./. nach Nr. 12 uull ist, so

hat man

leicht sieht, wenn la positiv ist, ilio ll,ichturog nicht, wii,hreud die L$nge im Yor-
hii.lhiss I : a eich nntlert; und ist a uegativ, so whil ctie B,ichtung tlie eotgegen-

gesefzte.
*; Diese ist zugleich clie Diagonalo tles Parallelogranrm *, rrelcher jeue

Linientheile zu seiten hat, woraus m*a eieht, ilasg ilie summe iter Linieutheile
tlie zusauimengesotzte Kraft ist, wenu die Liaieutheile Krii.fte vorgtellen.
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!. a + c.D : a.(B-l) + c. (D - c)
: A.(B - A) + aC.(B - a)
: (,1 + uC) (B - A).

Ist die Summo A { uC gleich (1 f o) S (vgl. Aufgabc 4), so wild cler
letzte Ansd'mok

: s. (1 * o) (3 - l.) : s. (r- A + I) - c),
wor"in eine eiufaehe Konstruktion jener Summe liegt. I

Anfgabe L4. Za,ei, gl,eiclt, lange rmd mt4egmgesetzt gudclttete Lhtint-
theile A.B und 0.D au aeldirat

Licgen beide in dersolben geratleu Lirrie, so ist die Snnrnre uull.
lst dics uicht der I'alI, so ist, weil D-C:-(IJ -,4) ist,

a. B + c.D - a. (B - A) + C.(D - C)
: n.(B - A) - C.(B - a)
:(d-c).(B-a).

Dana ist die Strr'','re also eirr Fliic,henrnum vol bestimml*t Qrijsgs ?$l

urtl Ebeneu- Itichtttug a).

Aufgnbe 16. Zwei Tlticlrcnt"ii,tone out,besthwntar Grlsse w.d Ebenm-
ri.clttung a.b nmd c.il, w atl.diren.

Sinil clie Ebenen pa,raUel, so kbnnen sie schon nach Nr. 19 atldilt
wertlen I oiud. sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Iiiclrtung ge-

meinsehaftlieh haben. Ee sei e eine gerade Linie, welche diese Rich-
tung hat,.und a.tr gleiih e,l', c.d gleich e.g, oo ist

a..b + c. d,: e. f + e. s - e.(f * tt).

Aufgabe L6. Zwei Thni,le A. B .C wnd D . E . F bestimrnter Ebenan,

rlie niclrt purail,el, si.ttil, w addi,rrtn.

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sieh schaeideu. Is
sei G.E eiu Theil der Durchsehuittsliaie, uud es sei -rl .B.C gleielr

G.E.J, D.E.E gleich G.If.J(, so iat

A. B.C+ D. E.E: G.E.J+ G.H. K
:G.H.(J+ K):2G.H.5,

wenn ,S fie Mitte zwischen J unil .K ist. Also ,,Zwei Theile uieht
paralleler Dbenou adilirt man, inclem man sie ale Dreiecke ila,rstellt,
deren gemeinsehsftliche Gruadseite in dem Durshchnitt beitler Ebeueu

+) Wie ilie Bumrne zveier L,iuientheilo, clie niclrt i-u. ilsreelboa Ebene liagen,
zu belunilolo oei, kauo ich hier uicht ausfflhrer (vgl. Auaclebaungslehre g 5l
u. g l2z).
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I$tgl liegt; damr ist das Doppelte dos Dreiecks, I was dieselbe Gruudseite hat,
urcl dessen Spitze die Mitte ist zwischeu rlen Spitzen jeder Dreieche,
rlio gesuchte Summo.t'

Aufgabe 17. Zwei Theile A.1].C und D.E.F paral,lclw Ebaten
pa addirql.

Sinil die Ebeuen parallel, so musB (E - D) . (T -.D) gleich

"(B-A).(C-.d) gesetzt werdeu lctlnnen, wo s eine Zahlengriisoe
ist. Daun ist

A. B . c + D. E . F - a. (B - a) . (c - 4 * n .(E =- r). (r- r),):(A+"D).(B-a).(c-a)
: s. (r +,).(B - a).(c - a),

wonn (l + ,) S ilie Suarme von L f s-D ist. Der letzte Austlruck isl
: s(B - A) . (c - A) + (1! - j?). (r- r):t,

sg2 worin wieder eiue einfache Konstruktion li.egt. Ist jedoch u : - I,
das heisst, sintl lleicle n'Hcheurii,urne gleich gross, aber entgegergesetzt
I"rezeichnet, so iut /. * uD eine geraile Li:rie von bestimmter Richtung
ur:d Liinge (Aufgabe 11); ist fiese gleioh -Fl- G, so ist

a. B . c + D . E . rt : (rr - G). (Ir- a). (c _ A),
also die Sumnre flann ein Kijr?orran rr.

Aufgale 18. Ei,nen Thcdl, A.IJ.O einer besl,immten Bbene tmd,
ctnen lfihperra;u,m (D - A) .(B - A) . (C - A) Bw adiliron.

A. B . c + (D - a).(B - a). (c - a) :
: a. (B - a).(c - a)+ (D - /). (B _ A). (c _ a)

-D.(B-a).(c-a),
lror&us der Begiff dieser Aildition leicbt hervorgeht.

21. E iu kombir.atorisches Pro dukt, tl esson Faktoren erster
Orclnuug C*riissen (ru .--- 1)-ter Stufe sind, welche aber aIIe in
einem ond deniselbeu Gebiete n-ter Stufe liegeu, ueune ich
eiu eingewnntltes Protlukt, und zwar ein auf jenos Gehiet
beztigliches;

zura Beirpiel eiu kombinatorisches Produkt von Iriuieutheile.n in
iler Ibene, oder vol Ebenentheilen i6 fl6,rrme.

22. Wiril von jetzt au ilie 6,ussere Multiplikation ilurch blouses
Aneina.nderschreiben, die eingewaadte Multiplihation tlurch einen zwi-
schen die ['aktoreu geeetztou Pmkt bezeichaet, so versteheu wir

t vgl. Nr'. 12.
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unter d€m eingewantlten Produkte AB , AC, wo A, B, C be_
liebige Gr6ssen siuil, das Produkb ABC.A, in welohem L-gO
wie ein au rt gehbriger Koefficieut behaudelt wird, yorau$-
gosetzt, dase da.s Produkt auf ila,s Gebiet von niedrigster
Stufe, in welehom -d, B unil C zugleich liegen, bezogen wircl.

Aufgabe 19. Jas auf die Ebene ABC beatigti.chc Prod.wlct apeier
Liniwtkc,i,le AB.iC ru find,en. 1

Nach Nr. 29 ist dasselbe gleich A]]C.,4; das heisst ,rdas pro- ptsol
tlukt zweier Linicntheile, dereu Linien sich sch-neiden, ist iler Durch-
schtittspunkt, verbwicleu :nit einem Theil der Ebene als KoefEcieuteu.,.
Deulit ruan sieh eineu Theil der Eberre als Eiuheit angeuonrneu, so
werilen die Ebenentheile, mit denen die Pu'kte behaftet sind, rvirt-
Iiche Zahlgrbsseu old, die Produlite erscheinen aJs vielf'ache prrukte:
cloch rrilssen dau, alle zn vergleioheutleu Grbssen i" au"*fturr-il;;
a*f die sich die Produl4e hezieLeu, Iiegen (rvie dies io dsr plaui- pgs

metric imller der FalI ist).

Aufgabe 90. Das Prothltt dreiq Liniaztlwilr AB, AC, BC in
I)crug auf dia Ebate ABC aw findm.

Aufliisung. AB .AC.BC : ABC. ABC : (AIJC)y.
Aufgahe 2L. Das eingewandte Profuitt zr,r"vicr Ebnrcntlwilc ABC

untl. ABD (in Ber.ug atcf den Kirgnmawrn) ru ftndw.
Aufliisung. ABC.ABD : ABCD. AI).
Aufgabe 22. Dd$ eingewandte hofultt dteim Ebawnthedl,e ABC,

ABD, ACD *u fmden,
Auflbsung. ABC. ABD . ACD: ABCD . ABCD . A

: (aBCD)'. A.
Aufgal:e ?3. Das cilqanandte Procluht aon a,iar Ebmenlh,eil,m

AB0, ABD, ACD, BCD ru. finrlm,.
Aufliisung. ABC . AB D . AGD . BCD : (ABCD)&.
Anmerkung. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt a,lso eiaeu

Linientheil, dos dreier einen Pulkt, aber jener Linientheil u:rcl (Eeser
Pukt habeu danu uoch eiuen Raumtheil oder eiu Protlukt von Ilaum-
thcileu als Koef$.cienten, uld nimmt man eiren Raumtheil als Efuheit
au, so gehen dieee Koeflicienten in wirkliche Zahlgr'riaseu iiber.

Dies etwa sind die weeenUichsten Begriffe, we.lche ia dcm erstea
Theile meiner Ausdehnung'slehre vorkommen. Aber es ist unmbglich,
vou der u:oentllichen Fruchtbru.keit dieser neuen Methorle fitr clie Be-
hmdluug niaht nur iler ltaumlelre, soudern fiberhaupt aller Wissen-
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echaften, welche aof rli,umliche Yerhiiltnisso zuiiokgehen, hier auch
nur einetr oberflii,ehlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig kounte ich
hier die Beweise liefern, tlass in der That fie iu III gegebenen Eech-
mrngsregeln ftu die einaeluen hier dargelegten Verkntipfungrweieen
gelten, soud.ern auch hier muss ieh auf mefue ausftihrliche Schrift
yerweis€n, in welcher ilieae Beweise in aller Streuge geftihrt sinil, und
wo zugleieh die Eutwickel'rng iiberall in der Art fortsclrreitet, dass
alles W'iilhihrliehe, was noch in der Aufstellung der yerschiedenetr

Begr{ffe zu Liegeu scheilt, verschlviudet.



Dio KunstauarL'flcke, welche ich qrrter grnz aufgegabon habe, siril eiugokla'.''nort.
Zu rleujeuigen, rvelcfue ich ia ds1 ,Ausilchn$€tslehre ror 1802 tlurch andere cr-
ael,zt habe, sird die letcterea hinzugeftlgt unil ilurch cin Gleichheitszeichen mit

jentn verbuudeu,

Allrhabotisehos Vorzeiohuiss
Kunstaustlrtlcko.

dor gebraushten
(1877.)

21|4

Eiageolilnat : iaciilon[ $ 13G.

Eingowaoiltes : regtcesiveo Plodukt,

s 195.

Elemont $ 13.

Elemeotargr6rse $ 94 [.
Elemeutarsys tem $ 10?.

Drg&nzzahl eiuer Gr6ese $ 133.

Ersetzentler Yerein von Gleiehungen

s 80.

formello Su:ume $ 51.
(['ormales Produkt) S 126.

Oemeinscb8,ft'll*ehes System $ 120.

Gemischtog Pmilukt S 13?.

(GerarrmtabweicLung) g 05.

Gewicht ilee Ele.uontarvoroins $ t)5.

(G*d tler Abhs,Dgigkeit) S lz5.
Gruniluaese - Einhoitetr S 87.

(Grundsystem) I 82, t{tg.

@armonische Oleichungeu) $ 16?. I

@armoaischo Koofficionton) $ 16?. xr5
Eauptsystom: Eauptgeltiot $ 80, 197.

luilifrereutp Form g 7.

Koltinsation g lG0.
(Kombinetior iler Grdsren) $ 161.

(Loitsysten) S 89! 149.

lfiultiplik*tiou, siehe Pmilukb.
Nlchstoef&ssetrilee Systolr : yorbiutleu-

tles Gobiet $ 1?6.

OEeuee Proitukt 5 tt:.

/tbechattug : Zurtlckleitung $ 8ll.

(Abwoichung) $ 95.

Aililiiiou oinlircher Autclehnungel etetcr

Stufe g 16.

- hdhersr Ausdeh:rungou $ 48.

aftuit&t s 164.

- direkte, reciproke g 157.

Allgemeino Formenlolto $ l.
AralyCische Form g ?.

- Yedmnpfuug g 6.

Aenileru:rg, atetigo $ 13.

Ausilehauug ereter Btufe $ 14.

- h6,Lerer Stufo $ sl.

- vou ergl,uzendor Stufe $ 80.

- dor Eleurentargr0sse $ 111.

Aneilehaungcgrttsse : exteffive Gr6sse

s 13.

(Auaweichlng iler Eleneotorgr0aso)

s 109.

(Aeusrore Divieiou) $ 60.

- Multiplikation tler Streekoa $ 28 ff'.

- - tler hOheren Ausdehlungeu 5 14

- - iler Elementatgr0oter S 108 fr.

(BeziehuugsgrUsee) $ 13?.

(Beziohungrsystem) $ 12?.

(Beaiehungrzahl) $ 12?.

@oppelrystem) $ 143.

(Eckgebilde) g 1lo.
Einileutige analytischo Yorhtpfung $ 6.
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(I'olsystem) $ 1G7.

Protluht.
(Il,iehbuasse) g 8?.

(Il,iehtstticke) $ 88.

(B,icbtsysteur) g 87.

Spath : Spa,t S tso, :l?.

Spatheck - Spateck $ 28r ;'i7.

Starre Elenentargrtisre $ 100.

Strecke g 14.

Synthetis che Yorkntipfuug $ s.

Syrtom : Gebiet rt-ter Stufe I 16,20.
Untororflrung, I'orm dexelben $ 12!.

Verwaudtschaft $ 154 ff.

Zahlongds,son $ 68,

Zeiger : A):Ioitungszablen $ $8.

- ii,ussere8 $ 98 tf., S 106 fl'.

- eingewautltoE : reglussives $ 125'

- (forma,les) $ 126.

- gemischtos g 137.

- rea,le8 $ 125.

- reiqes S 13?.

Projektion $ 8?, 151.

Proportion in der Geonreta'ie $ 75 fi'.

Ii,eciprocitet g t6O.

Reines Proalukf g 1S?.

(Riclrtaxen) g 87.
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S 142. Yollkommeoe Anrdogie zwischeu Eusserer nutl efugewandter

Multiplikation - $ 143' Doppelsystem nnd darauf }ezfiglichas

Produl-t,
B. Anwencluageu

g 144. Eingevaniltes Pro.luld in iler Geouetrie' - $ 1a5- Allge-

' meiner Satz iiber alglebraioche Kurveu uuil Obsrfliichen. - $ 148

-148. Allgemeinor Satz flber Kurvsn in iler Ebene u-ntl Anwanilu:rg

desaolbon auf die Kegelsobdtte.

Tiertes Kapitel.
Yerwantltschaftsbezie ungen

S 149 - 151. A-llgemeiner Begritr iler (ir,usueren und eingewantlten)

Atsohattrug unil Projektion. - $ 162. Abachattrmg {61 $nmme. -
g 158. Abschattuag iler Proiluktes. l- S 164. AffiaftaL Biltlung

afffner Yereine. - $ 155, 156. Entsprechen der Proilukte eut-

rprechentler Grdseen aus zffei afrnen Yeroinen. - S 167. Direkte

uuil reoiproke Affitrit:it. Allgerneirer Sa,tz- - $ 158. Zusa'mmenhang

awiscben Abschatbmg untl Afraitlt. - S 169. A ffinr't&t in tler

Geomohie. - S 160, LireEro Tervaudtsclaft, fiollini:otion tntl
Beciprooitht uach tlom Pnincip der gleichen Te:^get. - S 161! 162'

Eollinoatiou uach dem Plincip der gleicbe* Zeigor und uash ilem
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206-249
20G-243

2&3-2&9

249- ?84



E. Inha.li.

Prircip ilor gleicheu Konstluhtior. ldsntiti'rt beitler Beglifls. -g 168. Irlerititiit cler ll,eciprocitiit, :ro"ch teideu Priacipiet. - $ 104.
Identitd,t, cles Affinitiitsbegriffee u:r,ch beitlen Principien ful Pun-tL
yereine. - g 1t16. Die metrischen Relationen eweier kollineer,rer
Punktgolrikle. - S 166. Zusammenha,ng zlvisclen BoJli:aeation uud
Projektion. (Per*rpektivitiit). - $ 16?. flarmorisr;he Gleichuugen,
[oustru-ktion der trarmoniechen Mitte. Earmonisc]re Sumare, har-
rronischo Koefficieu.ten, Polsystem- - S 168. Uurgestaltung rei:rer.
harnroniscLer Gleichrugen. - $ 169. Umwaudlulg dos Poloyntems
einer hanrionischen Gleichung. - $ 170. Unrwattlhug h&r.monischer
Qleir,..hungen bei urveri.udorLem Pol systenre. AlJgeneiuer Ba,tz tiber
haurrord"'che Mittou. - g 1?1. Arrwerilung auf die Klystallgestalten.

g 1?2. Anmerknng iber offsue Proalukte

Anhaug 1. Ueber ila;s Yorbiiltniae der uichteuklidisshen [.ireorr6tri6
zm .{usdohuungslelrre

Anhaog U. Ueber clas eingewandte I':roduH
Auhang III Kulae Uebersicht iil:el dae 'W-esen der Ausdehnungslelrre

(ans Grrnerts AleLiv) .

Vetzeichniss dler gebrauclrten Kunstausdtiiclre
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293-994
295-296

297-312
313-;]r4
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